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Vorrede. 


Am Schlüsse der Vorrede zu meinem »Systeme der analytischen |Geome- 
tric» habe ich die Veqiniehtimg übernommen, der Darstellung der allgemeinen 
Gesetze, svelchcn die algebraischen Curven übi-rhaupt untersvorfen sind, eine 
besondere Schrift zu widmen. Indem ich dieser Verpllichliing hiermit nach- 
komrae, liegt der Cyclus meiner Arbeiten im Gebiete der analytischen Geome- 
trie vollständig vor. 

Von den beiden Haupt- Abschnitten, in welche die vorliegende Schrift 
zcrrällt, beschäftigt sich der erste mit der Theorie der unendlichen 
Zweige. Die neue Art der Behandlung gestattet uns diesen Gegenstand weit 
über diejenigen Gränzen, welche den bisherigen Methoden zugänglich waren, 
auszudehnen und ihn, in gewissem Sinne, zu erschöpfen. L'ni das eben Aus- 
gesprochene zu bestätigen, möge, beispielsweise, die Unterscheidung der Curven 
vierter Ordnung, nach der Natur ihrer unendlichen Zweige, als .Anhaltpunct dienen. 
Es sind neunzig Jahre her, da.ss Euler, dieser, nicht hoch genug zu feiernde, Geo- 
meter, seine Aufzählung der verschiedenen möglichen Fälle nieders<'hrieb, die un- 
verändert, bis auf die neueste Zeit, in alle Ausgaben und Ueberselzungcn seiner 
“Inlroduclio" übergegangen ist. Ich habe meinerseits im 7. Paragraphen des ersten 
Abschnittes eine Einthcilung der Curven vierter Ordnung nach der Art ihrer 
unendlichen Zweige gegeben und in den beigefiigten Noten diejenigen Resultate, 
zu denen ich gelangt bin, mit den Eiilcr’schen zusammengestellt. Ein Blick 
auf diese Noten weiset eine Reihe von Unrichtigkeiten nach , deren grosse An- 
zahl uns bcfremdcu müsste, wenn wir nicht erwögen, dass Euler, ohne den 
abstracten Gedanken durch irgend eine Anschauung zu untei-sliitzen, nach Ana- 
logiecn schliesst und dass man solchen Schlüssen nirgendwo mehr misstrauen 
niuss , als gerade in Untersuchungen der fraglichen Art. Der Keim des Irrtliüm- 
lichcn liegt schon in der Aufzählung der Curven dritter Ordnung , stellt sich 
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uns liier indess mehr als blosse Ungcnauigleit dar*); häUc Euler die Aufzah- 
lung der Curveti fuiiflcr Ürdiuing auf gleiche Weise ausgefidirt, so halle das 
IJnrichligc und l'ngeiiaue das Uiehlige weit üherwogen. Von der Mügliehkeil 
der aufgezuhllen Fülle hat sieh Euler uicislens nicht ühei-zeiigt; er halle es auf 
seinem \\ ege, wenn überhaupt, doch w enigstens nicht ohne die grösste WeillUu- 
ligkeit, vermocht. Unsere .Methode erlaubt uns, ohne allen Ausland, für jeden 
besondern Fall die entsprechende allgeiiicine Gleichung hinzuschrciben, so dass 
zugleich in der Form dieser Gleichung die Natur der verschiedenen unend- 
lichen Zweige der Cune, unniiltelbar uml vollslandig, ausgedrückt liegt. Hei 
iler sy. steinatischen Zusaimiienslellung der verschiedenen Falle ist es eine 
alistracte Zahl, die uns leitet und controlirt; wir brauchen bloss zu zah- 
len, wie viele Constanten in unsern Gleichungen Vorkommen. 
Für die ünlersclieiduiig der Curicn fünfter Ordnung, nach der Natur ihrer unendli- 
chen Zweige. Iin<leii sieh alle Elemente vorj diese zu einer vollständigen Aufzahlung 
der vei-schicdenen Arten zu vereinigen, schien mir überlUissig, weil die Curven die- 
ser Ordnung im Ganzen noch zu weit ausser dem Ilereichc unserer Anschauung 
liegen. Ich habe, um alle Schwierigkeiten einer allgemcineu Discussion zu he- 
ben, oft Curven von höherer Ordnung betrachten müssen. Wahrend auf diese 
AVeise das Feld der Dntei'Siichungen sich durch ilas .\nslcigeii der Ordnung er- 
weitert hat, erhallen andrei-seits, bei Curven der niedcrii Ordnungen spcciellcre 
Untersuchungen ein erhöhtes lntercs.se. ln dieser Itiicksicht haben wir, in dem 
Falle der Curven dritter Ordnung, nicht nur das, was auf die blosse asympto- 
tische ßeriihrung, sondern auch Alles dasjenige, was die Osculation der unend- 
lichen Zweige solcher Curven mit Curven der zweiten und selbst mit andern 
Curven der dritten Ordnung betriOl, vollständig behandelt. Hier sind wir nament- 
lich zu der linearen Construclion desjeuigen neunten Punctes gelangt, in welchem, 
nach einem merkwürdigen Satze, eine gegebene Curvc der dritten Ordnung von 
allen andein Curven dieser Ordnung, welche durch acht, auf dem Umfange der 
gegebenen willkührlich angenommenen, Puncte gehen, geschnitten wird: eine 
Construclion, die auch dann noch ihre Geltung behält, wenn ilie fraglichen acht 
Puncte alle oder zum Theil zusamnienfallen, oder auf einem oder auf mehreren 
Zweigen der gegebi-ncn Curvc unendlich weil liegen, ln deu Gleieluingen «ler 
Curven der vieilen Ordnung, deneu ich überhaujil eine be.sonderc Vorliebe ge- 
schenkt halle, weil wir sie eben noch mit un.serer Anschauung erreichen kön- 
nen, habe ich. um den Lauf der unendlichen Zweige so genau als möglich 
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(larziistclioii , nicht blos* fiinfimnctig osculircntle Kcgolschnillc . sondrrii auch 
achtpUQCtig osculirciule Ciirvcii der drillen Ordnung in Evidenz gehrachl. 

Die Theorie der singulären l’uncle bildet den Gegenstand des zwei- 
ten Abschnittes. Hier hin ich von der Gmnd- Ansicht ausgegangen, dass, 
wenn wir iliese Theorie an die Discussion des wahren W'erthes des gewöhnli- 
chen Differential - Coeflicienten , welcher , auf einen solchen Piinct bezogen, 
unter der Form g ei-scheinl, ankniipfen, wir nothwendiger AVeise zu <lem Re- 
sultate gelangen, dass, zur Erforschung der Art des singulären Punctes, der Lauf 
der Ciirvcn-Zweige in <ler Nachharsrhal'l desselben discutirl werden mussj wah- 
rend aus der Retrachtung iler beiden partiellen Differential-Cocfricienicn, deren 
Quotient der (dien erwähnte gewtdinliche Dilfprenlial-Cocfricient ist, die Natur 
des singulären Punctes sich unmittelbar erkennen und analytisch bestimmen 
lässt. Dieses neue Princip für die Discussion der singulären Puncte, das von 
dem gewöhnlichen ganz verschieden ist, schliesst sieh enge an unsere übrigen 
Betrachtungsweisen an, wonach wir in der Gleichung der Curve einen singulä- 
ren Punct, von welcher .Art dieser auch sein mag, und auch mehrere solche 
Punctc zugleich, in Evidenz bringen können. Aus der Forni einer solchen Glei- 
chung tritt uns hierbei diejenige Particidari.sation, welche iiherhaupt eine Curve 
dadurch erleidet, dass sie einen oder mehrere Puncte der fraglichen Art erhält, 
unmittelbar und vollständig entgegen. Bei Curven der vierten Ordnung haben 
wir alle nuiglichen Falle erschöpft ; die entsprechenden analytischen Formen 
konnten wir auch hier ohne Anstand hinsehreiben, wobei das Zahlen der Con- 
stanten dieselbe Bedeutung hat, als friihcr. 

Was einer systematischen Discussion der singulären Puncte bisher am mei- 
sten entgegenstand, war, dass man Singularitäten von ganz heterogener .Art in 
einer Llntersuchung zusammcnschmolz. Ich habe bereits im "Systeme« darauf 
hingewlesen, wie das Singuläre sich eimnnl auf die Entstehung der Curve durch 
die Bewegung eines Punctes. das andere Mal auf die Entstehung derselben durch 
die Bewegung einer, sie undiiilleiidcn , geraden Linie bezieht. Der Uebei'gang 
von der einen Faitstehungswcise der Curve zur andern ist ein diseontinuirlicher; 
indem das Princip der ReciprocitUt beide verknüpft, gibt cs unerwartete Auf- 
sehliisse über die eigentliche Natur der singulären Puncte und regt Fragen von 
einer ganz neuen Art an. .Mit diesen habe ich mich mit A'orlicbe im 4. Para- 
graphen des zweiten Abschnittes beschäftigt, l'nter andern Resultaten, nenne 
ich hier bloss eine merkwiirdige Gleichung des vierten Grades zwischen der 
Anzahl der Doppelpunete, der .Anzahl der Dop|ipl-Tangcntcn, der Anzahl der 
Spitzen und der Anzahl der A\ endungen irgend einer Curve, von der wir bloss 
voraussetzen, dass sic eine algebraische sei. Im letzten Paragraiihen findet man 
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die ersten dircclen Untersuchungen über Doppel-Tangenten, welche, in so weit 
sie die Curvcn der vierten Ordnung betrelTen. an die Discussion einer sjmnie- 
Irisehcn Form sich an.schliesscn. In solchen Diseüssionen spricht sich der 
Character unserer Methoden am klarsten aus und daher hin ich gern in ein 
grosseres Detail eingegangen; rien Gegenstand erschöpfen, hiesse indess <lie Cui- 
ven der vierten Ordnung, deren allgemeine GIcicliung diesen Entwicklungen zu 
Grunde liegt, vollständig discutiren. 

Das Kriterium für den Werth oder IJnwerlh eines neuen llestdtates, wie 
einer neuen Methode, liegt keinesweges in ihrer möglichen Mutzanwendung, 
sondern unmittclhar in ihnen seihst: sie müssen, ich glaube mich nicht be- 
zeichnender ausdrücken zu können, ein rein ästhetisches Interesse für sich in 
Anspruch nehmen. Keine der verschiedenen mathenialisehen Disciplinen ist 
einer solchen Eleganz mehr fähig, als die analytische Geometrie, der Einniiss, 
den. in dieser Beziehung, nameiitlich Woage’s Arbeiten auf matheniatischc 
Darstellung überhaupt gehabt haben, ist allgemein anerkannt, liier ist es, wo 
ich gelernt habe und wo sich die Hichtung, welche meine mathematischen Be- 
.strehungen genommen haben, bestimmt hat. Um das Characteristischc der vor- 
liegenden Schrift hervorzuheben , komme ich nicht mehr auf dasjenige zurück, 
was dieselbe mit meinen frühem Arbeiten gemein hat. EigentbUmlirb ist ihr 
ein, schon oben erwähntes, höheres l’rincip, welches di«’jeiiigen , von denen 
ich bisher ausgegangen bin, beherrscht und welches darin besteht, dass wir die 
Constanten, von welchen eine Curve abhängt, zählen. Schon die 
Sätze der 7 — 11. Nummer in den einleitenden Betrachtungen bieten hierher 
gehörige Belege. Niemals hätte ich finiher geahndet , dass abslracte Zahlen so 
allgewaltige Bedeutung im Gebiete der geometrischen Ansehauimg haben könn- 
ten. Das neue Princip rückt die, dem Anscheine nach, verschiedenartigsten 
Kesultatc einander näher und, indem es sie in gegenseitige Abhängigkeit bringt, 
brauchen wir uns nicht mehr damit zu begnügen , uns von der Ilichtigkeit 
dci-sclben überzeugt zu haben, sondern, wir können auch nach der Not h- 
wendigkeit eines geometrischen Resultats und nach der Stellung fragen, die 
dasselbe im grossen Ganzen der Geometrie einnimmt. 

Bonn, am 4. September 1839. 


Digitized.by Google 


üebersicht des Inhalts. 


: Seile 

EinhUendc BftraehtimseH 1 

AI;:ontliinu>. Bctficlmum; itPfjJer Lioieo und der <Ue*clbca ilartlellenJett linearen Functio . 
uea. 1 ttttgesfURft^titte VorteicJjrn. 3> GfometfiKiie Copstruction lloearer FonettonfP. ■>. 
Kupctionta tweirr lio»«r«n FuDcticmen roa belieb>s»m GfaJe. Xoths*eoJlge Aoiahl ibfcr 
Cnottaatea. ^^6» Zubtgn tief Coastjatea. KuotUmettUU Sau ia Bemhnpg ttif «Iie Dureb - 
<chMiu<|nioyt< »*ek»f Cmnta der a. Onloana- 7« ModiCcatioo SaUe*. weaa iUe<e Cur « 

vni ÜMfch linfara Bediagtma« ■» Gleichnngci» particiilafUift <iaJ. 8» Wenn tUe Onlnuat; tler 
b« «Ifo Cnnea eine ver»clitPtlf ne i>t« 9. Neue Vefallaftpeiaefun;*. tO« CaroHartuni zu def- > 
lelben. |I. Hi»tgrMfbe> Tibtr Jit Sutie Jgf 7 II. Nummer. 12. 

E r a t p r Ah^ghiiitt. 

Leber die uiiemllichcn Zweige der algebrai»clion Curv<*tt luul ihre 
liiiigeii uiitl krummlinigen Asvtnplolca. 

§. 1. Zweite mit geradUnisen Asipaptoten 

DctiuUioa einer gefadliaigea Atyroplote Uarauf ftca^uaJctt «jj»* einer .ilge» 

bfji>rhgii OlritlMiag mit <ia»f uaUekannten Ofu»»e ttth reJucirt« wop ciag oder nwhfcrr 
iliref Witfzetn uncnJItch groM werden. 13. Eine Aiyroptof fipcr Cwfve w. OrJmmg ip ihrer 
lileiiliuag in Evidco* gebfaebt. 14. Stufcttweue Abieitupg «Ifr Furro p<ir ♦ . ^ ia 

wgichff alle Aiymptut^n in EviJfp» Iretfo. 1 5- Methode der tmb»>lipinUcn Coefikienten. 16. 

Die pbia» Konw eatbalt >n »kb »ribit ütfe fteebtfertigupg , mena wir ihre C‘up»l4ptep g.ihlen. 

Dafjp liegt auch Jer Beweia« U»»» die Cunre n A»ymptotcp bat. 17» Üa»iclbe folgt au> «ief 
^üherp AMeilung«-\Veüg dtesef Fufm. 18. iieometriacb# Deutiiag derfflbfo. |9- rrtfa«b - 
tMO|g- Jef Functigg BeHl»raMluex>o» unter wretihep wao anf den a AtympUdcn rioef 

Cufve Utf n. OfJftups, »um Pelmf ihfwf MetUmmHna. Puocte wUlkühfUib jpQfhmen tapw. 20. 

. NotUwcpUigLeit dt>«cf RfttiUale und ihre Xufurkfiihropg auf <l»n Salt der 9 yMnuwer. 21- 
Botimnmug Jpi Cocfficirntea u tlwfch eipea P«nct der Cufve. H2- Lipgare B»»tinmmug «ler 
CafTP. 23~»2A Otculiregd« A«jipplote». Ofdaung der OtcMlatiop» Kin» solche AQin» 

^otp ia Kviüpua Rfbraclit. Vemiioüffnpa der Cou>UutfD"Aa 2 aiiL 25— 2^- Cuf^pn, die itirl>~ 
rerp oicuUfcpJe A»ya>ptot<*a »«slficb liabep. Brxhrjaktmgpn treten alxtaap, io Bezichupg 
auf die OrJoang de« Copt.icte» pIo. \V>on eine Cone n, Qrdptmg p»tr solcb* Asjmptoteü 
hat, «Ue a*epig$|eo8 atpuactig oacuürfn, »o kann die Aagaltl der uiebf aU eipopctig 
^Jep roo 1 bit anä^teiafn , amgerdetn aber nur noch a betragen. 27’» 2S. Dlete? 

feicUt blp, um bei Corvea tlff 4 Ofdoimg die uarooRtIchfn Falle auniKcheitteu. 2^ 

Et konofp von irgend Urei Aa^niploleä «iner Cufve <lef ii» OfdatiPg ai^ht imti die C«ne 
npanctig pptl die dritte OKMlirep. 30« Dieaer Sati frtclu.'t>ft die amzuscltliea - 

♦enJen Falle für Aufi.thluns Uff 28 iPOahtlicn Fälle. 3t. t)if fnt^pffchendeo Qlei - 

^«pgen roit den tioiliwcmligpu C»>n>ljntep. 32. DUcm»»iop tie» Fallei w -s 6- 33- XVeoa eine 
Curve der n. Ordnnag m A»>jmptPtea hat. welche alte HrnlgttfPl (n— (w— 2')r«D‘‘l'B *^**'“**^*’“» 

•0 kann dietelb« Gurre Leine («— (m — l))puartig oeculirentle A»yipptotc lial>«n. J4. .^nvifn- 
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iliuijj auf die Aiti^cblicssuag «1er uDiuugUclieo Fälle für rt^s;. 3 ^ Aiu.ild der unmügUchen 
F*ilie l'iir n, Ueatiniiut au» der Auzahl der umnüglM'hen Falle für n — 1. 36- Auwettduiig auf 
den Fall nssS. 37- Furutclti für die Auzalil der müglii lieii Kalle fiir jede beliebige Annjlime 
voti a< Bei»|)iele. 3H— 39* Höherer gemeinsamer Gesichtspuncl für die Sätze der 3!:1 und 34 . 
ISiMiiiner. 40 — )1. Ordnung intd Art der Aunalierung. 43. — Hyperbolische Asympto- 
ten. Allgemeiner Oesichtspiinct. 43- AUgemeiuei Verfahren, die liedingitngs ^ Gleichungen 
zu eijtvricLelu , die befriedigt werden müssen , wenn eine Curve «ler ri. Ordnung mit einer 
Hyperbel auf einer As>'>u|itote einen ConUct von beliebiger Ordouiig babeu srdl. £iit«icL. 
luiig «lieser Glekbiingen fiir eiueu drei* bis sechsstündigen Coulact. 44. Geoffletrisclie Dciu 
limg ilieser Dedingiirigs • Gleichungen. Das Maass der Aouahening einer Ciirve au ihre Asytu- 
plole ist durch die dreipuoclig osculirende Hyperbel Lestimnii. Geometrische Ctmslrucliou 
«le*}eibeii. Der Siillelpimct der rierpiinctig osctiljrcndeu Hyperbel ist durch eine einfache 
l'•-■lati•ln bestiiniut , wenn alle As)tupluteu der Cnrre und die DiirchscJinitte derselben mit 
derieiiigen Asyniplute, auf welcher der Conlact Statt findet, gegeben sind. Kl gibt nur eine 
einzige fünfpunctig osculirende Hyperbel, welche in besoudern Fallen durch eine mehr ah 
üinfpimclig osculirende Hyperbel ersetzt «erden iaun. 43— 4S> — Neues Princip der Ce- 
b indlung. Die nach beliebiger Ordnung osculirende Ily|>erbel tritt io der Gleicliiing derCune 
unmittelbar in Kvideut. 49- Discussiuu der Anzahl der Conslanleu. 50 Groinetrisclie Be- 
deutung der uherzäUligeii Constanteii. 5l. ln der allgemeinen Gleirliung der Ciirsen dritter 
Onlnung ist eine drei-, vier-, fTiuf- und sechspunrtig osculirende Ihperbel in Kvidenz ge- 
hr.iclit. Discussinu der Aiiz.dil der Cuustauten. 52. Lioeare Ccmtructioii eloer Hyperbel, 
w«d(he eine gegebene Curve der dritten Ordnung auf eiuer gegebenen Asyinplote 1} dreipnu. 
ilig osciilift und durch zwei gegebene Punrte der Ciirre gebt, 2) vierjniui lig osculirt und 
«tiirrli einen gegebenen Ihsnct der Cun*c geht, 3j fhafpunctig osculirU 53— 55- Eine seclis- 
puuclig usculiretide Hyperbel Ist nur d.iun vorbaudcii . weuii die Cursc driller Ofdunug auf 
der bezüglichen Asymptote einen Wendungspunct haU 50. Allgemeiner geumelrisiher Geiichts- 
puuet für die Constriictioncn der 52«'— 55* Nummern- 57* Aligemriiie Furniro der Gleichun- 
gen einer Curvc der 4> Ordnung, in welchen eine drei- bis arbtpunriig osculirende Hyperbel 
in l'videitz tritt. Notliwendigbeit dieser Furmen. 5S> Allgemeiuer Gesichtspunct. 59* Ana- 
lytische Bestimmung derjenigen Curven dritter Ordnung, welche eine gegebene auf 
riiier gegebenen Asymptote fünf- bis iteuiipuoclig (uculiren. Geometrische Beziehung. 60. 
Alle Ciineu der dritten Ordnung, welche eine gegebene aclitpunclig osculireu, scbueblen diese 
in demselben Puncte. Lineare Construction dieses Pnuctes. Bedingung für die 51ügliclikeit 
«•ines ueuQpuiictigen Contacts. Cl. Verallgenieiuerung. Wenn auf einer gegebenen Curve der 
dritten OrJmiug, acht Puncte, die aucli zum Tbetl zus.-imMienfaUen können, gegeben sind, 
denjenigen uemileu Punct zu bestimmen , in welchen die gegebene Curve von allen übrigen, 
welche durch die acht gegebenen Puncte gehen, geschnitten wiril. 02- — Gegenseitige Ab- 
Jiangigkcit des Laufes der verschiedenen Zweige ein und derselben Cune. 63- Wenn eine 
Giirve der n. Ordnung (n — 2] dreipiinctig osculirende .Asymptoten bat, so ist das Maass der 
Aiiu.ilieriitig der Curve an ihre beiden andern Asymptoten dasselbe. 64. Wenn ilie Curv« 

(/I 3) vier- oder mebrpunctig osculirende Asympluten bat , so liegen die gemeiuscJiaftlicheit 

.Alittclpuucte derjenigen drei Gruppen von Hyperbeln, welche die Curve auf «len drei iibri- 
gen Asymptoten vieqiunctig oiciiliren , auf diesen A<Yuiptoten in gerader Linie. 65. Die Ite- 
siiltate der beiden letzten Xummrrn bringt der Fund.miental-SaU der 9. N'uaiiuer unter den. 
selben üesichtipunrt. Ihre Verallgemeinerung. 66. Bestiinnuirig, wie in der allgeiiteiiieti 
Form f^a 4* s'^a — 1 ^ . • die mieudliclien Zweige stufeiiwrise immer genauer be- 

stimmt werden, wenn eine grössere Aozabl von Gliedern gegeben ist 67- Anwembing auf 
Curven der ilntteo Onluung. Coustriictiuu des Maasses der Annäherung auf der dritten Asym- 
ptote. wenn dieses Maass für die beulen ersten Asymptoten gegeben ist Zweite Cnnslriictinu. 
6S^70 Construction der Curve, wrmi, ausser dem Maasse der Aniiahentng auf ihren «lrr*i 
AiVinploleu, noch irgeu«! ein Punct der Curse gegeben ist 71- Construction der Curve. 
wenn auf Uirea drei tmeudlu-hen Zweigen bezüglich vier, drei und zwei Puuete gegeben 
sind- 72. 
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Seilf 

§■ 2. Imaginäre Asjß»ptofeiL Reelle und imaginäre eUiplische AssmpMen. Ätjfm - 

ptoteupimel 61 

P.u< imaamife A«Tmptoten «He fcHIc» rertfetfo künnen, geht »ai <lgf ttllgeaeinep For« 

«i<f ClfictiMog ilfr Ciiftt unmiUcIlar hefrof. ?3. Di» UebeftraKwng der fruh^ra RfttiU^te 
auf <le» F.iH HiiaKiuiifcr A»>'H»pU>tf« i»t Ua tromgr »tJUluft, wa dieie Resultate von t!cmlip.a- 
gtitami umi nrelien iler A»vnipti»ten npuMupgiB Biptl. BcUpiel. 74- OicetliffoJe iiuaguiar» 
Atytuplotgo. 7‘». Aulf.thlupg <lcr veratliiedeafn mügUcii^o Kalle bei Currfn tiff 4» »m> 5. 
Ofitnupg. 7<S~77> ElliptiBch«» Afumiol«»«. A»yinptttrnr»tifl. 78. 0$c«Urfn<le rlHplifche 
TO- SyaUme ftli|ttl»rher feO- 

a. Parabolische Asymptoten *(» 

Par.iliolisclie Asymptotrn bittkn itro l'rbfrgarg zui»<hro liy|*prboli>clirn unti pUi|itJ»rlirn. 

IVlicr ilie Naliir paralinlhilier Zupi^r riiM-r Citrvr. hl- Allgrmeinp Glpicluing dpr Cnr%4*n 
«|pr ri. Ordniing mit parnltolischca Xuc’grn Zaci iibcrf.ilitigc Ccitstanten. bptleniiing «Irr 
einen. Fori»« li.itrn»g tler aii<lern. )ii «ler all^emeiiieu Gleirliiing tritt unter den «inrndtirh 
%ieleti [taraboliiclicn A«ymploten fine eiutlge nir«ge9f klmele , die friurpunctlg i»riilirfnde, in 
Kvidrnz. Die toofjuinrtig osculirrn«le .Asymptote kann durch fine mehr aU fünfjum- 

clig oariilirende vertreten «erden, «as eine neue rarticulari»ation der Cnne voraiiiiet/l. 
triirveii «Irr 4 Ordming. h4- Ctirveii der 5> Ordnung. R'). Atlgemeine Form «ler (»leirliiiiig 
einer Citrve «ler tu Onlaung mit einer, nach gegebener 0/«!iiiing orculiremien , parabtdisclifii 
Asymptote. S6. Bestimmung des Ma.i««ei der Aanjberung an eine gewnlinlitlip parabnlitrhe 
.As\mpl««te. Ordnung lier Annabeniug. 87— De/iehnug des parabnlischrn Coiitarles iu 
tiaen4ilicber Futfernung zi:m hyperbuliscbrn. h9> — Grra<lli»ige Asym| bden ueb «‘0 parab«!- 
lisi'iifu. AufrabUing der rnt'igUrben Falle bei Curven der 4- und 5 Ordnung. 90— 01> Allge> 
rneine Gesetze darüber, ivie die Fvistenz einer p.*tr.ibnliirhen Arymptulc auf die N.niiir der ge* 
ridlinigen Asymptoten Finllnss bab AnssrhlirsstiKg tinmugÜHic-r F.ille. Przngu.~l.nie auf die 
S.*lze «ler 28 nn«l 31. Nnimner. 92 — 04. Syilemc zweier {•■'irdbolisilirn .Arymphden. Allpe- 
nieine Glekliuiig. 95. Anfz.dilnug der rnügUihen F^lle bei Ciirrrn iler 4 und .5. Onlmmg. OG. 
Systeme itreier parabolisclien Aiyrnploten. A'issililiessiiug immüglitber P'.illr. 97— !&• 

4. Paare reeller oder imaginarrr paraUelen Asuntpiofen 

AA'.tlirend in dein Falle par.vbolisclier .Asjiindotew «tie allgiuiriue fy -f- u£lc—i — o 

iilcbt loebr sl.itlluft ist, wird sie im F.alle raralteler A>_uut tuten urd»e-«liiiinit. CO .Allpcnietoe 
P*orm mit den uotbweu«lipe»i Coust luleu. lOO» Zueien iiarallelcn .A^iUHdoten eotspricbl eiu 
D •l>pp!pucct . der uneodiith «eit liepl. 10l. Ofculirende parallele Aivmptot«u. Atilz.»itloup 
der ningliilteo Falle bei Cnrveit «Irr 4- »md 5. Ordntnip. 102. Allgeiueine PVrinen fTirCurveu 
einer beliebigen Ordnmig. ti>.». Im.tj^inare parallele A*ymT*tMen. 104. Art der Anunherwig 
«ler Cufvo an ihre i»4fallelen As>u*id«*ten. 10 . 5 . Hyperbeln, «ebbe die Curve auf ihr«‘U 
parallelen .Asytuptoteu osenlireu. VollsUmlige nisciistio» des F.sllei der Curveo «Iritter 
Ofdasing. Omstruction der funfpuiKtig oscnliremlpw llyppriieln. lOG— ICO. Ciirvrn mit nteh* 
rereu Paaren p.iralleier Asymptoten. Awfz.«lilui»j; «ler »noglicbe« Falle bei Curveo «ler 5. OrU» 
nuug mit a«ei Paaren tsaralleler Asituploleu. IIP. 

§. 5. Doppel-^istfmptoUn. Beiühnwtj tireirr reeihtt oder imaginären unendlicheu 

>rircijyf. Spitzen erster und twfiff-r Art in unttitlUcher Entfcrntmg ... 97 

Allgemeine Form. Spitze erster Art in iinf»idli« ber Fnlfernnug. 111» rerührstng zweier voll- 
sbiniligen Zweige in uuendliilier brntfernimg. 112- Discussism der altgrmeinPD Form, uelciio 
ausdrüc-kt, dass eine Cnrre zwei zusammrnfalirride parallelen Asymjilolen bat, von weblieii 
eine die Cnrve w- nn«l «lie amlrre m,puiictig osttilirl. Eiuracliste Poriii, um die unendlitheii 
/«•eige aniMberungsweise darzuslrlleu. i|.3 AVrnn «isrwt. so bildrl «!ic Curve in nnentlli- 
eher Entferonng eine Spitze erster Art, oder sie hat sier Zweige, «eliJje an derselben .Asym- 
ptote sich hinziehru, je naebdem ai eint gerade oder uugeradc Zahl bedeutet. 114- Ebenso 
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\'crbiit sieb«, wfna l 115. Wrnn — l. *o hat die Curre *wci Paare, nuh 

Terscbirdeaer '.Vilnutig otculireiiile liyperboUsche Zweige. 1 16. Wroii m,ss‘im-‘l, »o xiehe» 
aich au der geroeiaicbafUicheu .^syin|>tote , iwei Paare uueodlicber Zweige hin, welche mit 
ilerselbea einen ConUct von gleicher Ordauug Laben. Sie buoneii unter sieb eiiieu Cootart 
iiuberer Ordnung Laben. Jedesmal dass diese um eine Einheit steigt, liihlrt eine Spitze zwei- 
ter Art die Cebergaugsslufe. 117. Ditcussiou aller muglicben Eormeu bei Gurren der i Ord- 
U^>>11U. Bei Curven der 5. Ordnung- 120~124- 

§, 6. Asi/mi^toten der dritten Ordma^ LLL 

^atur tlerselbgg. 125« Erster Kall. Curven mit semicubi ■» parabolischen Asjmptuteu 

' Atlgemeiue Konn ihrer Gleichu»^*. 126. Art uml tlrdoung der Annaherup;* an diese Asym - 
ptoten. 127—129. Aufzahlung der rerschiedenrn Falle bei Cnrven der 4- Ordnupg. 130. Pe - 
nierkmigen über die Ausschltessung uonntalichef Palle. I3l-I5i^« l>er Lauf der uuemllkhen 
Zweige fcaoa genaner dargestelU werden, wenn wir an die Stelle der ie«aicubi--f»araholi«<hen A»ym > 
ptote andere Curven der J. Ordonog setzen. 134. Zweiter E'all. Cunreo ii>it Trident - 
Gurren als Aiytnptateo. Allgemetne Form Ihrer Oleidtung. 155- yatnr der uneadlichcn Zweige, 
welihe eine Parabel und uberdless einen Durchmesser derselben xu A»^iiit>toten haben. 15t?. 
Particnlarisatiott derselben. M7. Vemlilfdene Falle hei Currep der 4. und 5. Ordnung. idS> — 150- 
Trident -Curreu in Eridcaz gebracht. 140 — 141, Dritter Kali. Cufxcn mit cubi -paraho « 
Ituhen Asymptoten, All&eiufioe Eorm ihrer Gleichung 142. Art und Ordnung der AoimI»» - 
lierimg. 143. .AU Beispiel die Curven der 4- Ordnung. U4> rarticulafisathmeu. Als Beispiel 
die Curven der 4. und 5> Ordnuna. I45--149. Vierter Eall. C»if<en mit drei parallelen 
A*)uiptüten. Allgemeine Gleichung derselben. Andere Kurm. in welcher die drei Asympto - 
ten uomUtelbar in Erideni treten- 149— »150. Mj-4m der Auajhcruns. 151. Fall drcicf reel * 
leii Asymptoten. Verichiedeoe Palle bei Curven der 4. und 5. Or«lmina. 152. Zwei .Asym - 
ptoten Lunoen Imaginär sein und imammrufallen. 153—^154. Alle Urei kupoen znsammeu» 
fallen. Ditcussion der Form der unendlichen Zweige. Fr*t nach neuen Particularisatioaeu 
erhalt die Curve drei Paare uoemllichcr Zweite, welche an derselben Asymptute sich hinzie - 
he«. Ijj-^ISS- Vollstindige PiKussion der so particnlarisirteo Gleichung lur den Eell der 
Curven S. Ordnung, Aufzählung aller ntoglichcu E.dle. 159— Iü2 . 

§. 7. Aufzahliutq der verschiedenen Arten von Carcen der cierlfn Ordntam. in Be- 


ziehuni auf die Katur ihrer unendlichen Xweige ISfi 

Aufzihlung von 152 Arten von Cnrven der 4. Ordnung, welche auf 8 Falle sich vertheilen 
Verbleichung mit der Euler'schea Aafiublnpg. 163. 

j, 8 . Asymptoten der rierlen Ordnuns US 


Natur derjelbcn- Aiifr-itd'»ng der sieben vefichieJepen Falle, in welchen die frühem Fonnen 
nicht itattbaft sind u<ler unbestimmt werden. 1. Allgeineloef Fall. II. Xeben serotenfai-pa » 
ral>nli>chea Asymptoten eine geredlliiige von bestimmter Richtung. Itl. Zwei Gruppen para « 
bolischer Asymptoten von gemeinseroer Qufchmesser - Hichtang. Vollit.indige Disctusiun bei 
Curven iler 5. OnJnnog. ParaboUtche Spitzen zweiter Art. IV. Paraholische A«ympt»ten «int 

gwei geradlinige. V. Cubl - pafabnliscbe Asyinptuten um! eine geradlinige. VI. Parabeln tler t 

vierten Ordnung als Asyroptnien. VII. Vier parallele A>}mptoten, 164. Anzahl der Constan » 
tfu. vuu weUheo diese Falle ebhäogen. 165. 
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Zweiter Absclinitt. 


l’cber die Siiigiilarilateii in dem Laufe der Curvcii. 

Srtle 

§. 1. Discttssion der r^rscMedenen möglichen Fälle singulärer Puncle und singu- 
lärer Tangenten der Curren 155 

Efiliroiiiuii;; «lc< Zuiamm>ufttU»o» pichrcrcr PurcliKhuitUpuucle einer Curve uotl einer gefJ - 
tleg Linig. 1- Aojivlische E&tvricktuo^en. 2 — Einfacite lliculirguilf T.iii- 

a<ttl*u- Wcntlunaspiinclf. 5— 7, Do gpe 1 1 > u n c t e. Alljjgiiifig» CutertcttfMuug UgfifUjcu. 8. 

Lauf <ter bfitleu lieh icbiicidcuJca Zweite tu *ter Nühe ilea Dgppelpuactet. Jeticr acfsrtben 
Kaua ciue osculirfn<le Tannfute tiaben, l). laotirtcr PuticU 10. Falle, in wclchea *1ie bcttlfn 
'J‘jnn«*nlfa Jes Doppclpunctps zuaamn^cafaHfO. I. SaiUe cratcf Art, tl- Zwei tii’li beruh- 
rgatia Zweite, welche unief eioamler auch eiaea Coatact liOhfrer Ortlaaag liabfn Luaai-a, 
SpiUcB iwgjlpf Art beagühuen »iae Uetieraans»-Slufr. Itfvof Jieae Oftlauag um rliia KinhcTt 
äuftficl- III. Kiaef der bflUfn lich bgrülifcaU»! Zwciiia t»at ainea Wegjungipuacl. IVT 
SpiU«* ff>ter Art mit ioaigerm Coalacte. V. Zwei aicb drtipuiiclig Oä<olirfa«lc 
a-elcliif uiitgf riaaaJgf aiicli eiaen Coatact hühartr Ofjiiupg liabfn kouneii. Spitaea awflter 
Art ala l.VI)fr;;aaKa . Stufen, 11 . Vffallafmriaefaaa. BetUngungeu, aalet walciten cinf Cufve 
«lia vefacliieUfnarliiicg SlugalafU-Uea erüäli- 12. Droifaefae Puuete. Ail^anigiac Üalfr - 
äi-bciJiing tlefaflbfa. 13. PiacuMtoa tief Jrai vcrjcbicJaaen ZweiUPt wticlie Ufa dfeilBclifa 
Puact Itililea 14. Eia coaiugiflar Puact, Jer aal eiaam ZaaiB* «Icf Carae liagl. 15. Ucaa 
aaei jgf itrei Tangaatga Jea dfrifactica Puacto auiamiagafallca, aa gebt «in ilef Carvä 

äufcb cinea aolcbea aiaautafaa Paact, aig er io tief II — li. Nuuiuitfr licatimiat waftlan nt. iTa 
Falle . au «lig Tancaataa <ifi tlraifachfa Puuctci alle Jrci zuaaromeafallep. Ditenaaion 
Talle, alaas 1, tlieie Taagaala tlia Curve la vicfT II — 111. la liiaf, 1^""^* i“ »echs, VI— Xliü 
iä~»ielien. IX — -MX', ia acht. XV— XIX. in neun auiaainieafallenilea Paaclea «diaeälet. 17. 

\\ eua auf eine Siaaiilarität alleia lue sich belrathlel aiftl, acfeiafaelit aicb ilie aaaljliacbe 
lleitiniaiuag ileraelben. la. llvperbaliicbe una |.jr.iboliaclie Sinsularilaten in uaeaUliiber 
Katterauafi. 19, 


2. (ienaue Bestimmung aller möglichen Singularitäten, welche in dem Laufe der 
Curren vierter Ordnung torkommen können . 

Aaaljlifche Beaeichnaas. 20. Kinfaebe Puncte. Drei- unJ vlerpuaclig oscnlireu.le 
Tangenlen. I.auf iler Carve aoai Oiculalionipuacle am. 21—24. II o pp e I p an Cie. Darcli- 
iclinilt iweier reellen Carven - /»eige. VVenilangipancte aieier Zweige. 25—27. Iiolirter 
Paacl 2*1. Spille erater Art. 29. Beriilirang iweier reellen oder Imaginären Zweige. Im leU- 
lem Kalle i.olirler l’uncl. .50. GewObaliclie Spille iweiler Arl. 31. Zwei reelle oder imagi- 
näre Zweige, «eiche lich dreipoaclig mcalirea. Irulirter PaacL 32. Spille iweiler Art mit 
der Coalacl.Ordnong 2',.. 33. In dem Kalle lieh berahreader Curren -Zweige lauen ikh 
die beiden läufpaaclig oiculirenden Carven zweiter Ordnung lugleich in Eiideat bringen. 34. 
Dreifache Pnncle. Drei io dern.elben Paucle lid. ichaeidende Curren -Zweige. Ein 
Curren.Zweig geht durch einen conjugirlen Punrl. 35. Eine Spille eriler Art Hehl auf einem 
Curren - Zweige. 30, Die drei Tlngenlen dei dreifachen Punclei lallen zuiammen. 37. Se- 
ite me ran iweiDoppelpanclea. Allgemeine Gleichung, in welcher die rier Tan- 
gealen der beiden Doppelpaaclc in Eridcui Irelea. Zwei eigeulliche Doppelpmirie. 
Ein Doppelpunct und eine Spitze enter Arl. Zwei loUbrr Spitzen, Ein Duppeipnuct uud 
eine Ilerf.htung. Eine Spitze und eine Berührung. Ein Dappelpuncl und e.ae Spitze 
zweiter Arl. Eine Spitze enter und eine Spitze zweiter Arl. 38—41. Iiolirle Puuete. 41 
Die anmOglichen Falle kann man uiimitlelbar all solche etkeunen. 43. Sjlleiue ron drei 
Doppelpuneten. Aufiihlung run 10 rericbiedeaeu Fallen. 4t — 4.>. Die lechi l.nigeateu 
der drei Doppelpuncle umlndlen einen KegeUchnilu Beiiehuug dieiei KegelKliuiUei lur 
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Curve, 46. Eia, xwgj ubJ alle tedu Zweige künnen Wendung« ♦ Puncte liabec. SUuali«>ns> 
BMieliuugfu. 47—50- 

§. 3. l’tber die Natur der singulären Funde und singulären geraden Linien ^ und 

über die Art ihrer Entstehung 2*i<» 

Dopp»Ue EotJtphuDgiWgiie einer Curve. Wenn auf eiotf geraden Liuie gin PuHct conttnuif » 
licti fortfuctl. vijhfeml *iie gerade Uni« »eUut um iUf»eu Pimet »ich conliuMlfltch «Irchl, wir<l 
eia und dleaftb» Curve tom jfner gpf.^tgü Lloic imiliiilU mt<i Piinclg i 1 ra^(l■ icbctt> 

Eiu «lie Curve vertrrlea<I<> Totygou. 51. Ao^ilytUch ;;rmMi)in<'n , küuufi) air die Gfuase der 
Drcliiiug ilrr geraden Linie aU KunrUon der Gr0»kc des Kortruckeitt des Pttndes aiuplieu. 
und Aailurclt die Carte, brstlimnrii. Dlirereiilüren wir. lu erluiten «ir liieraiii den Kr«itii- 
muugslulUines>er ah l’nncliuo des ßogrm. 52. Der PegrilT einer SiRgularitit modifuirt »ich 
nacti der awielacheii Er£eagiin;.;»Aeise der Carve. Eine Curve lut entweder W'enilungspauclo 
und I)oj>|>ell.iii|;enten oder S|>ilrca erster Art and D4>|>prlpuncle; in untergeordiielcti Fallen 
lut sie hrides. 53 — 34- Singidarilal in der Cewegang des besihreibendeu Punries; in tier Dre> 

Imug «ler umliullendea geraden (Julei ßeidco ingleicli- jj. Vrransciuulitbt «laduridi. dass 
ein Polygon au die Stelle der Citrvc gesetzt wird. 5(i — .58. Vrrallgemeiuernug Au.u 

lytische f).ii$leiltiag. Der KrHainiung-lialbriirsser einer Carve ist gleich dem <)uolipnten, den 
1 II.U) erhalt, neun nun die Gesihuindigkeit des beschreibenden Pancles durch die Geschw>n* 
digkeit der aiidirdleudrii geraden Linie ditidirL ül. Uic in recipruken Caneu ilic SiugaU. 
ritaleii sicJi enltprvrlien öi. 

§. I- (iegcnseilisr Bttiehung der singulären Puncte und sinniilären _qeradeii Linien 
zu einander, (jesetze, nach irclchen, bei algehraisrhen Curven, die .Inuihl 
von jenen durch die Anzahl con diesen bcsliinml iil, und umuekehrl . . . 2»~ 

Das Pfiucip der RcciproirIt.it gibt unerwartete .Aafschlässc aber tinj;aUfC Psincte. Zasammen - 
stellung der icliou im ».Systeme** milgetheiiteii rtesallate. Ucciproke Polar >Curve and F.r- 
U ■iraoa der Redactlun threr Orduang aas dem Vorhandensein vem Weuduoseu »«d Pojipel« 
Tangeaten. Anzahl derseibcn- (jj. Ein Du|tpe(pamt verschlingt Q, eine Spitze enter Art. S 
Wcndimgeo 6t. Anzahl der eigentlichen Doppeltjugeateo, welche eine Carve verliert, wenn 
»je eiueu Doppeipauct oder eine S|»itze erster Orduuug tiud wenn sie mehrere Dopp'elimnttc 
and Spitzen erhalt» 05—67. Sechs allgemeine Relationen zwischen der Ordnung, der Cl.»sr, 
and der Anzahl der Doppelpuucte , Doppeltaagenten, Spitzen wud Weudupgen irgend einer 
aUebraisctien Curve. Diese sechs KeUtioaen fuhren sich auf drei, van einander nnabhautfiae 
znnkk. 69. fle«luctioa der ().-daaog der reciprokeo Polar- Carve, wenn Üoppeltumcte und SiuUeg 
vortunden sind. 69. Der Uiiterschied der .Anzahl der Taoaealeii, «eiche, von einem segebetien 
Puncte aas, an eine ali*ebrai»cbe Carve sich Ir^en lassen and der Anzahl der Panete, in vvelchea 
dieselbe Carve von einer geraden Linie geschnitten wird, ist gleich drin drillen TUeile iles 
Uuterschiedos der Anzahl der Wemlaugen und Spitzen eben dieser Curve. 70. .Merkwürdige 
Gleichang des 4. Grziles swischra der Anzahl der Doppelpuucte, Doppcltaiigcuteo, Sjntzen ancl 
Wendungeu einer algebraisclien Curve. ParticaUrisatiun- 71 -*75. Tabellarische Cebersicht der 
nuigltclien Falle in Bezug auf die Anzahl der Doppelpuncte, Doppeltaageuleu, Spitzen imd W«n~ 
dangen, welche algebraische Carven neben einauder haben köiiiieit. 74. Mazinium der Doppel- 
puncte 75 Fall zweier sich herühreodeTiXweige. 70. Aii»rährlKhe Discusiion des Falle« rinerSpilze 
zweiter Art. Sie reducirt den Grad tier Puhr-Curve am 5 EinJieileu. Redactiou in der An- 
zahl der Dopprltaiigenleu. Sie rerscliliiigl 15 Weiidimgen. 77—81. Spilzeo zweiter Art, de- 
ren Schenkel auter einander einen inniger« ConUct haben. 82. Spitzen zweiter Art neben 
Doppelpancle« and Spitzen eruier Art. 83. .Andre aulergeordnetc Arten von Üoppelpuurteu. 

Fall eines drei- aa l mehrfachen Pancles. Ilediictiou der Polar -Curre, der Au/.sbl der Wen* 
diiugeu, au l der rigeiillichen Doppeltaiigenteu. 85-SS- Oie Theorie der vieirachen Paarte 
auf die Iticorie der Doppelpuucte zaruckgoiäiirt. Anz.i'il der DoppelUngenten, die eia mehr- 
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Puuct unmiUfibar j« anlniinmt. SO- Ql. Fall nieliterer It« u Fuiicte, Ql. üiii 

>oUhcf Ptiact neheu Dopprlj'uoclcn und S|>ita<rn <r<lcr Art. 

§. 5. Cehfr Doppel -Tangenten der Curren, insofern man sich diese dureh einen 
Punet beschrieben, rorstelll. Discussion der allgemeinen Gleichung der ('urren 
der eierten Ordnung, unter der Form : pqrs + «flj = o 22« 

Allarmrine BrrnfrLnn^fO über tUe PeUimnuiuR Uer Dopprl « Tattgfnigo ;.Vote). 93. 

Taugrntfn tirr Curven »i<^rtcr OrJoung. Allgeragiue Form, m »elther die virr geraden Li » 
yien F, (>. K um! S ah Doppel -Tapfifptfa io EviUetty. irHfO. Gct)mctri$che Detitung lUgsff 
Form. Die Ufei Paare von berübfungtpuüctcn auf ifgend drei Doppel « Tapgentm biitieu eio 
aoUhei SgchKck, um welfitea ein K«*Rgl>chniU ili *k‘li Ugeu Der»gibe Ke^^^UcImitt 

^rbt Jurcii Jie bciJcii Bcfuhruns«pHocte a»f eiuer tlgftrn Dopptl- Tangrutr. 94. 

I.jge der Curve. 95. Pie vi«?r Keraügn Linirn lnjiipen den KrgfhcliniU £ 1 ^ bfculura. um! 

>imt üaun Tiefpanctla mcuHfgnJtt Tangputen. f*all mehrcrcf solcher Tan^^gatea. 96 — 97« 

Weim /wgi der vier K^f.ulen Liiüen auf tlfm Kee<^t»fbttiU» »teb tclmeidep, »o cflult Jie Cune 
tincü TK->}>p»-}|moct. Fall »«flfr unJ üreifr Dopttflpuncle. By^iigliche allgejuritie Furoieu 
mit <lfn ComUntgo. 03, Falle, wo in giaem Doppclpupcte fio Xneig otlar 

Ltfitle Zncin« rineu Wfotluogsptmrt liab^u. P9. Falle, wo it>ei tier vier gcntlrn Linieu »u« 
^arom^*^^faUfM, Zwei reelle otler imaE>n-l^ P(>pprlr<Jnt't<» Zwfi »ich beruhfryd» Zweige. tQO. 

F«llg, wg tlf»! ilfr vtef geraden l.inieu zutarorogpfaHeo. Zwei reelle oügf imagiHafc St»iU<n 
«Taler Art 'Ivtei alcli üfftpuiKti« uKuUrcyJe Zweige- 1(il. Falif, 'wo <ler K^ggUcliuiU 
in ciu System von rwei geraüm Lipico aiuartel. Doppelpunctet mit vrelchcn Wrmlungajmncte 
»«»Jinmcpfjllcu. Dreifache Puocle ecnchicdener Art. 102» Falle, wo die beiJm» Uru Ke- 
t;eUclioilt Sl- afftretCDtlrUt Reradcn iJnlfn zuiammenfailea« 103. AnUeret Princip «Irr Di» -» 
«Muaiott. Frühere Fälle. Spitzen gnctler Art. 104—107» Falle, wo auf tieo Doppri-Tangen . 
ten ein lt»fübf«ogapupct oJer beitle uoemllkh weit rutlfn. Alle vcrrcbietleoen Artea 
lirer I*tincte lünneo auf einem lf.vi»crbel - »nemllieb rücken. Allgemeiiia Giel - 

fhuugvu mit iten m>U«w<n«ll;;rn Coottatilen. IQ^— 111, Falle, wo uoter <ico DmipeUTangeu - 
!«•» flue, awei, «Jrei »ncudlkli vrcit aefuckt aiotl. UatcfKCortloele Falle uuJ Ui<? ihnen ent - 
^pfechfntlrn Fi»rmen. 112 \N>on eine unendlich weil cBlfemU c^ratle Linie «Icu KeneUcbnltt 
il; berühren i<»H , lo mn«i «lieaer eine Par^Uel aeln. SiDgulariUiUo . «ita auf einer Parabel 
iinemilich »eit gefucLt »iB«t Die vcr>rlMctlenrn uutefgeurtlneteit Falle, wU Jen Urnen rnt - 
iHirrcbenJrti Fonneti» lt3. — Pie OleiihMng eiaer Cnrve Jer rierteu OrJnnpg |j<tt »tcU. im 
Ailjnnciupn, $19 vcmhiftlmf tMal auf ülc oben aesefühfle Form bfinReo. (CoreMnalofiK‘h« 
Ffuftefungen : Xote> 114. Bewetr. Ja>» <I»> 2S Üopi.cl ^TanaenUo alle reell *ein Ivmiep. IlV. 
Allgerneiti. 1 t« Ftirin in Uezielinng auf «lai luiagioare. 116. 2u je «Irei reellen Do|»pel-Tan. 
geuCen grhürl eine vierte reelle, tu »*el imnginiircn uml rinef reellen eine aweite reelle, 

/« drei im.iginären eine vicric rinagiulire, zu zwei reellen und einer imaginären ein« ineite 
imaginäre. 117—120. 2u»aiiirarn)lelliiiig aller nmgtieJien Formen. 12t* Wenn eine der 2S 
lloppcl - Tangetiteii imaginär ulrtl, «o urrileii nuthwemllg zugleicb zwölf derselUrii imaginär. 

!iu Falle eine* Onpiielpuactes fallen zwölf DoppeUTangenleti paarweise zusammen, imleiu »ie 
aiilliMren, eigentlicbe Doppel • Tangeulen z« sein. Scbem.1 «ler 140 Coiobiuatiouen diese* 
falle«. VVenn eine der ubrigldeibentleu Doppel - Taogeuteu imaginär 1*1, so sind wenigstens 
.irbt imaginär. 122- Wenn die Ctin e zwei Doppelpuucle bat. so bat sie nur noch acht eigenl- 
licbc Doppel -Tangenten ; wenn eine lon diesen tmagiuar ist, so sind e* deren wenigsten» 
lier. Wie ricle der 2S Doppel-Tangenten k<>nDen überhaupt imaginär sein? 124* Die rier 
UeriihriiiigspuiKte auf i^end zwei Dup[»el>Tangeuleu und «lie vier Durcbsclinitle der dreUeltii 
übrigen Paare von Doppel -Tangeoteo. paarweise zu*auameoge*lelU, liegeu alle acht auf dem 
I mfange eine* Kegelicimiltcs. 124* , 
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• ^ , ^Ueber die allgemeinen Gesetze, 

^ nAchJ (len Lauf der Curvcn einer beliebigen Ordnung bestimmen. 

V, , 


1. Bevor wir in den eigentlichen Gegenstand dieser nenen Untersuchungen aus dem 
Gebiete der analytischen Geometrie .eiugehen , scheint es mir wesentlich , gleich von Vorne 
herein zwei Puncte scharf ins Auge zu fassen: den Algorithmus und das allgemeine 
Priiicip unserer Eiitwiclilungsweisen. Auf dieses werden wir bald zurachkommen (6.-11.). 
Was jenen Algorithmus betrifft , so besteht derselbe durchaus nicht in einer neuen und frem- 
den Bezeichnung , sondern einzig and allein darin , dass w ir gewöhnliche algebraische Sym- 
bole unter einem eigentbftmlichen Gesichtspuncte auffassen und behandeln. Der Keim dieser 
Auffassungsweise liegt schon in jlen beiden Binden der analytisch geometrischen Entwick- 
lungen, sie selbst ist in dem Systeme der analytischen Geometrie entwickelt und in .An- 
wendung gebracht wurden und hat sich, auch noch nach Erscheinen desselben, immer reiner 
und characteristischer ansgebildet. Die nitrhstfolgenden Nummern, die einer kurzen Darlegung 
des fraglichen Algorithmus bestimmt sind, werden sich um so tlbersichtlicher daistellen, weil 
wir hier ausschliesslich ihre Beziehung zu der allgemeinen Theorie der algebraischen Curven 
im Auge haben, wllhrend in der zuletzt genannten Schrift ausserdem auch noch andere Ge- 
sichtspuncte festgelialten werden mussten. Zugleich wird auf diese Weise die vorliegende 
Arbeit zu einem selbstsUndigeu Ganzen abgeschlossen. 

S. Wir werden überall gerade Linien nach einem einzigen Buchstaben des grossen latei- 
nischen Alphabets, zum Beispiel nach P, Q, R, S . . benennen, und dann die Abstande 
irgend eines zu bestimmenden Pnnctes von diesen geraden Linien , oder allgemeiner , diese 
Abstande, nachdem sie zuvor mit willkUhrlicheu Cnefiicieutrn multiplicirt worden sind, durch 
dir entsprechenden Buchstaben des kleinen Alphabets, also durch p, q, r, s . . bezeichnen. *) 
In dem Verlaufe derselben Entwicklung bleiben die eben erwähnten CoelBdenten unverän- 
dert dieselben, sie sind constant. In den allgemeinsten Eutwicklungen brauchen wir auf 
ihre Werthe durchaus keine Rücksicht zu nehmen ; in brsoiidem Pallen werden wir dieselben 
von Vorne herein villkübrlich annebmen und dann dadurch erst den Ausdrücken p, q, r, s . 


*} Ds wir im Verl^ur unserer Unter^urlmngen oft .iiifh g-inre Zahlen in hezeirhneti haben, wollen wir 
rlieie zwar auch ilurrh Btichitaben «iet kleinen lalrinitrheu AIpbabeta anadrücken, aber, der L'nter- 
rcheidiing wegen, hierzu der Cnriiv - Srhrift n, m . . uns bedienen. Conitante Coetheienten werdra 
wir, wie bi, her, überall durch die Buchstaben der kleinen griechischen Alphabell bczeiehnen. 
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‘2 Eialcilendc Betrachtungen. 

naebdem die bezilglirhen geraden Linien gegeben sind , eine vollkommen bestimmte geome- 
trische Bedeutung beilegen. Diese AusdrUcke andern im Allgemeinen, bei einer OrU-Veran- 
derung desjenigen Puurles, auf welehen sie bezogen werden, ihre Wertlie: sie sind verän- 
derliche Grossen, die von der Lage dieses Punctes abhangen. Ihre Werthe 
verschwinden und verschwinden nur daun , wenn der fragliche PunrI auf den bezügliclien 
geraden Linien liegt, das heisst mit andern Worten: es sind die Gleichungen: 
p = o, <|“«, r = o, 8s>n,.. 

dir Gleichungen der geraden Linien P, Q, R, S . . . Die Lage eines Pnnctes ist dnreh dir 
Werihr irgend zweier der obigen veränderlichen Grossen , w rnn die beiden bezüglichen ge- 
raden Linien gegeben sind , auf lineare Weise bestimmt, denn es w ird dadurch der fragliche 
Punct, als der Durchschnitt zweier gerader Linien, dir den beiden grgrbrnrn bezüglich pa- 
rallel sind, bezeichnet. Die allgemeine Gleichung des ersten Grades zwischen sulchen zwei 
veränderlichen Grossen ist die Gleichung einer geraden Linie und da jede beliebige gerade 
Linie auch durch ein einziges Symbol bezeichnet werden kann , so folgt dass jede der ver- 
änderlichen Grossen p, q, r, s . . eine lineare F)ioctiun irgend zweier andern ist, dir wir 
unter denselben willktthrlich auswahirn können. In die Reihe dieser Grossen gehören auch 
gewöhnliche, auf irgend zwei Coordinaten • Axen bezogene. Parallel -Conrdinaten, y und x. 
(Hierbei ist jedoch nicht zu übersehen, dass die gerade Linie Y, welche, unserer Bezcich- 
nuiig gemiUs, zu dem Abstande y gehört, nach der gebräuchlichen Benrnuung, die Axe der 
X , und die gerade Linie X, welche zu x gehört, die Axe der y ist.) Wir werden überhaupt 
jene veränderlichen Grossen, io so fern wir nicht an ihre geometrische Bedeutung, sondeni nur 
au ihre gegenseitige analytische Bestimmung denken, lineare Functionen neonen; sie 
sind insbe.sondere lineare Functionen gewöhnlicher Parallel -Coordinaten. 

3. In unsern Betrachtungsweisen ergibt sich die Theorie der entgegengrsefzten Zeichen 
unmittelbar; wir wollen sie hier an die Schluss-Bemerkung der vorigen Nununer, da.ss p, q, 
r, s . . lineare Functionen gewöhnlicher Parallel - Coordinaten sind , ankiiüpfen. Zu diesem 
Ende können wir die Coordiuaten-Axen immer so annehmen, dass für alle zu betrachtenden 
Puncte die beiden Coordinaten y und x positiv sind: eine Voraussetzung, die immer statthafi 
bleibt, selbst dann, wenn wir Curven mit unendlichen Zweigen und asymptotische Annähe- 
rungen betrachten , weil bei allen solchen Betrachtungen der Begriff des Unendlichen bloss 
der Begriff einer Gränze ist , der wir uns im endlichen Raume immer mehr annähern können 
und es die Art dieser Annäherung ist , die wir eigentlich betrachten. In dieser Voraussetzung 
sei p = (y + «I + ^) , 

wonach wir für die Gleichung der entsprechenden geraden Linie P jede der folgenden beiden 
nehmen kOnneii : p =s o , y + ax + ß = o. 

Für solche Puncte, die in gleicher Entfernung auf den beiden Seiten der Linie P liegen, ist, 
der Definition gemäss, der absolute M'erth von p derselbe. Ob, für einen gegebenen Punct, 
p positiv oder negativ ist , hängt gleichzeitig vom Zeichen von /u und vom Zeichen des Aus- 
drucks (y + OX+ ß) ab. Es ändert also p , weil ft coustant ist , sein Zeichen nur dann, 
wenn der gegebene Punct von einer Seite der Liuie P auf die andere hinüberriiekt. Wir 
koiuien , für einen willkuhrlicb angenommenen Punct , den Werth von p gleich von Vorne 
herein positiv setzen , alsdann ist das Zeichen von p für a 1 1 e Puncte gegeben : für solche 
Puncte, welche mit dem angenommenen auf derselben Seite der Linie P liegen. Ist der Werth 
von p positiv, für Puncte auf der entgegengesetzten Seite negativ. Dir gemachte Voraus- 
setzung kommt aber darauf hinaus nachträglich das ZeJehen von ft , oder die Ricblung der 
Linie X (Coordinaten-Axe der y) gehflrig zu bestimmen. W'as nemlich dm Ausdruck (y+ax + ,3) 
augeht, so ist der W'erth desselbm von der Lage und Richtung der Linie Y (Coordiuatm- 
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Axe drr x) ganx loubbUngig, wahrend er, Wenn die Linie X ihre Richtung ändert im All- 
gemeinen sich ehcnfalla ändert und wenn diene Richtungs-Aenderung Insbeaondeie xwei Rechte ^ 
betragt, (war unverändert bleibt aber sein Zeichen vertauscht. Erst nachdem wir von Vuriie 
herein xnm Behuf der Bestinunnng unacrer linearen Functionen die positive Erstreckung drr 
lefalgenannten Axe ein für alle Mal feslgesetst haben, hangt das Zeichen jeder einzelnen 
linearen Function p , wenn sie auf einen gegebenen Punct bezogen wird , einzig und allein 
noch vom Zeichen des Cuefheienten n ab. Aber auch ohne uns irgend darum zu kümmern, 
wodurch das Zeichen von p eigentlich bedingt wird, können wir, ohne Weiteres, eine po- 
sitive und eine negative Seite drr Linie P annebmeu. 

Auf gleiche Weise kOuneu wir eine positive und eine negative Seite für jede der andern 
Lmirn Q, R, S . . von Vorne herein beliebig annehmen und die Zeichen - Bestimmung ist 
vollständig, wenn wir für einen beliebig angenommenen Punct die Zeichen der W'erthe aller 
liaearm Functionen p, q, r, s . . willkuhrlich und unabhängig von einander feststellen. 

Hierbei verdient bemerkt zu werden, dass wenn diese Zeichen - Bestimmung einmal ge- 
macht Ut nur gewisse Combiuationen der Zeichen der verschiedenen linearen Functionen für 
denselben Punct Statt linden können and die Übrigen Combiiialionen aungeschlossrii sind, sobald 
die Anzahl der linearen Functionen Zwei übersteigt. Denn, wenn wir diese Anzahl überhaupt 
n nennen, so ist die Anzahl aller Zeichen-Combinationen n’; die Anzahl deijrnigeu aber, dir 
möglicherweise Statt finden können, Ut nur der Anzahl drijenigrii Flüchen - Raume gleich, 
in welche die Ebene von den n geraden Linien P, Q, R, S . . grihrilt wird und betrügt 

'hiernach nur + 1^. Wenn wir zum Bmspirl bei vier linearen Functiouen ste- 

hen bleiben, so bilden die denselben entsprechenden vier geraden Linien im Ganzen elf Flü- 
chen - Raume und fünf Zeichen - Combinatiouen sind nicht möglich. Unter jenen elf Flücbrn- 
Rüuraen 'befindet sich ein geschlossenes Viereck ohne etnspriiigrnden Winkel und wenn wir 
etwa den vier linearen Functionen für die Puncte innerhalb dieses Vierecks allen das positive 
Zeichen beilegen, so befindet sich unter den unmöglichen Combiuationen namentlich auch die- 
jenige , in welchen alle vier Functionen - Werthe negativ sind, 

4. Jede nnserer linearen Functionen hangt von drei Conslanten ab. Diese treten in 
Evidenz, wenn wir irgend zwei lineare Functionen q und p von Vorne herein willkuhrlich 
bestimmen , nnd dann alle übrigen durch diese beiden ausdrücken. So hangt indem wir 

8 s /<q + /p + X •) 


*) Wir wrQilrn hier wieJrruro das Zaiclirn = 3X1« um idrnlischa Glaicliimgeii roa gewöhnlichro za 
untrrscheidro : riae Ualrr«ckcidunß,^die gerade für unaere ßetrachtuagfiwrlseo vua Wicliligkeit i»l. 
Gewuliulicbe Gleichungea Urüclkeu Grüsaen -KeBiehuagen« ideoUsclie Glricbuxagea blo«s eaaJyliscite 
Koria-Ueiiehuageo aas. So bedeutet die Gleichuag des Tehlcs txpiicite , da»f wir § aU eiaeFtia« 
clioo von p uuti q einführeo oder auch implicite, wir t, lo wie p und q« aU Kuoctionea 
irgemi zweier veränderlichen («roifien helraciiten und da*> altdlaan« wenn wir Alle« durch dieie aut- 
drucken« die Gleirhuoi; auf o s o »ich reducirt und aUo nlchl» mehr au»»agt. Oft macht man den 
l'ebergaog von einer gewöhnlichen zu einer ideaLi«cheo Gleichung ohne sich deinen klar bewtisqt 
zu werden. Klne gewuhnliche Gleichung zwischen drei oder mehreren Functionen, wird« wenn wir 
uni dieie von zwei andren ahiuttgig denken« in Beziehung auf diese eine identische, und umge- 
kehrt wird jede identische« wenn wir die in ihr vorkomnendeii Functionen gruppenweise ztuammeu- 
Dchraen, und »eU»»titandig für »ich constnaireo, eine gewöhnliche. So enthalt die ideati»cbe Glei- 
chung, in der wir un» dei spater einzulübreoden Al^orithmu» bedienen« 

Ä* = Ä, + 
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setzen, die Function t ron den drei Conslanten ft, X und x ab, von den Wertben dieser 
ConsUnlrn zur Beslimniinf der Function s kaim aber erst nach der TollsUadigen Bestim- 
muuz Ton p und q dir Rrdr sein. 

Wir können dir drei Constnnirn , ron weichen eine lineare Function abhangt, so abson- 
drrn. dass zwei drrselbrn auf die Brstimnuiig der brziiglirhrn geraden Linie kämmen, und 
die dritte ein constantrr Cocfillcirnt ist, von welchem unsrrr DrAnition Uberdicss noch eine 
solche Function abhängig macht Dirss kommt daun darauf hinaus , dir letzte Gleichung 
unter der nachstehenden Form za schreiben ; 

s = (q + op + ,»). 

Die Bestimmung der Functionen p und q behalt hierbei ihre ganze Willkährlirhkeit ; wir künnrn 
sie insbesondere so feststeilen , dass sie kfirzeste Abstande von zw'ei willktibrlich angenom- 
menen geraden Linien, P und Q, oder auch Parallrl-Coordinaten bedeuten. In dem letztem 
Falle bedeutet alsdann der Ausdruck (q + np-t-/?) den, nach der Richtung der geraden Linie 
P genommenen , Abstand des beztiglichen Punctes ron der geraden Linie S. Diese Richtung 
bleibt also dieselbe für die Constniction aller linearen Fmictionen, so dass die Werthe der- 
selben , wenn sie auf einen gegebenen Punrt bezogen werden, als diejenigen Segmente sich 
darsteilen, welche auf einer durch den gegehenen Punrt gehenden geraden Linie, zwischen 
diesem Puacte und den , jenen linearen Functionen entsprechenden , geraden Linien liegen. 
Hierbei wird also die Beziehung der verschiedenen linearen Fnnrtiooeii zu einander durch 
zwei derselben auf analytischem W'ege vermittelt. Wir können auch q und p so annehmen, 
dass der Ausdruck (q+op+jJ) den kürzesten Abstand des Punctes, auf welchen er bezo- 
gen wird, von der Linie S ausdrflrkt; dann aber ist diese Annahme ron der jrdrsmaligrii 
Richtung der Linie S nicht unabhängig, und die analytische Beziehung der verschiedenen 
Functionen zu einander wird weniger einfach. Aber in allen diesen FtUlen bestimmen sich, 
nach rorlhuAger Annahme von q und p , dir Function (q + ap -t- ß) und die Linie S gegen- 
seitig auf vollsUndige Weise, ln diesem Sinne werden wir in den sptUern Untersuchungen 
fis, >r . . an die Stelle von s, r . . schreiben, and dann auf die Functionen s, r . . nur 
zw ei Constante rechnen. 

Jede beliebige Function des ersten Grades einer beliebigen Anzahl der linearen Functio- 
nen p, q. r, 8 . . gehört in die Reihe dieser Functionen selbst und bedeutet, wie diese, den 
mit einem conslanten Coefficienten multiplicirlrn Abstand des Punctes, auf welchen die frag, 
liehe Function ron der Form 

op + i?q + }T + Js + +5 

bezogen wird, von einer geraden Linie, deren Gleichung man erblLlt, wenn man diese Fun- 
ction gleich Null setzt. Eine solche Function schliesst überzählige Constante ein; nachdem 
die verschiedenen linearen Functionen willkührlich angenommen worden sind, erhallen, um 
eine gegebene gerade Linie auszudrUcken , dir CorfArirnten o y d . . | keine absolut he- 
stiminlen Werthe; wir können alle, bis auf drei, willkührlich annehmen, und daun sind auch 
diese auf lineare Weise bestimmL Insbesondere können w ir unsere linearen Functionen auch 
als homogene Functionen dreier, die wir w illkührlich von Vorne herein annehmen, betrachten. 


bloM eine snalytt«che Form-lleitiinrauDg ; »obald »ie aber die ilrei Functionen 12 einzeln tur zieh 
betrachten, und vermittelrt dreier segebrnen Ctirven der n. Ordnung aU drei Prodnete Ton n Seg- 
menten eonrtruiren, dnu-Ll die gewöhnliche Gleichung; 

= < + < - 

eine melrirdie Heljtion zwilchen dieien dn Seguientrn aui. 
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Dann wird dir Ceaatrartion jeder beliebigen FnncÜon durch die drei willkdhrlich angenom. 
neorn vrrraiuelt , und bängt von drei rollkonmien bnlimntea Coustaatrn ab. 

Wir wollen Prvducte linrarer Functionen , drr KUrnr wegen , durch 

Öl, 0„,, . . . 

darslrllrn. indem wir die Anzahl drr Factorrn jede* Productrs durch unten angehängte 
Marken brzetrhnrn , und , wo es nOthig ist , rerschirdroe solche Producte durch Accente 
unterscheiden. 

& Dir allgemeine Function zweier linearen Fundionen von irgend einem n. Grade ist 
zugleich dir allgemeine Function desselben Grades irgend zweier andern linearen Functionen. 
Die Anzahl der Conslantm von denen die«e Fnnctionen abhängen ist bridesmal dieselbe, aber 
ihre Werthe sind verschieden, weil die Fundionm-Bestimmnng durch zwei andere, von Vorne 
herein willkolirlich angenommene , lineare Functionen vermittelt wird. Wir wollen eine sol- 
che Function des n. Grades durch S), bezeichnen , indem eine unten angehängte Marke den 
Grad angibt und verschiedene Fuhdionen desselben Grades durch oben hinzugefUgte Accente 
oder Marken in folgender Art unterscheiden; 

I2‘ n ‘ sy, ß\ 

Es hat jede solche Function fli , was für unsere Betrachtungsweisen ein wesentlicher Ge- 
sichtspunct ist, eine selbstständige Existenz fUr sich, weiche von drr Wahl drr 
beiden linearen Functionen ganz und gar unabhängig ist. Uir entspricht eine Curve der 
n. Ordnung, deren Gleichung die folgende Ist; 


niid wir wollen, um uns kurz auszudrdeken, als Curve S2p diejenige bezeichnen, welche durch 
diese Gleichung dargestellt wird. Ist diese Curve gegeben, so erhält die Function Si , , wenn 
sie auf einen gegebenen Punct bezogen wird, einen mit einem unbestimmten, für alle gege- 
benen Puncte sich gleich bleibenden (constanteu) , Coeflicienten multiplicirten , vollkommen 
bestimmten Werth, welcher sich geometrisch als eia Product voii » Segmenten, die auf einer, 
nach willktthrlich angenommener constantrr Richtung durch den gegebenen Punct gebenden, 
geraden Linie zwischen diesem Puncte und den n Durchsehnittspuncten mit der Cun’e liegen, 
darstellrn lässt. *) Die constante Richtung dieser geraden Linie und der constante Coeffi- 
cirnt stehen in gegenseitiger Abhängigkeit, so dass man jene beliebig ändern kann, wenn 
man diesen nachher gehörig bestimmt Wenn wir daher, wie überall in den folgenden Ent- 
wicklungen, die allgemeine Function des n. Grades mit Hinzufflgung eines uubrslimmlen 
CoelBcienten durch /iS2, statt durch ß, , darstellen, so hängen die Function ß„ und die Curve 
ßn von denselben Constanteu ab. Hierbei ist nur vorau.szusetzen, dass wir eine constante 
Richtung von Vorne herein annehmen ; eine Annahme die vorher Statt gefunden haben muss, 
ehe wir /t einen besUmmjen Zahlen. Werth beilegen ktinnen. Die Anzahl der in Rede ste- 


henden Constanteu beträgt 


n (n + S) 


Sie treten uns , so lange wir die Function ß^ von 


zwei von Vorne berriu und ohne Beziehung zu der entsprechenden Curve angenomme- 
nen linearen Functionen abhängen lassen , in der gleichen Anzahl der Cocfriciriilen der Olei- 
cbuug der Curve entgegen. Bei dieser Art die Curve anablisch zu bestimmen, bringen w ir 
nothwendiger Weise dadurch, dass wir Alles von zwei wilikflhrlicben linearen Functionen 
abhängen lassen, auch WillkUhrliches in die Coefficienten ihrer Gleichung und nur durch 


•} Von sotcltcn nclroditiingcn hin ich in dem Sj'jfem t/er ona/jtitchen Oeomtirie aii>geg;ingen. 
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mehr oder minder zngammengeiietnte Bedingung« - Gleichungen zw ischen diesen Coenkienlen 
(Gleichungen, in denen das Wiiikahrliche sich gegenseitig aorheben muss, damit sie auf die 
eigeutiiche Natur der Curre sieh beziehen kitunen) wird es mttglich untergeordnete Cnrven- 
Arten zu unterscheiden. Wir aber werden durch vermillelnde Functionen, weiche vom 
ersten oder auch von hubern Graden sind, ausdriicken. Diese vermittelnden Functionen hän- 
gen einerseits zwar auch von den beiden wiilkübrlichen Functionen ab, andrerseits aber 
haben sie nach den vorstehenden Ertirlerungen , eine selbstständige geometrische Existenz. 

Die ihnen entsprechenden Curven stehen aile in ausgezeichneter Beziehung zur Curve und 
durch sie wird diese Curve geometrisch bestimmt. 

6. Die vorstehenden Andeutungen haben ihre .Anwendung und Erläuterung schon in 
den beiden ietzten Abschnitten des Systems gefunden; auf noch mehr characteri- 
stisebe Weise, wird dies« fast auf jedem Blatte dieses neuen Werkes gesehehen. Des. 
halb vermeide ich hier jede weitere Ausführung, und hebe nur einen Punct, welcher der 
Nerv aller unserer Entwicklungen ist, noch besonders hervor: die Bedeutung der .An- 
zahl der Constanten in unsern G i eichii iigeii. .Auf das Zäliien dieser Constanlen 
reducirt sich Alles, und dieses um so mehr, je mehr unsere Untersuchungen aiigemeiner und 
als Foige hiervon , zugleich rinfarher sich gestalten. 

Eine Gleichung, unter welcher Form sie auch erscheinen mag, und welche vermittelnde 
Functionen in ihr in Evidenz treten mügen, muss, wenn sie die aiigemeiiie des n. Grades 

sein soll, die not h wendige Anzahl von Coustanlen haben, nemlich ^ nnd sie ist 

dann jedesmal die allgemeine, wenn sie diese Anzahl unabhängiger Constanten einschliesst. 

So ist zum Beispiel = pqr+jus = o 

die allgemeine Gleichung der Curven dritter Ordnung und enthält neun Constante, dir wir 
unmittelbar zählen küuucn. Denn äuf jede der vier vermittelnden linearen Functionen p, q. r . 
und s kommen zwei Constante und fi ist die neunte. . Diese neun Constanten sind von 
einander ganz unabhäugig; wir kunnen keine der vier linearen Functionen ändern, ohne da- 
durch zugleich die Form der Gleichung zu andern. Damm stehen die geraden Linien P, Q, R 
und S in einer vollkommen bcstiinmlen geometrischen Beziehnng zur Curve. Dir drei ersten 
jener vier linrareii Functionen kommen auf symmetrische Weise in der obigen Gleichung vor; 
die entsprechenden drei geraden Linien stehen daher in gleicher Beziehnng zur Curve, Es 
sind ihre drei Asymptoten, und da die Curve nur drei Asymptoten hat, können wir der all- 
gemeiurn Gieichuug der Curven dritter Ordnung (der allgemeinen Gleichung dritten Grade« 
zwischen zwei unbekaiinlrn Grössen) nur auf einmalige Weise die obige Form geben. 

In andern Fällen ist es eine reiu combinatorische Aufgabe, welche bestimmt, auf wievielfache 
Art eine Curve durch eine Glrichung von gegebener Form sich ausdriicken lässt. (A'ergl. 
System, Dritter Abschnitt, $. 7. und $. 8.). 

Es kann eine Gleichung Überzählige Constanten enthalten; dann sind die vermittelnden 
Functionen durch ihre Beziehung zur gegebenen, durch diese Gleichung dargestellten, Curve 
erst dann vollkommen bestimmt, wenn wir eine gewisse Anzahl von Constanten unabhängig 
von der Curve willkilhrlich annehmen. Es gibt also unendlich viele andere Functionen und 
ihnen eutsprerhende Curven, welche wir an dir Stelle der ursprünglichen setzen können, 
und die in gleicher geoinelriscber Beziehung zu der gegebenen Curve stehen. Die unvoll- 
ständig bestiinmtrn Conslaiiten, welche in den verschiedenen vermittelnden Functionen der Glei- 
chung der gegebenen Curve Vorkommen, sind von einander abhängig; die bezüglichen Curven 
stehen also ebeufalls in einer gegenseitigen Abhängigkeit. Es enthält zum Beispiel die folgende 
Gleichung des dritten Grades pf2. 4- jus o 
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Behn und folglicii eine fiberxahlige ConsUnte. Von dienen sehn Couslanten kommen 
fünf auf die Fuiicliou Si, , zwei auf jede der beiden linearen Funetiouen p und s, und /i 
ist die zcbiiLc. Die Functionen und 8 sind nicht vollständig bestiuimt, aber sie stehen 
in gegenseitiger Abhängigkeit. Vt'ir kUiinen fi. um eine « illkUhriirhe C'onstante x wachsen las- 
sen, dann bleibt sowohl dir vorstehende Gleichung, als auch ihre Form unverändert, wenn 
wir /IS mit f/is — xp) vertauschen. Es gibt also unendlich viele Curven der zweiten Ord- 
iiiiiig, welche zu der durch die gegebene Gleichung dargcstellten Cun-e in gleicher Beziehung 
stehen, als dir Ciirve £},. Alle dies« Curven haben mit der gegebenen in unendlicher Ent- 
fernung auf zwei der drei Asymptoten derselben einen doppelten Contact. Erst wenn wir 
eine einzelne derselben willkilhrlieh auswählen, und durch ü. darstelleii, wird die Linie S 
vollkommen bestimmt. Umgekehrt wird, wenn wir die Linie S, welche überhaupt jede be- 
liebige gerade Linie sein kann , w elche durch den Durchschnitt der gegebenen Cun’r mit 
ihrer Asymptote P geht, unter dieser Beschräiikung willktlhrlich annehmen, dadurch die Curve 
li, vollkommen bestimmt. 

Wir klinnen mit leichter Mühe , io jedem vorliegenden Falle, aus einer gegebenen Glei- 
ebung die überzähligen Coastanten durch Aenderuog der Form derselben fortschaffen. (Die 
Form der letzten Gleichung zum Beispiel können wir unmittelbar auf die Form der vor- 
hrrgeheuden zurflekführen.) Erst dann erkennen wir die eigentliche Natur der Curve, in so 
fern sie sich characteristiscli in der neuen Form ausspricht, und wenn diese die nothwendige 
Anzahl von Constanten nicht mehr behalten haben sollte, und also nur eine particuläre 
Curven - Gattung der allgemeinen Ordnung anzeigt , so ergibt sich unmittelbar, worin das 
M' esen dieser Particularisation besteht. — 

7. Die Bedeutung der Anzahl der Constataten in den Gleichungen der Curven, als einer 
rein abstracten Zahl, tritt uns ganz besonders in den folgenden Sätzen, mit welchen ich 
diese einleitenden Betrachtungen heschliessc, entgegen. Diese Sätze sind gleichsam die Axt 
um welche , was freilich nicht immer unmittelbar zu Tage liegt, alle unsere Uulersucbungen 
sich drehen. 

Es sei = 0 

die allgemeine Gleichung der Curven der «. Ordnung, welche, wenn wir ß, als Function 
zweier von Vorne herein willktlhrlich bestimmten linearen Functionen betrachten , und als 

sulche vermitteLst — ^ unbestimmter Coefficienten ausdrücken, als von eben diesen Con- 

stanten abhängig anzuseben ist. Eine einzelne Curve dieser Ordnung ist hiernach auf einzige 
Weise gegeben, wenn wir die Werthe dieser — Constanten, oder statt dessen eine 

gleiche Anzahl linearer Bedingzngs-Gleiehung^n zwischen allen diesen Constanten oder eini- 
gen derselben , oder endlich , weil jedem gegebenen Puncte der Curve eine lineare Bedin- 
gungs-Gleichung zwischen allen ihren Constanten entspricht, eine gleiche Anzahl unabhängig 
von einander auf der Curve angeuommener Puncte kennen. 

Durch gegebene Puncte lassen sich unendlich viele Curven der ». 

Ordnung legen ; irgend zwei dieser Curven , wollen wir durch die folgenden beiden Glei- 
chungen: ßl = o. ‘ (0 

darstcllen. * Dann ist , indem wir durch /i eüien unbestimmten Coefficienten bezeichnen , 

fl, -t- /ifl; = 0 (2) 

die aUgeaieinc Gieichnng aller Curven der ti. Ordnung, welche durch die gegebenen Puncte 
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grhen. Dnin difcc GIrichaog wird fQr )edni dieser PaiKte, uuibhlUij(iK von n, b«frirdi|(t, 
weil für jeden diener zugleich auf den beiden Cun-eu (1) liegenden Punete, und zu- 
gleich verschu inden. Der M'erth von n (und jedem andern Werthe von ft enUpricht eine 
andere Curve) iat durch etuen neu hinzukommenden Pnnct der Curve (2) vollkommen und 
auf lineare M'eise beülimml. Nur in dem be«oudrro Palle, dasa dieaer neue Punct der Curve 
(2) zugleich auf einer und aUo auch auf der andern der beiden Curven (1) liegt, verachwin- 
den auch für diesen Punct die beiden bVertbe von und zu gleicher Zeit, und daun 

alellt aich ft unter der uubealimmten und unbestimmbaren Perm dar, .Ciao bleibt in die- 


sem Palle auch die Bestimmung der bezüglichen Curve unvollständig. Dieselbe l'nvollstitn- 
digkeit in der Bestimmung der Curve (2) besteht auf gleiche Weise dann immer noch furt, 

wenn t zu den ( — ^ IJ gegebenen Puncteu, durch welche diese Curve gehen .soll. 


eine beliebige Anzahl solcher Punete , welche 

nicht übersteigt, noch hinzukommt, vorausgesetzt, da.ss alle gegebenen Punete, deren .Cnzabl 
hiernach bis n- ansleigeu kann, ausser auf der zu beslimmeiidm Curve (2) auch noch auf 
einer der beiden Curven (I) oder mit andern Worten auf einer zweiten beliebigen Curve 
derselben Ordnung, und liiernarb also zugleich auf unendlich vielen solchen Curven liegen.*) 
Die Curve (2) ist also ganz auf gleiche Weise vollsUiidig bestimmt, wenn n- ibriT Piincle, 
welche zugleich auf irgend einer zweiten Curve derselben Ordnung liegen, oder wenn von 

diesen Puncteu bloss irgend — 1^ gegeben sind, und in beiden Pallen dann 

noch ein letzter gegebener Punct zur Bestimmung des Werthes von ft binzukommt. Hierin 
liegt der Beueis des folgenden Salzes. 

Alle Curven einer beliebigen n. Ordnung, welche durch 

willkubriich angenommene Punete geben, schneiden sich ausserdem 

auch noch in denselben "*■ Puncten, deren Lage allein durch 

die willkuhrlich angenommenen Pnncte bestimmt ist. 


Wir koQQea armli< h» unsrrer ßczficlmungtweU« gem^u, tmleni vir ilurch il'"* ^iae g«nz wUlLrilir^ 
lieh ungcDoniiupup Fiiaciioii dei n. Grailes bezeicbneo, fcbrUtweis« mit der Gleichuag (2) die 
uaciistcheodcD Kurm> Aruilertmgpik vorDchinen : 
o = j2; +f.sr = + 

- ßl" + Ui+rt -"-.-ß. "]. 

msC + M»:"; 

wonach di«* Ciir%en io gatu (Iriwflbca briiehiing zu der, durch die Gleichung (2) 

djigesiclUca Gurae stehen, dU die brideo Cunrpo £l' uadi2" und wir erhatlrn glciclixuassig : 

iil -a;" 
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Ks irt »irrnbar, dass dies« Brstimmuni' ron der Constniction einer einnigen Gleirbung 
des ^ + 1^. Grades abbttng^. 

Acht Puncte einer Cnrve dritter Ordnung beslianen nach dem vorstehenden SaUe einen 
neunten Pnnct derselben Curve und hiernach unendlich viele andere Ciirveu dritter Ordnung, 
welche in denselben neun Puncten sich schneiden. Wenn also neun von Vorne herein wiU- 
kührlieh angenomntene Puncte einer Curve dritter Ordnung gegeben sind , so sind dadurch 
unendlich viele neue Puncte derselben Cnrve durch lineare Constructionen gegeben; 
denn je a c h t der neun gegebenen und der durrii diese allssahlig gefundenen Puncte der 
Curve geben einen neueu Pnnct derselbea. 

Dreisehn Puncte einer Curve vierter Ordnung bedingen drei neue Puncte derselben 
Cnrve, Durch viersehu willkflhrlich angenoBmene Puncte einer solchen Cnrve, sind un-' 
endlich viele Puncte derselben , unter der Voraussetsnng der AudOsuog von Gleichungen des 
dritten Grades, gegeben. Und so weiter. 

B. Wir kennen die Curren einer beliebigen n. Ordnung dadurch partioilarisiren, dass 
wir sie (wobei m eine beliebige ganze Zahl «wischen Null und 

bedeutet) linearen Bestünmungen. das heisst solchen Bestimmungen unterwerfen, welche, wenn 
wir die Curven durch eine Gleichung zwischen zwri willkfihrlichen linearen Functionen, aus- 
drücken , zu Bedingungs - Gleichungen des ersten Grades zwischen den CoeiScienten dieser 
Gleichung fOhren. Alsdann hingen die so partiealarisirten Curven nur noch von m linearen 
Constanten ab und sind durch eine gleiche Anzahl von Puncten vollkoaunen bestimmt. So 
hangen zum Beispiel Curven zweiter Ordnung, die dadurch particularisirt sind, dass sie gleich- 
seitige Hyperbeln sein sollei^ statt von fünf nur von vier linearen Constanten ab. Mit Be- 
zugnahme auf die Anfangs . Bemerkungen der vorigen Nummer erhalten wir hiernach, neben 
dem letzten Satze , sogleich den folgenden. 

Alle Curven einer beliebigen n. Ordnung, die so particularisirt sind, 
dass sie durch m willkührlich angenommene Puncte auf lineare Weise 
bestimmt sind, geben, wenn (m — 1) dieser Puncte gegeben sind, ausser, 
dem auch noch durch andere (n- — (m — 1)) feste Puncte, deren Lage ein- 
zig von der Lage der gegebenen Puncte abhangt 

Wenn wir m = * selzen, so kommen wir auf den Satz der vorigen Nummer 

zuräd;. Ausserdem kttnoen wir fBr m jede kleinere ganze Zahl nehmen, die Zahl Eins nicht 
ausgeschlossen. Dadurch erhalten wir eine grosse Menge neuer geometrischer Anwendungen. 

9. Es gibt noch eine zweite Art, den Satz der 7. Nummer zu veraUgemeioem und 
dadurch seine Anwendbarkeit zu vermehren. Nach diesem Satze nehmen wir nemlich 

Puncte willkohrlieh an und durch diese Puncte sind alsdann ^ ) 

neue Puncte bestimmt Die Anzahl aller Puncte betragt hiernach u- und durch diese n' 
Puncte gehen unendlich viele Curven der n. Ordnung, die wir durch die allgemeine Gleichung 

.Q. = o 

darstellen wollen. Wir wollen ferner von den willkChriich angenommenen Puncten 

beliebig absondem. Durch diese abgesondertm Puncte ist alsdann irgend eine Curve der p. 
Ordnung^ deren Gleichung die folgende sei: 

= 0 , 

o 
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anf lineare Weiae bcatinint. Wir oebneu hierbei p kleiner als a und wollen de* entspre* 
cheiid a = p + y 

setzen, wonach die Anaahl der noch ttbrigen willkalirlich angenommenen Puncle: 

^ ^ x) 

betragt. Wenn wir endlich nun noch die Voraussetznug machen, dass alle diese noch Übri- 
gen Puncte auf ein und derselben Cunre der f. Ordnung liegen, deren Glacbung 

£i^ K 0 

sei, so ist klar, dass insbesondere anch das System der beiden Curven S2p und £!,, deren 
Glrichuugeu wir in die folgende zusammenzieheu können; 

S2f Sij -•* o, 

in die Reihe der CuiTeii ä, gehört und dass also die, durch die willkUbrlich aageuummenen 

Puncle nach iinserin Satze bestimmten neuen + 1^ Puncte auf die beiden Cuiven 

ilp und il, sich vertheilen. Dir ganze Anzahl der Durchschnittspuacte aller einzelen Curven 
Siv mit der letztgenannten dieser beiden Curven betrögt af ; also werden durch die obigen 

+ 1^) Puncte, welche, nach unserer Voraussetzung, in dieser Anzahl ein- 

begri/Ten sind , neue Puncte bestimmt. Und somit ist der nachstehende 

Satz bewiesen. 

Alle Curven der n. Ordnung, welche durch (ng — ^ ■*" 

Umfange einer gegebenen Curve der g. Ordnung willkfihrlieb angenom- 
menen Puncte gehen, schneiden dieseihe Cnrve ausserdem auch noch in 

neuen — — 4- 1^ festen Puncten. 

Dir Lage dieser neuen Puncte wird einzig und allein durch die Lage der willklihrlicb 

angenummenm, vermittelst der Auflösung einer Gleichung des “ ■*" Grades, 

bestimmt. 

11). Die Beziehung, in welcher der Satz der vorigen Nummer zu dem Satze der 7. 
Nummer steht, ergibt sich bei einer neuen Verallgemeinerung noch deutlicher. Wir können 
nemlich , nachdem wir einmal die Voransaetznng gemacht haben , dass in die Reihe der 
Curven ßn ein System zweier Curven ilp und ß, gekört , die willklihrlich anznnehmeuden 
Puncte, innerhalb gewisser Ortnzen, beliebig auf diese beiden Curven vertheilen; ln der 
Alt dass, wenn g und k ztTei durch die Red ingungs - Gleichung 

g + h = + 1 (1) 

von einander abhängigen Zahlen bedeuten , anf die eine Curve (np — g) und auf die andere 
(ng — h) jener willktthrlieh angenommenen Puncte kommen. Damit diese beidca Curven durch 
die angrnonimriien Puncte vollkommen bestimmt seien, ist erforderlich, dass 

9< — ' + P7. 4-pg, (S) 

und wenn wir nach einander fUr A und g die Werthe aus(S) in die Gleichung (1) substituiren. 
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kerSciiticlitifen du« n = p + f, wird dadnrdi sugleieh bedingt, du« 


9 > 


pjpjr 

2 


+ I, 


h > 




+ 1 . 


Hiernach ergehen «ich xwei Grlni - Werthe awüchen welchen g liegen aras«, und hiervon 
gegemeitig abblageod nwei GrtUu -M'erthe für k. Auf diese WeUe sind wir zu dem nach- 
stehenden Salze gelangt. 

Wenn man voranssetzt, dass p nnd f irgend zwei ganze Zahlen be- 
deuten, deren Snuaie n betrage, dass ferner g nnd k, alle willktthrli- 
chen Zahlen sein kUanra,'dle bloss der Bedingung unterworfen sind, 

dass g zwischen den Grlnzea ^ Pf )> 

Granz-Werthe selbst nieb t ausg cnomne n , liege nnd dass -t- b) g I eich 

f — — — -- + 1 1 sei — nnd man hiernach auf einer gegebenen Curve der p. 

Ordnung (np — g) und auf einer gegebenen Curve der f. Ordnung ing~h) 
Puncte wil 1 k bii rl i cb anuiumt, so schneiden alle Curven der n. Ordnung, 
welche zugleich durch alle anf den beiden gegebenen Curven willkiihr- 
iich aiigeuomaieueuPuHcle gehen, die erste dieser beiden Curven. ausser 
in den auf ihr angeiiummeiieu. noch in denselbea g und die zweite Curve, 
ausser in den auf ihr angenomueaen, noch in k neuen festen Pancten. 

Alle Curven der 4. Ordnung zum Beispiel, welche durch 13 Puncte gehen, von welcheu 
7 auf einen ersten and 6 anf einen zweiten gegebenen Kegelschnitte w illkfthrlich angenum- 
meu w erden sind, schneiden den ersten Kegelschnitt hberdiess noch in eiiicm und den zweiten 
in 2 neuen festen Puncteu. Alle Curven derb. Ordnung, welche eine gegebeue Curve der 3. Ord- 
nung bezüglich in 10. 11, 12. 13. 11, 

nud iiberdicsa einen gegebenen Kegelschnitt bezüglich in 

9, 8, 7, 6. 5, 

willkihrlich angenommenen Pnacten schneiden, schneiden ausserdem noch dir gegebene Cnrve 
dritter Ordnung bcziiglirh in 

5. 4, 3, 2. 1. 

und dm gegebenen Kegelschnitt bezüglich in 

1. 2. 3. 4, 5. 

neaen festen Piuicten. 

Wir können auch , indem wir n = p+ g + r+ nehmen . gehörig vertheilt anf ge- 
gebenen Cnrven, deren Ordnungen p, g, r . .' sind, — 1^ Puncte willkührlich 

aiiiiehmru ; dann sind neue Puncte bestimmt, in welrhen alle Curven der n- Ordnung, welche 
diircli die willkührlich angenommenrn Puncte gehr« , dir gegebenen Curven srliueidrn. Dir 
weitere Discussion bietet krinr Schnierigkrile« dar. 

11. Als Corollarium zu dem Satze der i urigen \anmer erhallen wir den tölgrnden. 
Wenn durch die n- Dnrchscb nit t s. Pa ne Ir irgend zweier Curven der 
n. Ordnnng ein System zweier Curven der p. nnd der g. Ordnung gehen 
soll, so ist nothwendig und hinreichend, dass von diesen Dmrrhschnitls- 
puncten («p — j) anf der Cnrvr der p. und (nf — 4) auf der Curve der 
g. Ordnung liegen. 

Hierbei gelten die Zahlbrsiimmiuigrn der vorigen Xnmmrr fort. Wenn wir für g 
iiisbesottderr den klein.strn Werth nehmen . ergibt sich der felgende Satz. 
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Wenn, ron den ■’ DurchschnitlspaBcten irgrod iweier Cnnm a. Ordniing 

(np — ^ Umfange einer Cimre der p. Ordning liegen , ao gdit 

dnrch n (n — p) der übrigen DnrchMbnilUpiuete eine Carre der (n — p). Ordnung.*) 

18. lu der Wichtigkeit der Sause der letalen Nummern für untere BetracblungaM'eiien finde 
ich die Aufforderung über das Hislorisehe derselben einige Andeutungen hinauauRlgen. Der 
Sata der 7. Nummer , welcher , wie seine Verallgemrineniogen, sowohl algebraisch als auch 
geometrisch aufgefasst und ausgedraekt werden kann, trat mir surrst, wahrend der Ausar- 
beitung des ersten Bandes der EntirickhmgeH bei der Discussion über die Ordnung der Os- 
culatiou aweier Curren entgegen und findet sich au erst in einer Note **) erwähnt. In Cramer's 
oft eitirtem Werke ***) fand ich darauf alt Paradox ausführlich erUrtrrt, dass awei Curven 
in mehr Pnncten sich schneiden als nur Bestimmung jeder derselben erforderlich sind , und 
die richtige aber au unbestimmte algebraische Erklärung gegeben, dass die Wuraeln der. 
jrnigrn Gleichung, welche man aus awei gegebenen Gleichungen des n. Grades awischen 
awei unbekannten Grossen durch Elimination einer dieser Grossen erhalt, nicht unabhängig 
von einander sind. In mathematischen Dingen kann nicht lange etwas ein Paradox bleiben, 
eben so weuig als ein Kunstgriff lange als solcher sich bebanpleii kann ; das Paradox ver- 
schn iudet , wenn verdeckte Mittelglieder der Verkettung matbematisclier Saixe hervortreten 
und der Kunstgriff verliert sich in einer neuen durchgreifenden Behandlungsweise. Einer 
ausführlichem Discussion des Salaes der 7. Nummer und der entsprechriidm Saiae für Con- 
slnictionen des Kaumes widmete ich spater awei besondere Abhandlungen -]■) und fügte dann 
noch, augleich mit Berücksichtigung des Princips der Reciprocitat, im aweiten Bande der 
Enlwicklmgen die in der 8. Nummer enthaltenen Erweiterungen des Salaes, wodurch derselbe 
seine Anwendbarkeit bis auf Gleichungen des ersten Grades erstreckt, hinau, -H-) Dir Ver- 
allgemeinerung der 9, Nununer findet sich mehrere Jahre spater surrst in awei von einander 
unabhängigen Abhandlungen des Journals iür Mathematik. (Da diese beiden Abhandlungen 
nicht in demselben Helle des Journals abgedruckt sind , und auch die aweite von keiner Be- 
merkung des Herrn Heracugrbers begleitet ist, so scheint es mir nOthig hinansnfügen, dass beide 

•) Die idenliiche Gleichung; Sl' (I -f-/*) 

drückt aui , dafs die Curre durch die n' DurchichniUe der beiden Gurren und gehl und, 
bei gehöriger Beatimmung ron erliält man hiernach jede beliebige Gurre der ft. Ordnung, welche 

durch dieaelben n' Puncte geht. Wenn Inabeaondere tl„ einen Factor Sl^ hat, ao geht dio, dieaera 
Factor eutaprechende Curre der p. Ordnung durch np dieter Puncte und umgekehrt. Dann aber 
iat fler andere Factor ron rom (n— p). Grade und ea geht die entaprechende Gurre 12^.^ durch 
die übrigen jt(n— p)D«rchaehnitljpuacte. Deo entaprerhenden Sau hat Herr Gergonue ^Ann.T.Xni) 
zuerat trpliciu aufgeatellt: eWenn von den n’ Durcharhuiltapuncteo zweierCurvrn der n. Orduung 
np auf einer Gurre der p, Ordnung liegen, ao geht durch die übrigen ft'n— p) eine Curre der (rt^p]. 
Ordnung,- Um dieaen Satz, oder vielmehr um daa analjtiaehe Princip , daa der obigen Beweiafüh- 
ruug deaaelben lu Grunde liegt, bewegen zieh alle meine frühem Arbeiten. Aber wir aehen, daaa 
dieaer Satz nnro 1 1 a t and ig iat An die neuen Sätze ron potenzirter Allgemeinheit knüpft airh 
ein neiiea Princip der Behaadlungaweiae; daa Zählen der Conatanten und die Betrachtung ihrer ab- 
atracten Anzahl tritt an die Stelle der Yarblndung allgemeiner Curven-Syrobole. 

••) Entw. 1, S. 128. 

•••) lutroduclion ä l'Analyae dea liguea coiirbea algcbrirjnra. Genere liSO. 

Hecherchea aur lea courbea algebriijuea de toua lea degrca. Gerg. Aon. XIX. p. P7 Reclierchea aor 
lea aurfacea algebritpjea, de toua lea degrda, p. 129. 

tf) Kulw. II, S. 242. 
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Abbandlinigrn al« Manuseript sugleich in dra Händen desselben waren). In der ersten dieser 
beiden Abbandlung«! *) ist lediglich nur eine Abbandlong Enler’s aus dem Jahre 1748 
citirt,**) aus welcher herrorgeht, dass Enier'wohl frQher als Cramer auf das fragliche 
Paradox stiess, aber in der Erklärung desselben nicht weiter ging als dieser. Er erwähnt 
desselben aber nicht in seiner in demselben Jahre erschienenen Inlroduclio m Analytin hifimto- 
ntm, and ich weise nicht, dass seitdem ein anderer Mathematiker dasselbe wieder aufgenom- 
men hat. Die zweite der genannten Abhandinngen ***) rührt von mir her und war ursprOng. 
lieh für dm ersten Band des Journal de maAematitpies pures et oppUtpides, in dem unter der 
trefflichen Redaction des Herrn Lionville die Gergonne'schen Annalen wieder ins Leben 
getreten sind, bestimmt; ein berühmter Analyst hatte durch eine mündliche Bemerkung über 
die Schwierigkeit der Uebertmgung der Relationen , welche die Wurzeln einer Gleichung mit 
einer einzigeu unhekannten Grosse betreffen, auf den Fall der zusammengehörigen Wurzeln 
eines Systems zweier oder mehrerer Gleichungm zwischen zwei oder mehrem unbekannten 
Grossen die Abfassung derselben veranlasst; zu dem Neuen, welches sie enthalt hatte mich 
dm Satz der 80. Nummer , der schon seit längerer Zeit ausgearbeiteten , ersten Abtheilung 
des gegmwartigen Bandes hingefflhrt. Aus dem eben BemeAteu geht der Grund hervor, 
weshalb die Abhandlung französisch abgefasst und ins algebraische Gewand eingekleidet wor- 
den »t. Endlich ist noch binzuzafügen , dass in der vorstehenden 10. Nummer der Satz der 
7. Nummer eine neue letzte Verallgemeiuernng crhaltm hat — 


*) r«UliooIbuB, qnae luciim lubere drlipnt ialer puacU inUnectloDts Unarum ciinrarom vet tfium 
buperficiefun algebraicarum J.tli ortliuU «iniul cum enodaUone {uraduEi algrbraici. Aiiciora O. G. 
J. Jacobi. Crellp's Journal XV. 4. Hcfl. 

*') Sur unf conlraiMclinn apparenti* ilani la doctrine des lignes courbes. 

***) Tbi^orcnies gi^nifraii^ concernaiil let dqnatioos d’un degrd qtielcoaque CQü^ QO nombre quelcooque 
d'incoiitiues. CreUe's Journal XVI, 1. Ilefl. 




Digitized by Google 



Erster Abschnitt. 

IVbor die unendlichen Zweige der algebrnischen Curven und 
ihre geradlinigen und krummlinigen Asymploten. 


. §. 1 . 

Kwelce mit «eraillij>i«en Aiymiitoteii. 

13. Eine Curv* der n. Ordaung wird vom einer geraden Linie, im Allgemeinen in n 
Pnnelen genrhniUen. Wenn die Curve . in besonderii Pallen von einer geraden Linie nur in 
(n— 1) Puiieteii geschnilten wird, so gesehieht diess, weil der n. DureiischniUspitnet luiend- 
lieh weit liegt; wird sie nur in («—2) Puncten gesehiiiUeii , so geschieht es weil zwei 
Durehsehnitlspiinrle , wird sie nur in (n— 3) Puneten gesehnillen. so gesehieht es weil drei 
Durrlisehniltspiinrle unendlieh weif liegen, und so weiter. 

^Vollen w ir diese Behauptung nicht bloss auf Odln* - Betracblungen in der Constmetion 
gründen , so künnen wir ihre Richtigkeit auch unmittelbar auf analytischem W ege darlegen, 
indem wir erwägen, dass, wenn wir die Curve und die sehneidende gerade Linie bezüglich 
durch die allgemeinen Gleiehiingen des ji. und des ersten Grades zwiseheii zwei w illkUhrlich 
angenommenen linearen Functionen darstellcn nnd dann zwischen diesen beiden Gleichiiiigen 
eine der beiden linearen Functionen eliminiren : die rrstillireiide Gleichung, welche nue noch 
die andere lineare Fnncliou enthalt , vom ». Grade ist und also n Durchsehnittspuncte gibt. 
Soll der Grad dieser Gleichung, und demnach die .Vnzahl der Durrhschnittspuiicte sich redu- 
eiren , so kann diess bloss dadurch geselielien , dass die Coeffirieiilen der hUrhsten Glieder 
durch eine besondere Coiistanten .Bestimmung verschwinden. Alsdanu aber wird eine ent- 
sprechende Anzahl der n Wurzeln der nrsprUngliclien Gleichung unendlich. So reducirt sich 
zum Beispiel die felgende Gleichung des dritten Gr.ades; 

»z's-i*'‘ + «z + e = o. 

nur dann nnf den zweiten Grad, wenn der Coefficient x verschwindet und demnach ein 
Werth von z unendlich wird; nur daun auf deu ersten, wenn zugleich i verschwindet und 
demnach zwei Werihe von z unendlich werden und endlich reducirt der erste Tlieil dieser 
Glriehnng sieh nur dann auf eine Constante, wenn, dadurch dass auch ii verschwindet, alle 
drei M'urzeln der iirsprtlnglirhrti Gleieliung uiieudlieli werden. 

Weil ferner die Lage einer geraden Linie vim zwei Constanten abhangt, so ktlniien wir 
dieselbe, wenn die Curve der ». Ordnung gegeben ist, im Allgemeinen so bestimmen, dass 
zwei ihrer Diirrhsehoittspuncte mit der Curve unendlich w eit rücken. In diesem Falle erhalt 
die gerade Linie ganz den Cbaracter einer Tangente, auf welcher der Berüliruugspuiiel un- 
endlich weit liegt, und wir legen ihr den Namen Asymptote bei. Drei oder mehr Diirch- 
sebnittspunele mit einer geraden Linie können aber nur bei Curven von besonderer .krt unend- 
lich weit liegen ; alsdann wird die Curve von der geraden Linie in unendlicher Enifernuiig 
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oseulirt. Es ist, wenn «Ir bd drei unendlidi weit entfeniteii Durcbschnittsfiuetett stehen 
bleiben, die As)‘in|itote als eine Tangente in einen unendlich weit geruckten 
Wendungspuncte ansuaeheu. 

14. Es sei hiernach o 

die allgemeine Gleichung der Curven einer beliebigen n. Ordnung und 

p = o 

die Gleiehnng einer beliebigen geraden Linie P. Indem wir alsdann, den Bemerkungen der 
5. Nnramer Uber Functionen - Bestinunung gemlss, S, als eine Function von p und irgend 
einer sweiten linearen Function, die wir u nennen wollen, betrachten, dann alle Glieder 
dieser Function, welche p enthalten, in dem Ausdrucke pi2^_ , xusammenfassen, und endlich alle 
übrigen Glieder, die eine Function des n. Grades in z bilden werden, durch 7 >i>(z) bezeich- 
nen, können wir die nachstehende identische Gleichung bilden 

= plX-i +yii(z). ( 1 ) 

Für die Durchsehnitte der Curve mit der Linie P verschwinden zugleich S)„ und p. wonach 
die vorstehende identische Gleichung, zur Bestimmung dieser Durchschnitte. 

y>n(z)— o 

gibt. Diese Gleichung muss, wenn zwei ihrer n Wurzeln unendlich werden sollen, dadurch, 
dass die Cuelficienten der beiden höchsten Potenzen von z verschwinden, auf den (n — 8 ). 
Grad sich reduciren. Wenn also die beliebige gerade Linie P insbesondere eine Asymptote 
der Curve sein soll, so ist nothwendig, dass, indem i(z) eine Function des (n — 3). 
Grades in s darstellt , die obige identische Gleichung (1) die nadistdieade Form annehme : 

d 2 i = pi 2 i,_, + 9 Im(z). (3) 

Wenn wir durch fia -3 irgend eine beliebige Function des (n— 3). Grades derselben beiden 
linearen Functionen p und z darstellen und der Kürze halber, 

- + Aßi—j = ^—1 , 

P ^B 3 "l" 9*B— *(*} " — *, 

setzen, können wir die Gleiehnng (3) auch unter der folgenden allgemeinen Form schreiben: 

a. = pa_. -I- o) 

Es behalt diese Gleichung, nach der 5. Nummer, ihre volle Geltung, was für zwei 
lineare Functionen wir hurh für die beiden veründerlicben Grossen nehmen mUgen, denn fla, 
a~ I und a~ 1 sind bezüglich die allgemeinen Fünctiouen des a., (a — 1). und (n — 3). Grades. 
13. Wenn die Gleichung q==o 

eine zweite, gerade Linie, Q, darstcllt, welche ebenfalls eine Asymptote der gegebenen 
Curve der n. Ordnung sein soll , so muss, wenn wir p und q als die beiden linearen Func- 
lionen, von welchen Ü« abhangt, betrachten, und dann q gleich Null setzen, die Fiiqctinii 
und also auch der ihr identische zweite Theil der Gleichung (3), auf eine Function des (n— 2). 
Grades von p sich reduciren. Sh—t reducht sieh stets anf eine solche Funrliuii ; soll auch 
pa_ , , es thun, so muss sich a~ 1 , nach dem Verschwinden von q , auf eine Function des 
(n— 3). Grades von p redudren. Diess bedingt die folgende identische Gleiehnng: 

Setzen wir hiernach , der Kürze wegen , 

so verwandelt sich die Gleichung (3) iu die folgende: 

fl. =pqß;_B (<) 
Wenn r = o 

eine dritte Asymptote, R, der gegebenen Curve darstellen soll und wir etwa p undr als die 
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beMen imabliaBgiKni linrarrn Fnictionm nehnrn, so nuss «ich , «ach «rna wir r gleich 
Nail setze» , auf eine PaRction ües (a — 3). Grade« in f reducireB. Es wird durch diese Vor- 
aussetzung hedingt , dass, weil q, als Function von f und r betrachtet, diese Grössen in 
der ersten Potenz enthalt, die Function in der identischen Oleichnog (4) durch das 

Verschwinden von r auf eine Function des (n — 4). Grades von p sich redneire und dass 
■ithin : = tß,_3 — 

Selzen wir hiernach , der KSrze wegen , 

so nimmt die identische Gleichnng (4) folgende neue Form an: 

fl, = pqrfl._3 + (5) 

Wenn wir auf demselhen Wege fortfahren , kitnnsn wir alle Asymptoten der gegebenen 
Curve in ihrer Gleichung in Evidenz bringen. Die resultirende Form wird mit Uinweglassung 
der Accente durch die folgende identische Gleichung angezeigt; 

fl„ 5 pqr . . . st + /ifl_i , (6) 

in welcher das erste Glied des zweiten Theils ein Product von n linearen Funclinnen, denen 
die n Asymptoten der Curve P, Q, R . . . S, T entsprechen, und &—• eine vollkommen 
bestimmte Function des (n — S). Grades ist. 

16. Wir können die Form der letzten identischen Gleichung nach der Methode der un- 
bestimmten CocfAcirnlen unmittelhar bestätigen, indem wir flg als die allgemeine Fnnctioo 
irgend zweier unabhängigen linearen Functionen betrachten und durch dieselben beiden linea- 
ren Functionen und dir gehörige Anzahl unbestimmter ConsUnten die allgemeine Function 
des (a— 2). Grades, fl._i und die n linearen Functionen p, q, r . . s, t ausdrOcken. Auf 
diesem Wege , den ich in meinem Systeme der analytiseken Geometrie *) in Beziehung aut 
die Curven der dritten Ordnung ringeschlagen habe, ergibt sich, dass die allgemeine Glei- 
chung der Curven einer beliebigen a. Ordnung sich immer und zwar nur auf einzige Weise, 
auf die Form (6) bringen lasst. Es können die hiernach bestimmten linearen Functionen p, q, 
r . . s, t sowohl imaginär als auch reell sein ■, aber auch im ersten Fall ist das Product die- 
ser Fuiictionea , paarweise genommen , nochwendig reell. 

17. Auch ohne zwei lineare Funclinnen willköhrlich anzunehmen, und dir Methode 
der unbestinimten Coelbcirnten zur Bestimmung der in der Form (6) vurfcommendra Functio- 
nen anzttweaden, können wir Alles aus dieser Form selbst entnehmen. Es ist 

pqr . . st /<fl ;-4 = o 

die Olmchung der Curve fl. und indem wir zwei Constante auf jede der linearen Fnactionrn 
im ersteb Gliede und — 2) (n+i) fli_i rechnen, erhallen wir, auch ft mit- 

.LI. „ - (h — 3) (n-l-1) , . a (n+3) 

grzkhlt, iffl Ganzen 2n+ ^ ^ + f=— ^ — - 

Constante. Für Curvea der a. Ordnung ist dies« die aothwendige Constanten-Anzahl. Diese 
Constaaton sind ferner von einander unabbllagig, denn wir können die Constanten keiner der 
linearen Functionen , die in der Form (6) Vorkommen , andern , ohne diese Form selbst zu 
andern. Wir gelangen hiernach , auch ohne zu der Ableitung der Form (6) in der 15. und 
16. Nummer zurilckzugehen , zu der P'olgemng , dass die Gleichung der Curven der a. Ord- 
nung im Allgemeinen sieh auf dir Form (6) bringen lasst. 


*J DrUirr aiiicbam $. 1. 
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Diene Form aeigt «larin , dass sie aum n. Grade aosteigl , dass eine Cnrre der n. Ord- 
mnig M Asymptoten baben kann, und weil diese Form die allgemeine ist, dass sie so viele 
Asymptoten haben muss. Auch legt dieselbe Form dar, dass eine solche Curve nicht mehr 
als n Asymptoten haben kann. Denn wäre Z eine (iH-1). Asymptote und 

n — o 

die Gleichung derselben . so müsste aut der algebraischen Verhindnng dieser Gleirhnng mit 
der Gleichung der Cnn’c eine Gleichung des (n— 8). Grades sich ergeben. Das Product der 
n linearen Functionen des ersten Tbeiles dieser Gleichung müsste dadurch also auch, weil 
es nicht verschwinden kann, wenigstens auf denselben Grad sich reducirea. Setzen wir, 
um zu zeigen , dass diess nicht Statt findet , 

S = » + »p + /f, 

. r = z + o’p + |3', 

s s z + o"p+jä'', 

und so fort, so springt in die Augen, dass das Product pqr . . st so lange noch , auch 
nachdem wir z gleich Null gesetzt haben, p in der n. Potenz enthalt, als nicht einer der 
Coefficimlen a, a\ a". . . verschwindet. Wenn aber einer dieser Coefficienten verschwindet, 
so redneirt sich dieses Product dadurch, dass die Linie Z einer Asymptote der Curve parallel 
ist, auf den (n — 1). Grad. Es reducirt sich nur dann auf den (n— 2). Grad, wenn zwei 
der genannten Coefficienten, etwa a und a, zugleich venchwinden , wonach zwei der n 
Asymptoten , nach unserer Annahme Q und R, beide der Linie Z und also auch unter einan- 
der parallel sind. Solche particnlare Beziehungen sind aber hier von unsern ailgemeinra 
Betrachtungen einstweilen ganz ansgeschloasen. Die Curve kann also nicht mehr als n 
Asymptoten haben , und da diese in der fraglichen Form auf symmetrische Weise Vorkommen, 
kann die Gleichung der Curve diese Form auch nur auf einzige Weise annebmen. 

18. Dass die allgemeine Gleichung der Curven der a. Ordnung nur auf einzige M'eise 
die Form der Gleichung (6) aunehmen kltnne, folgt aber auch, w enn wir uns nicht begnügen 
wollen, diese Form ohne Weiteres hiuzuschreiben und dann allein aus sich selbst zu deüten, 
aus der obigen Ableitung dieser Form. Wenn P irgend eine Asymptote der Curve ist. 
so ergibt sich nach der 12. Nummer die folgende identische Gleichung: 

13. =5 pl3»_i 4 -ii13„_j 

und wenn dann Q irgend eine zweite Asymptote derselben Curve ist, fordert dir 15. Nummer: 

13._. = ql':_, + pl3„_3. 

Hiemarh ist aber Q nicht nur eine A.symptote der Curve 13„ sondern auch der Curve fl.—,, 
in der Art dass, ausser P, die gegeheae Curve keine Asymptote haben kann, die nicht zu- 
gleich auch eine Asymptote der lelzigenannlen Curve wirr. Und, umgekehrt, jede Asymptote 
dieser Curve ist nothwendig eine .isymptotr der gegebenen. Die Anzahl der Asymptoten 
einer Curve steigt also jedesmal um eine Einheit , wenn die Ordnung der Curve um £in.s 
wichst: und ist also dieser Ordnung gleich. 

19. Die Form der identischen Gleichung: 

13, a pqr . . st 4- , 

ist dadurch algebraisch bedingt . dass eine gegebene Function des n. Grades von zwei unbe- 
kannten Grossen , nach Hinzufilguug einer gehflrig bestimmten Function dieser Grossen, 
weiche bloss bis zum (n — 2). Grade ansteigt, im Allgemeinen sich in iiFactoren 
des ersten Grades zerlegen lasst. 

Wenn wir dieselbe Form geometrissh deuten, so erhallen wir den nachstehenden, in seiner 
allgemeinen Aussage schon von Herrn Poncelet gegebenen Salz. 

Eine Curve der n. Ordnung wird von ihren n Asymptoten in solchen 

3 
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»(n— 9) Punctrn geschnitten, welche alle auf 4em Umfange eia unil der- 
selben Curve der (»— 2). Ordnung liegen. 

So liegen zum Beispiel die drei DurclisehnUte einer Curre dritter Ordnung mit ihren 
drei Asymptoten in gerader Linie, die J. 3^8 Dnrebsebnitte einer Curre vielter Ordnung 
mit ihren vier Asymptoteu auf einer Linie zweiter Ordnung, Und so weiter. 

20. Diejenige Curve, welche durch die Gleichung 


dargestellt wird, hangt, weil es die allgemeine der (n~2). Ordnung ist, von 


(n-9) ( n+l) 
2 


Constanten ab , und ist durch eine gleiche Anzahl gegebener Pancte, durch welche sie gehen 
muss , vollkommeu bestimmL M'eiin also von den n (n — 2) DurcbsrhnHtspuncten dieser Cun-e 

mit den n Asymptoten der gegebenen Cun'e n. Ordnung gegeben sind, so sind 


dadurch zugleich auch die Uebrigen 


fu— 2> (n— I ) 
2 


vollkommen, bestimmt. 


Es tritt uns hier- 


nach die Frage entgegen, nach welchem Gesetze wir, zur geometrischen Bestimmung einer 
Curve ». Ordnung, deren n Asymptoten gegeben sind, auf diesen rersebiedeaen Asymptoten 
die gehörige Anzahl von DirrcbschiiiUspuucten annehmen können. 

Um dieses Gesetz darzulegeii, wollen wir von den n As)'mptoten der Curve in der Glei- 
chung derselben nur eine beliebige Anzahl m, nemlicli P, Q . . in Evidenz treten lassen. Die 
Form dieser Gleichung ist nach der 15. Kummer die folgende: 

p^ . . -y •= o , 

die wir, indem wir, nach der, am Ende der 4. Nummer fcstgestellten, Bezeiehnungsueise, 

pq . 5 

setzen, auf die nachstehende Art schreiben wollen; 

= 0. (1) 
In dieser Form sind die beiden Functionen und durch dir gegebene Curve nicht 

absolut bestimmt, und die bezüglichen Ciirven stehen daher auch in keiner ansschliesslirbrn 
Beziehung zu der gegebenen. Denn , wenn wir durch i3o—a— • eine durchans wUlkUlirliche 
Function des (n— m— S). Grades bezeichnen und dann 

ß— (2) 

setzen, können wir die Gleichung (1) aa<^ in die folgende verwandeln: 

0»ßi.-« + ’ß.'-, = ®, 

welche ganz dieselbe Form hat , und in welcher dieselben m Asj mptotm in Evidenz Irrten. 
Die beiden neuen Curven und stehen also ganz in derselben Beziehung zu der 

gegebenen Curve der n. Ordnung als die frühem beiden Curven und und zwar 


kann was die Gleichung (3) zeigt , jede beliebige Curve sein , welche wie die Curve 

durch die Durchschnittspuncte der gegebenen Curve der n. Ordnung mit ihren m Asym- 
ptoten ©„ geht , und , was aus (3) sidi ergibt , jede beliebige Curve der (n— m). 

Ordnung , welche wie die Curve die übrigen (n— i») Asjmptoten der gegebenen Curve 

zu den ihrigen hat. “) Nachdem aber eine der beiden Curven fl'_„ und ß„_j , etwa die 

*) \\At ilia leUtrre Bebaaptuu]; brtrim lo kü«a<a «ir, um Ui« fragUrbrn (n<— m) Aijrraplotrn in KviUDna 
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erstgrnanntr, durck wtllkihrliche Voraassctnagrii kestimnt worden ist , ist es die andere 
rbcafalla dnrek ihre Beaiekaag aa der gegekcaea Curve ü,. Es seigt aber die Gleidwog 
(3) , dass die Cnrve von so vielen w'iUkAbriichen Constanlen akhtngt , als dio ganz 

willktthriicke Kimctio« giL—m—t, nenlkli vou^— — (Djj, 

gleieh die Anzahl der aberzkbligen Constanlen in der Form der Gleichnng {1'.) M'ir können 
diese Curre also dorch eine gleiche Anzahl von Puneten, die wir willkahrlieh und unabhän- 
gig von der gegebenen Cnrve £1,, annehnm, legen und dadurch vollkommen bestimmen. 
Im Ganzen sind aber zu' der vollständigen Be^immung einer Curve der (n— t). Ordnung 

(R 2KR-t-l) erforderlich und hinreichend , also ausser den schon willkUhrlich ange- 

nommenni nur noch: 

fn— SU rj-I) (R-m-S)(n— m+1) m(m— S) 

.j" — — — 1 3 i. 


So viele Puncte können wir also unter den m (n- 2) Onrcbschnittspuncten. in welchen ttber- 
baupt die gegebene Cnrve S2, von ihren m Asymptoten 6t, geschnitten wird , beliebig aus- 
wählen. Dann sind die Übrigen dieser Durchschniltspuncte, deren Anzahl noch 


beträgt, durch die beliebig angenommenen bestimmt. Diese Anzahl ist, wie man sieht, von 
R, dem Grade der gegebenen Cnrve, unabhängig. 

M’ir können also auf m geraden Linien , welche ganze Zahl m anch bezeichnen mag. 
nie mehr als X Durchscbnittspuncle zur Bestimmung einer Curre der n. Ordnung, welclie die 
m geraden Linien unter ihre Asymptoten zählt, willkUhrlich aanehmen. Alsdann sind die 
übrigen y Darchschnittspuncte vollkommen bestimmt. FOr m— I und m=9, ergibt sieb y^e-, 
wonach man auf einer und auf zweien Asymptoten alle Durchschnittapnnete beliebig anneb- 
men kann. Der Zuwachs den y erhalt, wenn wir von (m— 1) zu m übergeben, beträgt 
m(w— 3) _ ("•— 

S "’s" “ ■ 

M'enn wir also auf (m — 1) .Asymptoten das maxrmtm der willkuhrlichen Durchschnittspuncte 
bereits angenommen haben , können wir auf der m. As) mplote nur noch 

(n— 2) — (m— 2) = R— m 
neue Durchscfanitlspunele willkahrlieh annehmen. 

M'enn wir als Beispiel die Curren der 7. Ordnung nehmen, so können wir, zur Bestim- 
mung einer solchen Curve, auf der ersten Asymptote alle i Durrhschnillspuncte belirbig an- 
nebmen, ebenso aueh noch auf der zweiten; hernach aber können wir auf der dritten nurd, 
dann auf der vierten nur 3, auf der fünften nur 2 Durchschniltspuncte, endlich auf der sech- 
sten nur einen und auf der letzten keinen Durchsebnittspunet mehr, wlllktthrlich anneb- 
men. Im Ganzen können wir also 


in bringea, fulgemle iJcntiüche Gleichung bilden; 

' ^ m s * 

uDil indem wir 4uf beidea Seilen die ganz willkührlirbe Kunclion >z adJireo, iisd (2) be> 

»uckiichlijen . E -f- , 

wobei willkübrlicb eld belracUlet werden k^no. 
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5+5-t~l-(-»4-*+l+0 OS so 

DnrchsdiBiltspuncte willklihrlicb anneknirn, liirreh welche eine «ianige Carve 4er 5. Ordnnnf 
sich Irgen lksst, und dann siud durch- diese Puacie die llbrigen 
(H-U+I-t-S+a+l-fS = 15 == 7. 5— M 

Dnrrbsrhiiittspunete der Cur^’en der 7. Ordnung mit ihren sieben As)mplo(en voHkomnien 
brsünmiL 

Sl. Dir Nothwendigkeit der ResulUle, za denen wir in der vorigen Nummer griangt 
sind, liegt, fär den Kali, dass n=4) und n— J, anmiltelbar vor Augen. Denn in dem erstem 
Kalie können wir uflenbar nur auf jeder >i>n zuei Asymptoten einen einzigen Punrt will, 
kilbriieb aiinehmrn ; w eil der Durchschnitt auf der dritten Asymptote mit den beiden ersten 
Durchsrhnittspuncten in gerader Linie liegt. Im letztem Kalle liegen alle Durchscbiiitts- 
puiicte auf einem Kegelschnitte, und dieser ist durch zwei Puncte auf jeder von zwei Asym- 
ptoten und einem filnften Puncte auf einer dritten Asymptote vollkommen besliounl. Auch 
für den Kall, dass b= 5, siebt man die Nothwendigkeit noch ein. Alsdann liegen nemlich 
die 15 Durrhschnitte der Curve mit ihren flluf Asymptoten alle auf einer Curve der dritten 
Ordnung. Wenn wir aber asf drei Asymptoten 

3+3-t-a s 8 

Puncte willkiihrlich annehmen , so ist , nach dem von mir zuerst nufgrstellten Satze der 7. 
Nummer, bekannt, dass durch arht Puncte überhaupt unendlich viele Curven der dritten Ord- 
nung sieh legen lassen und dass alle diese Curven ausserdem noch in ein und demselben 
neunten Puncte sich schneiden , welcher im vorliegenden Kalle , weil das System der drei 
Asymptoten als in die Reihe dieser Curven gehörig, zu betrachten ist, nolhw endig auf der 
dritten Asymptote liegt. Damit aber die fragliche Curve dritter Ordnung vollsthndig bestimmt 
sei , ist erforderlich , dass (auf einer vierten Asymptote) noch ein neuer Puuet augenouunen 
werde. 

Wir erkennen überhaupt leicht, dass die in Rede stehenden Resultate durch einen all- 
gemeinen Satz bedingt sind , der in den vorliegenden Belrachtnngen nur eine specielle An- 
wendung erhalten hat. Dieser Satz bezieht sich nemlich olTenbar auf die Gesetze, nach de- 
nen wir auf einem Systeme von geraden Linien die gehörige Anzahl von Puocten annehmen 
können , wenn durch diese Puncte eine Cun-e vun einer gegebenen Ordnung sicli legen lassen 
soll. Kür n=6 particularisirt dieser Satz, wie sogleich hervortritt, sich dahin, dass alle 
Curven der vierten Ordnung, welche durch 

4+4-1-3 = 11 * ' 

Puncte geben, welche auf drei geraden Linien vertheilt liegen, die dritte dieser Linien in dem- 
selben 13. Puncte schneiden; dass ferner, wenn diese Curven vierter Ordnung Uberdiess eine 
vierte gerade Linie in zwei willkobrlich angenommenen Punrlen schneiden, diese Cun-en alle 
auch noch durch zwei andere feste Puncte derselben vierten geraden Linie gehen, und zur 
vollständigen Bestimmung der Curve nur noch ein letzter Punct (auf einer fünflrn geraden 
Linie) noihwendig ist Wir durchsehen endlich bald, dass die Systeme von drei und vier 
geraden Linien hierbei nur die Rolle von Curven der dritten und vierten Ordnung spielen; 
und dass der allgemeine Salz, zu dem wir auf diesem Wege durch luduction geführt wer- 
den , der Satz der 9. Nummer ist nach welchem alle Curven der a. Ordnung, welche durch 

solche + l)^ Puncte gehen, die auf dem Umfange einer Curve der ü. 

Ordnung (wobei n>y— 1 und 9>3) willkührlich angenommen worden sind, diese Curve 
ausserdem auch noch in denselben ( + 1^ festen Punctrn schneiden. 
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$. 1. Zweige lull geradlinigen Aayraptoten. 

loh balle die Brmerbmgen der vorliegendra Numner nicht fllr aberflS«sig ; ei wird durch 
dieeclbcn den Rmillalen der vnriurn Nummer ihre richtige Stelle angewieeen , damit daa 
Zufällige einer Einkleidung, die einer beMindera Anwendung eaUpriebt, nicht als daa We- 
fcBÜiche enebeine. 

22. Zur voUatlndigen Beatimmung der durch die allgemeine Gleichung . 

0. + = 0 

dargeslelllen Cufre a. Ordnung, bleibt, nachdem ihre n A8)mptoten nnd die Curre 12,— i 
bekannt aind, nur der Coefficient fi zu bestimmen noch fibrig. M'ir können (nach der 5. 

Nummer) den Werth der Function 0g bezogen auf einen beliebigen Punct, als ein Product 
aus n Segmenten , die auf einer durch diesen Punct gehenden geraden Linie, deren Bkhtang 
von Vorne herein beliebig bestimmt worden ist, zwischen dem Puncte und den n Durehschniltea 
mit den Asymptoten liegen und andrerseits 12g— > als ein Product aus denjenigen (n— 2) Segmen- 
ten, welche, auf derselben geraden Linie, zwischen dem Puncte nnd den (n— 2) Durchschnitten 
mit derCurveH,,—! liegen, nachdem wir ilberdiess noch jedes Product mit einem von Vorne herein / 

angenommenen coustanlen Coeflirimten nniltiplkirt haben, betrachten und couslmiren. Von dem 
Quotienten dieser beiden constanten CoelBdenten hängt der Werth von fi ab. Ist dieser Quotient 
durch eine willkflhrlicbe Annahme einmal bestimmt, so erhält man aus der Gleichung der Curve? 

. = _ 

wodurch /< gefunden wird, wenn man, nachdem das Asymptoten- System 0g und die Curve 
12.— 1 gegeben sind, noch einen letzten Punct der Curve S2„ kennt, welcher auf keiner ihrer 
n Asymptoten liegt , und dann auf diesen Punct die Functionen 0» und 12„_ , der vorstehen- 
den Gleichung bezieht. 

23. Eine Curve der n. Ordnung ist nach den vorhergehenden Nummern im Allgemei- 
nen also dadurch auf lineare Weise bestimmt, dass man 

erstens ihre n Asymploleu ; 

zweitens auf diesen a Asymptoten ^ Durchschiiittspuncte, welche jedoch 

so auf den verschiedenen Asymptoten vertheilt sein müssen , dass (indem wir durch w nach 
eiiiander alle ganzen Zahlen die kleiner als n sind , bezeichnen) auf je beliebige m Asym- 
ptoten mindestens Puncte weniger kommen, als auf denselben im Ganzen 

wirklich liegen ; < ^ 

drittens einen letzten Punct der Curve, welcher nicht auf den Asymptoten liegt, 
willkührlich annimrat. 

21. Wenn 12» die allgemeine Function des n. Grades bedeutet, so ist in der identischen 
Gleichung 12» = 0. + fiSi,—, (1) 

12»—, die allgemeine Function des (n — 2). Grades und wir erhalten tüso auch die neue iden- 
tische Gleichung: 

12.-, a + rl2._., 

in der das erste Glied des zweiten Theils ein Product aus (n — 2) linearen Functionen und 
12.-4 die allgemeine Function des (n— 4). Grades ist. Die identische Gleichung (1) nimmt 
hieriukch auch folgende Form an ; 

12» 3 0 , + + rl2„_4. 

Wir können ferner in dieser nrnrn Gleichung 

12.-4 - + pl2.-s 

setzen und so fortfahren, bis zuletzt bloss Producte von linearen Functionen in dem Ausdrucke 
für 12, Vorkommen , wobei in jedem folgenden Prodnete die Anzahl der Factoren um zwei 
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Biiriieitea ilmiBiml. Auf diesem Wege gelugrn wir su der BsrheteJiendeii «UgeaMiBeB Glei- 
rhuDg für die Csireii der a. OrdnuoK: 

ö„ + /I0n_j -t- >■0.-4 + p0.-< + • • • = O , (2) 

eine GleicbuDg, dir, je narhdrm n eine gerade oder eine ungerade Zabl ist, aüt einem GUede, 
das auf eine blosse Conslante oder auf eine lineare Function airli reducirt, abbridit. S« er- 
hallen wir sum Beispiel für Gurren der 6. und 7. Ordnung die folgenden allgemeinen Glei- 
chungen : 6(i + ^iÖ, + »Sj + p = 0 , 

In der allgemeinen Gleichung der Curven n. Ordnung unter der Ferm (2) treten, den 
Functiauea & entsprechend , verschiedene Gruppen gerader Linien in Evidens. Wenn n eine 

gerade Zahl ist, so betragt die Anaahl aller geraden Linien dieser Systeme — i, wenn 

n eine ungerade Zahl ist, . Wenn wir jeder Function 0, wie in der obigen Gleichung 

einen ronstanten CoeHicientea hinaufügen, so nnd diese Funrtionen als gegeben au betrach- 
ten , wenn die entsprechenden geraden Linien es sind. Die Anaahl dieser Coelhrienten in der 
tlleirbuDg (2) betragt, nach Fortschaflung des etwaigen Coefhcienten der Function 0„ , wenn 

it eine gerade Zahl ist, ^ und wenn n eine ungerade Anzahl ist, Hiernach erhalten 


wir, indem wir für jede gerade Linie zwei Conslante zahlen, im Ganzen 


4 

f>H-IU 


- f 

* ( 


n— 

+ -g 


■\ 


n(»+S ) 

2 


Constante , also die hinreichende und nothwendige Anzahl für Gurren der n. Ordnung. Nach- 
dem dir rerschiedeucn Functionen 0 bestimmt worden sind ; kann man dir constanten Coefli- 
cienten fi, v, f . . welche üi der Gleichung (2) Vorkommen, durch eine gleiche Anzahl 
gegebener Puncte der bezflglicben Curre bestimmen. Denn für jeden solchen gegebenen 
Punct erhalten jene Functionen bestimmte Werthe, wonach jeder zu einer linearen Gleichung 
zwischen diesen Coeilficienlen führt. Also: 

Eine Curvc der n- Ordnung lasst sich, im Allgemeinen, 

fn-vD’ 1 

1) wenn >n eine gerade Zahl ist, durch ' (in bestimmter Be- 

4 


Ziehung zu derCurve stehenden) geraden Linien und | ihrer Puncte, 

2) weaa n eine ungerade Zahl ist, durch — solcher geraden LU 

4 

nien und ihrer Puncte ’ 

vollständig und auf einzige Weise bestimmen. — 

25. Die Form der Gleichung 

0. -I- /if}.— , so 

kann, weil sie nur dir nothwendige Anzahl von Constanten enthalt, sich nicht weiter par- 
licnlarisiren . wenn sie die allgemeine Gleichung der Curven n. Ordnung bleiben soll. Jeder 
Partinilarisation dieser Form entsprechen untergeordnete Curven-Gatlungrn und die Stufe der 
Unterordnung bestimmt sich durch dir Grosse der Reduction in der Anzahl der Constanten. 
Wir Wollen liier zunächst diejenigen Form-Besrhrankungen ins Auge fassen, welche dadurch 
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brdiogt RiMl, das« die Ciirven einer beliebigen it. Ordnung owulirende Asjiagtoten haben und 
aunadiat denjenigen Fall betraeblen, wo eine eiiurige «oicbe Aa)’mpl«te verhanden iat, auf 
der aber die Oaeulation su irgend einer beliebigen Ordnung aiiateigL 

Wenn die Curre Sl, eine dreipunclig oeculirende Aspnptole, P, hat, das beint, 
wenn es eine solche gerade Linie gibt, welche die Cunre nur in (n — 3) Puncten schneidet, 
weil drei DurchschniUspnncte nnendlich weit liegen, so findet nothwendig, wenn wir, 
der 14. Numnier gentass, fOr die Gleichung der Curve, in welcher überhaupt die gerade 
Linie P als Asymptote in Evidena tritt, die folgende nehmen: 

+ = ( 1 ) 
damit diese Gleichung durch die Anualime , 'dass p verschwindet, auf den (a— 3). Grad sich 
redncire , eine identische Gleichung von nachstehender Form Statt : 

+ «'"»-r {*) 

Setzen wir hiernach 

so ergibt sich für die Cnrve die folgende Gleichung 

pfl„_, + oih-3 — 0, (3) 

in welcher P als eine dreipunctig osculirende As)’mptote in Evidenz tritt. Die iden- 
tische Gleichung (2) zeigt, dass die gewöhnliche Asymptote P dadurch in eine dreipunctig 
osculirende fibergegaugen ist, dass sie einer Asymptote der Curre 12,—, parallel geworden isL 
Wenn die Asymptote P der Curre (1) eine vierpunctig osculirende sein soll, su wird 
dadurch aus ähnlichen Gründen eine identische Gleichung von folgender Form bedingt: 

ß._. = P-'2;_3 + e-Q._„ {4} 

und indem wir, der Kürze halber, 

t + ^«-3 = I 

setzen, geht die Gleichung (1) in die folgende über: 

P“2b— , *t- 4=0, (5) 

in welcher P als vierpunctig osculirende Asymptote inEridenz tritt. Die identische 
Gleichung (4) zeigt, dass diese vierpunctig osculirende Asymptote der gegebenen Curve eine 
gewöhnliche Asymptote der Cnrve Sia—, ist. 

Wir können auf dem betretenen Wege weiter gehen, und erhalten, wenn P eine mpun- 
rtig osculirende Asymptote der gegebenen Cnrve (1) sein soll, als Bedingung die identische 
Gleichung; . , s pfl^" j + , . (6) 

und indem wir a 

setzen, für die allgemeine Form der Gleichung der Cnrve, in welcher P als mpnnclig 
osculirende Asymptote in Evidenz tritt, die folgende; 

pß,_,+/ß._« = o. (T) 

P ist zugleich, was die identische Gleichung (6) zeigt eine (m— 3) puuctig osculirende Asym- 
ptote der Curve Si,—,. 

86. Die Gleichungen der vorigen Nummer, ln welchen die nach verschiedenen Ordnun- 
gen osculirende Asymptote P in Evidenz tritt, enthalten noch überzählige Constanten, die 
wir indess durch eine einfache Form - Aenderung fortschallcn können. Wir wollen hierbei 
dir allgemeine Gleichung, die sich auf eine mpunctige Osmlation bezieht: 

pß,_, + pa'._. “ o (Ij 

zu Grunde legen, und die beiden Falle, dass m eine gerade und ungerade Zahl bedeutet, 
Hulerseheiden. 
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E«ter Abschnitl. Unendliche Zweige. 

Ift m dar gerade ZaU, lo kennen wir oaeh der M. Nuauaer die Fimction ß»-, aui 
folgende M'ebe entwickela: 

S 0n— I + ^0*— 3 + • * m+1 + « 

wonach, wenn wir der Kürze a'rgen 

eK-m + >Tß.—_ , = fß.-» 

setzen, die Oleiehung der Curve (1) in die nacluteiiende übergeht: 

, p(0„_, +/J0O— 3 + - • + ®0.-«n I + = o; {i) 

eine Gleichung, welche gerade die nothwmdige Anzahl von Conztantm enthüll, nemlich 

Ist ai eine ungerade Zahl, so ergibt sich 

ß.-l = + + r'K-m 

und wenn wir diese Entwicklung in die Gleichung der Curve einsrtzen: 

PI0.W, + 1‘®._3 + •• + , J + J'P-C» + = “• 

Diese Gieichnng enthalt, der Korm ihrer beiden letzten Glieder wegen, fortwährend über- 
zählige ConsUnten, die fortzuschaffen uns noch obliegt. M'ir können immer einen constanten 
Coefbrienten a so bestinunen, dass 

P^-B— — . 

was augenfällig ist , sobald w ir alle Functionen uns von p und irgend einer zweiten linearen 
Function abhängig denken. Hiernach können wir jene beiden letzten Glieder auf folgende 
Weise umformen: 

TP^B— + P^r-m = KP+“)-^i'_« + y«lpßi,_,_, + . 

s ?(p+o)/.’.-a + «&—-■ , • 

indem .wir, der Kürze halber, 

= fi-H. + . 

— ») + y?C|H-“>ß„_„_. 3 . 

setzen. Auf diese Weise erhalten wir für die Gleichung der Curve die folgende, mit der 
nothweudigen Anzahl von Constanten: 

p|0,_, + jH0„_3 + • ■ + O0„_B+, I + y(p+a)©._„ + = o. f ») 

Wir hatten die Gleichungen und (.!!) unmittelbar aus der P'orm der Gieichnng (2) 
der 24. Nnmmer herleiten können und unmittelbar tritt in diesen Gleichungen P als eine aipun- 
ctig oeeulirende Asymptote in Evidenz. 

Wenn wir beispielsweise ir=r setzen, so erhalten wir, indem wir m von 2 bis 7 wach- 
sen lassen die folgenden Gleichungen: 

p0*+/lßj=O , 
p0S+Zfp+o)04+efl3=O , 
p|0s4-/*04|+>'f?|=o , 

pj 0 s4-,ii 04|+> (p+»)0;+?Z=O , 

p|0S+^i0,+C0.|+r)Z=O, 

p|0j+/i0.,+l-0,+(»]+(7=O. 

Die Asjmptote P , welche in allen diesen Gleichungen in Evidenz tritt , ist in dem Falle der 
ersten, welche die allgemeine Gleicbung des n. Grades ist, eine gewohnlirbe Asymptote; in 
den Fallen der folgenden fünf Gleichungen ist sie eine oscolirrnde und die Ordnung der 
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OKuIaUon steift von einer drei^actifen tckrittweUe bis eu einrr siebeapanetifen.indeae 
die Cunre sieb immer mehr partiotlarisirt. Hierbei rermindert sieb die Aossbl der Censtan- 
tra, wricbe in der aUfemeiueu Gleiebwif 36 betrtkft, in jeder folgenden Gleicbuog um 
eine Kinheit. 

S7. Wir wollen aogieieh zu der Betnchlmif deijenigen Kalle, wo die Curre mebrere 
oseuUrende Asymptoten hat, ttbergeken. Die Ordnung des Contaetes ist hier, wenn wir 
mehrere Asymptoten zngleieh betrachten, nicht mehr eine unbeschrankt willkabriicbe, sondern 
sie ist beslimmten Gesetzen unterworfen, die wir jetzt zunächst entwickeln wollen. 

Die Curven einer beliebigen n. Ordnung können, in besondern Fallen, 
Asymptoten haben, welehe die Curven alle nach derselben Ordnung 
osculiren and diese Ordnung kann hierbei durch alleZwischenstufea hin- 
durch bis an einer npunctigen ansteigen. 

Die folgende Gleichung &„ +ftS2o—m'oo fl) 

stellt eine solche Curve dar, deren n Asymptoten mpunetig oscnlirende sind. Toransgesetzt 
wird hierbei, dass die Function Sio—m die allgemeine ihrer Ordnung sei; stände sie in par- 
ticularrr Beziehung zu einzelnen der linearen Factoren des ersten Gliedes 6. , so kdnnte die 
Ordnung des Contaetes Dir die beztiglicben Asimptoten noch hoher ansteigen. Weiui 
und alle Asymptoten also nach höchster Ordnung osculiren, so redudrt sich die Function SK—m 
auf etne blosse Constante. 

Die Foms der vorstehenden Gieichang ist eine vollkonimeu bestimmte, sie enthalt keine 
ilberilnssigm Constaaten. Zahlen wir diese Constanten, so Anden wir 

Esthal sich also die Anzahl der Constantni einer Curve n. Ordnung Oberhaupt, um 


Einheiten weniger redudrt, als auf den n gewöhnlichen Asymptoten Durchscbnittspuncte mit 
der Curve unendlich weit gerOckt sind, damit diese in mpunetig oscnlirende sich verwandeln. 
Es gibt also weniger verschiedene Falle als man allmahlig Durcbschnittspuncte der Curve 
mit ihren Asymptoten auf diesen- sich unendlich weit gerückt denken kann: daa hebst, nicht 
alle Voraussetzungen Ober die Ordnung der Osculation der einzetnen Asymptoten sind statlbafl. 

SS. Wenn eine Curve der n. Ordnung nur solche Asymptoten hat, die 
wenigstens mpnuelig osculiren, so kann die Annahl der mehr als mpun- 
ctig osculirenden von 1 bis n— m steigen, ausserdem aber nur noch n be- 
tragen. 

Wir tlberzeugen uns sogleich von der Richtigkeit dieser Behauptung. Denn, bringen 
wir in dem ersten Gliedc der letzten Gieichang eine Asymptote P in Evidenz : 

pöfl— I 4" ~ 0 , 


SO muss, wenn p eine (m-Kl) pnnctig oscnlirende Asymptote sein soll, die hacbslehende 
identische Gleichung Statt Anden: 

s Pß»-— , ; 

damit, wenn p verschwindet, sich die Function A,_b auf den (n— m— 1). Grad reducire. 
Wenn ausserdem auch Q eine (m+1) punctig osculirrnde Asymptote sein soll , so ergibt sich 
aus dem Grunde, dass such durch dus Verschwinden von q sich auf den (n— m— 1). 

Grad rcducirc , die folgende von Neuem beschrankte Form dieser Function ; 

Auf diesem Wege der Particularisation können wir weiter geben , da aber die Function 

4 
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mir bis ram (a — m). Grade sieb erbebt , ae kSneii raa den a linearen FonedraeD 9. tneh 
nur (a -m) ata Paetoren in dem enlen Gliede der'EntwiekInnf von üa—m enebeinen. Ea 
kann also auch jede Zahl von As>'mfto(en, die mehr als mpunctig osculiren bis xnr Oranse 
(n— ai) vorhanden sein. Der Palt, da» alle Asj’mptoten mindestens (■H-l)p«actig osculiren, 
wird dadurch beding, dass der Grad der Panction um eine Einheit sieh redueirt. 

Somit ist der an die Spiixe dieser Numater gesteUte Sats bewiesen. Wir kennen deaseiben 
anch in die nachstehende Anaaaf'r einkleidea. 

Die Ansabl der mpunctig oscnlirenden Asymptoten einer beliebigen 
algebraischen Curve, wenn diese Cnrre hberbaapt solche aber keine 
minderpunetig osculir en d e Asym p t o t en bat, beträgt wenigstens m. 

Es kann hiernach zum Beispiel eine Curve von beliebiger Ordnung nimaals bloss eine 
einzige gewöhnliche Asymptote haben, sie hat deren, wenn überhaupt solche Asymptoten 
vorhanden sind wenigstens zwei. Wenn die Curve keine solche Asymptoten hat, wohl aber 
dreipunctig osculireude, so beträgt die Anzahl dieser wenigstens drei. Wenn auch keine 
dreipunctig wohl aber vierpiractig oscnlirende Asymptoten vorhanden sind , so beträgt die 
Anzahl dieser letztem wenigstens vier; und so weiter. 

S9. So lange die Curve nicht über den 4. Grad binansgeht, gibt der Satz der vorigen 
Nummer vollständig alle diejenigen Pälle, welche ansgeschiossen bleiben. Wir wollen 
zur Unterscheidung der verschiedenen Pälle jede Asymptote durch disjenige ZilTer darstcliea, 
welche die Anzahl der auf ihr unendlich weit catfemt liegenden Durcbschnittspuncte mit der 
Cnrre angibt und dann alle Ziffern, welche den einzelnen Asymptoten der Curve entsprechen, 
neben einander stellen. So würde zum Beispiel das S)mbol 333 eine Curve der dritten 
Ordnung anzeigen die eine gewöhnliche und zwei dreipunctig osculirende Asjmptoten hätte. 
Eine solche Curve ist nach dem Vorstehenden unmöglich. Pür die drei möglichen Pälle von 
Curven dritter Ordnung nhalten wir hiernach die folgenden drei S}mbole: 

322 322 333. 

Pür a^4, stellt das nachstehende Schema die mOglIcbm nenn Pälle dar: 


3222 

3322 

3333 

3222 

4322 

4333 

4222 

4423 

4444. 


30. Aber neue Beschränkungen treten rin, wenn die Ordnung der Curven grosser ist 
als vier. Eine aufmerksame Betrachtung der Form unserer Gleichungen lässt dieselben 
unmittelbar erkennen. 

In der nachstehenden Gleichung 

©b h + — B ~ n, fl) 

die wir durch Entwicklung der Punctiun ii,—\ (15) auch unter der folgenden Form schrei- 
ben künnnen : ©i, C©o-ii + + (iQa-m = o 

treten h Asymptoten, welche alle die Curve mpunctig osculiren , nnf die allgemeinste Weise 
in Evidenz. Eis redueirt sich diese GIficbniig auf den (n — m). Grad, wenn wir nacheinan- 
der jeden der A linearen Pacloren der Function ©b verschwinden lassen. Aber andrerseits 
redueirt sich dieselbe Gleichung nur auf den (n — 2). Grad, wenn wir einen der (n— h) linea- 
ren Paetoren von ©„_i, gleich Null setzen, wonach diese Paetoren im Allgemeinen (n — h) 
gewöhnliche Asymptoten der Curve anzeigen. Soll aber insbesondere eine dieser Asymptoten, 
P , eine fpunclig osculirende sein, so ist , indem wir diesribe in der Function iia—k in Etidcuz 
bringen C26) , nothwendig : 

f^n_h ^ pf^D — b— 1 + b—1, 

damit die Gleirhiiiig (1) durch das Verschwinden von p auf den (n— f). Grad sieh reducire. 
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Diese Gleichoaf geht hiernach in 4ie folgeiuie aber: 

6k (ffik-k— ■ + li2._k_)) = «. 

Wenn gie k erstgenannten Aspagtotea alle nach höchster Ordnung , also npmctig esenUrea, 
so redncirt sich ,0. » auf eine Constanle. Setsen wir tlherdicM k=9, s« kommt: 

6](])f2.— > -t- tfiU-i— i) + H = o. 

In dieser Gleichung kann I von 9 durch jede Einheit hindurch bis (a — 9) wachsen, wobei 
die Asymptote P von einer gewöhnlichen in eine oscnllrende fdwrgeht, und die Ordnung der 
Oscnlatien allmlblig steigt, bis die Asymptote eine (a — 9)puaetig oecalirende wird. Alsdann 
erhalten wir, indem die Punctioa auf eine Censtante sich redudrt, 

6Apf2k-, + t)+p< — e; 

und weiter kann dann die Ordnung des Contactes , auf der Asymptote P, nicht steigen , als 
nur dadurch dass k verschwindet. Dann aber steigt diese Ordnung sogleich zn einer npun- 
ctigen, wobei die letzte Gleichung in die nnchstehende Ferm fihergeht: 

Q» Q n s + /t = e. 

Wir bähen somit den folgenden Satz bewksea : 

Es können von irgend drei Asymptoten einer Cnrve a. Ordnung nickt 
zwei die Cnrve npnnctig und die dritte blozz (a— Dpunetig ozeulirea. 

31. Aasgeschlossen ist, nach dem vorstehenden Satze, für auch nach BerOcksich- 
ligang der Besebrtakuagea der 98. Nummer , noch derjenige Fall , der durch das folgende 
Sj-mbol bezeidinct wird: S&499. 

Sonst treten , for a>c5 , keine weitem Ausnahmen efai , und srk erhaltea mit Beibehaltung 
der Bezeichnung der 99. Nummer , das folgende Schema von 98 verscUedeoea FkUen : 

99999 &dS99 

39929 6&S99 

49229 44499 

&9199 31499 

33999 35399 

43999 33333 

33329 43333 

44299 33333 

34992 44333 

33299 54333 

33393 35333 

43333 44444 

33333 34444 

44399 33335. 

39. Nach unserer Verfabrungsweise können wir unmittelbar die allgemeine Form der- 
jenigen Gleicbung, die jedem eiazelnen Falle entspricht, binsebreibea und erhalten somit 
die nachstehenden 98 Gleichungen, in einer solchen Aufeinanderfolge, wie sie den 98 Sym- 
holm des voislehenden Schema entsprechen. Es springt hierbei die Art deutlich in die Aigen, 
wie jede neue Particalarisation durch das Verschwinden einer einzigen Constanten erfolgt. 
Alle nachstehenden Glmckingca schtiessen die gerade nolbwendige Anzahl von Constanten 
ein , und diese Anzahl erholt man unmittelbar , wenn man fUr jede lineare Fnoction zwei 
Constante rechnet und die, durch griechische Buchstaben beackhueten Constanten hinzuzOblt. 
p<|rst + iuvw + = o, 

pgrit + k(p+o)vw + — 0 , 

pqrst + ipvw + /<x = o , 
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^rst + IpTW + -t- 1 

p^rst + A(p+a)(q+^jw + /ix-o, 
p^re» + XpCf+fitw + (UI = o , 
p^rst + lp(q+/>jw -t- /<p + ^ ^ o, 
p«]r8t + ipqw + ^x = o, 
p^rat + ip^w + /ip + cr= #, 
p^nt + ipqw + (T = o , 
p<r»t + i(p+aJ(tH-/»Xr+)') + A« = o , 
p^ret + lp(q+|})(r47) + MX = •, 
pqret + ip(q-H*Xr+y) + mp + “ o , 

pqrst + Xpqtr+r) + /« = ®, 
pqrat + lpq(r+y) + MP + < = •, 
pqral + lpq(r+r) + i = o, 
pqrst + Ipqr + m* = •, 
pqrst + Ipqr + mP + ° o , 

pqrst + Ipqr + <T = o , 
pqrst + Miv + d as 0 , 
pqrst + u(p4-<i)r + J = o , 
pqrst + »pv + d = o, 
pqrst + x(p+aXq+^) + d = o , 
pqrst + xp(q-H>J + d « o, 
pqrst + »pq + d = o, 
pqrst .f, MX ^ o, 
pqrst + MP + <f = 0 , 
pqrst .)■ d aa 0 . 

33. Fttr Cunren der 6. Ordnmg wird die Aanbl der als unnliglieli ausxusrblirssriideii 
P'älle schon grosser. Nach dem Satse der 30. NusHaer ist hier xovOrderst die durch das 
Symbol 665 augeaeigte Asymptoten- Combination unmöglich, wonach es die folgenden sechs 
Kalle sind; 665333 

666623 

665633 

665423 

685323 

666223. 

Aber es ergehen sieh hier noch neue unmögliche Kille , mi deren Bestimmung wir uns zu 
den Bel rachtungs weisen der 30. Nummer xurückwcnden w ollen. 

Wir können eine Cur\-e der n. Ordnung, welche 3 dieaelbe (a— l)p«K(ig oscuHrende 
Asymptoten hat , ohne M'eiteres durch die folgende Gleichung dantellen : 

+ M* = 0 

darstellen and dann in dieser Gleichung eine vierte Asymptote P, welche die Curve Ipnactig 
ooculirt , sogimch in folgender Form : 

es(pf 2_4 + + MX — o 

in Erideax treten lassen. Diese Gleichung umfasst, indem wir insbesondere x auf eineCon- 
Btante reducirea , den Fall , dass die Asymptoten @i die Curve alle drei npanrtig osmlirea. 
und wenn eine dieser Asymptoten Q ist, wonach 

0, s qa, 

indem w ir x s q + o _ ' 
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selsen, dass diese Asymptote Q die Curve nponcti); osculirt, n Ährend die Ordnang der Osni- 
lation für die beiden Asj-mptoten 3] eine (n — l)punetige bleibt Alles diess bat im All);r- 
meineii auf die Ordnung der Osoilation auf der Asymptote P keinen Eindnss. Diese Ordnung 
kann dnrth aUe Binbeiten hindurch von 1=4 bis f=n— 3 ansteigen, welchean letalem Falle 
die folgende Form entspricht : 

öj(pßo-* + ^) + t« = e. 

Haber kann die Ordnung des Contactes auf P nur dadurch steigen , dass A verschwindet, 
woraus die Form: 

pSjfl^t + /(X = o 

ben'orgebt, und die Oscnlation mit Uebetspringung einer (n-S)punctigen in eine (n— l)pun- 
ctige sich verwandelt hat, oder in dem Falle, dass die lineare Function x auf eine Constante 
reducirt worden ist, in eine npunctige. 

Hiermit ist der folgende Sata bewiesen: 

Es können von irgend vier Asymptoten einer Curve n. Ordnnng nickt 
drei die Curve npunctig, oder drei die Curve (n — l)pnnctig, oder endlich 
eine dieselbe npunctig und awei (n — l)punctig oseuliren und dann die 
vierte Asymptote eine (n— S)p nnctig oscnlirende sein. 

Ausser den au Anfang dieser Nummer, für den Fall a=4, ausgeschlossenen Fallen sind 
also auch die folgenden drei Falle noch ausauscbliessen : 

«60122 

«65122 

666122. 

31. Der allgemeine Sata, welcher diejenigen FaHe anaeigt , welche, auch nach den Be- 
schränkungen der 28. Nummer, als unmöglich noch ausauscbliessen sind, ist der folgende. 

Wenn eine Curve n. Ordnung m Asymptoten hat, welche alle wenig- 
stens (n — (m — 3))punctig oscnlirende sind, so kann dieselbe Curve keine 
(n— (m — l))punctig oscnlirende Asymptote haben. 

Um, fOr eine gegebene Ordnung n , alle Falle au erschöpfen , müssen wir für m nach 
einander alle ganam Zahlen von 2 bis (n-^3) nehmen. Der Sata der 30. Nununer entspricht 
dem beuondem Falle m=4, der Sata der vorigen Nummer dem besondern Falle ai=3. 

Der Beweis des vorstehenden Sataes bietet sich sogleicb dar. Denn es stellt die Glei- ^ 
chung 3. 0 

auf die allgemeinste M'eise solche Curven der n. Ordnnng dar, weldic m Asymptoten haben, 
welche alle diese Curve (a -(m— 2))punctig oseuliren. Auf diesen Asymptoten kann aber, 
was durch schickliche Particularisation der Function , angeaeigt wird, die Ordnung der 
Osculation auch höher noch ansteigen ; diese besondern Falle soll also die vorstehende Glei- 
chung nir uns hier einschliesslich enthalten. Aehnlich wie früher können wir auch hier eine 
(uH-1). Asymptote P in Evidena bringen, und augleich ausdrücken, dass die Ordnung der 
Osculation auf ihr eine ipunctige ist Diess ist in nachstehender Glekhnng geschehen: 

' 0„(pß„— + iß,-»— i) + /«fi«-> = o. 

Wir sehen , wie die Ordnung der Osculation auf dieser neuen Asymptote P steigt, wenn wir 
l von 2 bis (n— m) wachsen lassen, dann aber nur durch das günaliche Verschwinden der 
Function mit Ueberspringung einer (n— [m— l))puaetlgea in eine wenigstens (a— (m— 2)) 

punctige übergehen kann. 

36. In Bexiebung auf dir Curven der 7. Ordnung müssen wir für m nach einander 2, 

3 und 4 nehmru und bei einiger Aufmerksamkeit ergeben sich die nachstehenden 61 Falle 
als die unmöglichen. 
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776.4444 

77776.23 

77775.9« 

7776.333 

7776.632 

76665.32 

776.6333 

.528 

66665.33 

.5333 

.428 

7775598 

.4333 

.382 

.438 

.3333 

.228 

.338 

7775.333 

7766628 

.838 

7665.333 

.6522 

7665.523 

6665.333 

.6428 

.422 


.6323 

.322 


.6383 

.288 


.5528 

6665.523 


.5433 

.423 


.5328 

.333 


.5338 

.223 


.4438 

77774.28 


.4332 

76064.38 


.4228 

66664.28 


.3332 

77554.22 


.3838 

76554.23 


.2833 

75554.38 


66&M.23 

65551*2 

&5&55.SS. 

In jdleai eiuelaen Syabale diwe« Schema beadchnet Act beigefllg^te Punct , daaa durch 
die Tor demselben bdbtdlkhe Combination das Unmögliche bedingt ist. 

96. Es ist augenscheinlich, dami fam=^, derjenige nmnögliche Fall, in welchem keine 
gewöhnlichen Asymptoten rorfcommen, 665333, ans dem onmOglicben Fall, fir i»^, sich er- 
gibt, indem man in dem, dem letstgenannten Falle entsprecbe^en, Symbole 55428 jede Ziffer 
um Eins wachsen lasst und dann noch die Ziffer 3 hinsnfiilgt ; dass ferner Rlr n=9 derjenige 
nnmögliehe Fall , in weichem keine weniger als rierpunctig oseulireoden Asymptoten Vor- 
kommen, 7764444, aus dem unmöglichen Falle 665333 sich ergibt, indem man jede Ziffer 
des letalen Symbols mn Eins wachsen lasst und dann noch die Ziffer 4 hinaufUgt. Endlich 
ist klar , dass fBr n=7 , die Ansabl der unmöglichen Falle , in welchen dreipnnetig oscnli- 
rende and keine gewöhnlichen Asymptoten Vorkommen der Ansahl der unmöglichen Falle für 
n^, in denen gewöhnliche Asymptoten Vorkommen, gleich ist und dass jene aus diese» sich 
unmittelbar ergeben. So erhalt man zum Beispiel aus dem Symbol 665222 indem man jede 
Ziffer um Eins wachsen lasst und dann noch die Ziffer 3 hinzufUgt, das Symbol 7763333, 
welches den zweiten der in der vorigen Nummer anfgezahlten 54 unmöglichen Falle anzeigt. 
Es ist hiernach , für n=7 , die Anzahl derjenigen in Rede stehenden anmöglichen Fälle , in 
welchen keine gewöhnlichen Asymptoten Vorkommen, der Anzahl aller unmöglichen Falle flr 
»=6 gleieb, und es gibt nur einen einzigen Fall, in dem keine weniger als vierpnnctig oscu- 
lirende Asymptote vorkommt, wie es för a=5 im Ganzen nur einen einzigen aimzuscfalicssen- 
den Fall gibt. 

Der allgemeine Satz, welcher hier uns enigegeniritt , ist der folgende. 

Für Cnrven einer beliebigen n. Ordnung betragt die Anzahl derjeni- 
gen, in Gemassheit des Satzes der 34. Nummer, unmöglichen Falle, In 
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welchen nur wenigstens hpanetig ascnllrende Asymptoten rorkommen, 
so riel als die Ansnhl oller nasiegliehen Palle fttr Gurren der (»— (h— >)). 
Ordnung. 

87. Pflr n=0, sind nach den SaUe der Sd. Nummer, indem wir fdr m nach einander 
5, d, 3 und 8 nehmen , die nachstehenden Asymptoten - ComMnationm nnmOgliiA. 


000004 0 0 

888885. . 

888884. . 

88887. . . 

877776. . 

877774. . 

8887... . 

886665. . 

886664. . 

887 

876665. . 

. 876664. . 

M8886. . 

OOOOOäP o 0 

0 0 

srme. . 

777776. . 

777774, . 

777776, . 

776665. . 

776664. . 

88886. . . 

766665. . 

766664. . 

87776. . . 

666665. . 

4UUUUL4 
fJOvOvm o o 

77776. . . 


888564. . 

8886.. . . 

88885.. . 

877554. . 

8776. . . . 

87776. . . 

886554. . 

7776. . . . 

. 88665. . . 

876554. . 


87665. . . 

866554. . 


86665. . . 

777554. . 


77775. , , 

776554. . 


77665. . . 

766554. . 


76665. . . 

666554. . 


66665. . . 

885554. . 



875554. . 



865554. . 



855554. . 



776554. . 



765554. . 



755554. . 



655554. . 



656564. . 


Nach diesem Schema erhalt man alle Symbole, welche die aussusehliessendea Palle an- 
seigen , wenn nun solche ZitSm, die nicht hoher sind , als die letste in jeder Combination, 
mit Rücksicht auf die Beschränkungen der 28. Nummer, in gehöriger, durch Puncte hescicb- 
neter, Ansahl hinsufügL 

Die Combinationen vor den Puncte in dem Schema der 35. NumuHT für »=7 entspre- 
chen den Combinationen des vorstehenden Schemas und was kh dort ausgeflthrt habe konnte 
ich ohne mehr Mühe auch hier ansfOhren, nur dass die Ansahl der rerschtedenen Palle 
grosser wird. Wo, hier wie dort, nur noch swel Ziffern folgen, können nach der 98. Num- 
mer diese Ziffern nur 22 sein; wo drei Ziffern fehlen, kann unter diesen keine 4, wo rler 
fehlen keine 5 , wo fünf fehlen , keine 0 varkommen. Hiernach ergibt sich denn auch ohne 
Milbe die Ansahl der unmöglichen Palle, die einer beliebigen unmöglichen Combination ent- 
sprechen. Ist zum Beispiel die letste Ziffer einer solchen Combination 6 und sind vier Zif- 
fern SU ergansen (was der Pall der drei letsten Combinationen der ersten Verttcal-Coiamne 
des vorstehenden Schemas ist) so können diese Ziffern nur 

4444 6333 5333 4333 3333 
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seia , wenn keior gewIthoHcben Asynptoten rorhaadrn sind, ^d foiche rorkudcB, so er- 
kalten wir für diese die Dackateheaden Grsppen von bJnzunufit^aden Ziffern: 


6622 

6322 

5122 

4422 

3322 

6522 

6222 

5322 

4.123 

3222 

6422 

5522 

5222 

4222 

2222, 


wo die beiden letalen Ziffern 22 Überall sich linden mfissen, die beiden rr^n aber jede Com- 
bination mit Wiederholungen der fUnf Ziffern 6, 5, 4, 3 und 2 sein kennen. Die Annahl 

b. 6 

der unmöglichen Kalle mit gewöhnlichen As^mploten hetrigt also — Sie würde überhanpl, 

wenn die leUle Ziffer der das Unmögliche mit sich bringenden Combination g wäre und dir 
Annahl der nu ergöiuenden Ziffern A hetiüge, gleich sein der Annahl der Combinationen mit 
Wiederholungen von (jp— 1) Elementen zu (A— 2), folglich gleich 

r.9-lHffK.?+l) . • • 

1.2.3... (A— 2) 

38. NacJi den Schluss - Erörterungen der beiden vorigen Nummeni wird es uns endlich 
leicht, für die Curveii einer beliebigen Ordnung, die nach dem Satze der 34. Nummer 
als unmöglich au8Zuschlics.senden Kalle an zahlen und diese Anzalil allgemein zu bestimmen. 
Kör n=5 , ist ein einziger unmöglicher Kall vorlianden. 

Kür n^, kommt eiue Anzahl von 

(1 + d) j ^ 

+ 3 < 

Kalten hinzu, die einerseits den unmöglichen Combinationen 6665 und 663 und andrerseils 
den drei Combinationen 6664 , 6551 und 5551 entsprechen , indem wir überall das Vorhan- 
densein gewöhnlicher Asymptoten voraussrtzen. 

Kür H—-7 , kommt noch eine Anzahl hinzu, dir der Anzahl der Symbole mit gewöhnli- 
chen Asymptoten in dem Schema der 35. Nummer gleich ist , nemlich 

('^‘•^rDL 6j 

+ 3 (1 + 4) ( ” ^ * 

+ 3' ) 

Kür jr=8 , kommt noch folgende Anzahl hinzu : 

6.r 6.7.8\ 

■ i) 


5 + 3 


: + 3 . 5 + 3’. 


1+6 + 


.7 6. 

: i-^r 


+3(1+5+ 


7.8.» 


+ 8 


6.7 


+ 3=.5+3', 


■J'' 

1.2// /’~1.2.S ”1.2 

+ 3' (1+4) 

+ 3* 

Die Anzahl ist wiederum gleich der Anzahl der unmöglichen Kalle mit gewöhnlichen Asym- 
ptoten, für n^. Und zwar kommen von dieser Anzahl die vier Glieder der ersten Klam- 
mer bezüglich auf die vier ersten Combinationen des Schemas der 37. Nummer, die drei 
Glieder der zweiten Klammer auf die drei mal drei folgenden Combinationen, die mit den eben- 
genannten die erste V'ertical • Columne bilden ; ferner die beiden Glieder der dritten Klammer 
auf die beiden Gruppen von nenn Combinationen der zweiten Verlical- Columne und endlich 
das letzte Glied 3' auf die 27 Comhinationen der letzten Vertical - Columne. 

Das Gesetz ist hiernach klar; für n^, kommt hinzu: 

8.9. 10. II „ 7.8.9 
1 . 


. 2 . 3 . 1 


1 .2.3 


+ 3- 


~ + 3^5 + 3'; 


Digitized by Goo^^Ie 


$. 1. Zweige mit geradÜDigen A»}-tnptoten. 33 * 


und radlieh flbcrbsupt brän Uebergsage von (a— 1) xu a; 

(a— l)a(a+l)..,.(»a-r), ,(a— *)(a— l)a...(la-9). .7.8. 9 

18 i .... a— 6 ' 1 9 »...(a-*)’’" ■ ■■*■ 'l.S.S 

+ S"-’ ■ ^ + s»-*. 5 + S-». 


Ffir die Anzalil aller al« unmdglidi aassnschlieaeeaden Falle erhalten wir, indem wir 
die Summe aller bisherigen Ausdrücke nehmen , die folgende Entwicklung ! 


m 

+[i+»i 

+ [l+3+S’J 


(a— l)a(a-»-l) (Sa— 73 


1 . S . S . 

(a— 9)(a— Da 


(a-5) 
(Sa— 9> 


1 . 8.3... 

(a-3ya-23(n-l). 

1 . S . 3 .. 


(a — 6) 
(8a-ll ) 
(n-7) 


+ |l+3+3’+3<+. •+3"-»J ■ 
+ |l+3+3=+S’+- • +3»-*I • 


+ (I+3+3=+3'+- 

+ (1+3+3-+3M-- • S 

+ li+a+s'+sM-- •+3“-*j • 1 




ta— l)afn+l)....(2«— 7) 



1.8.3 (B— 5) 



fn-9Ka— 11a . . . (8a-9) 


13. 

1 . 8.3... (a— 6) 

(tt 3lfa-2Ka-n. .(2a— 11) 


1.8.3... (B-7) 


3°-s_t 

8 

3*-o-I 
+ - — 
a 

3-5—1 

’s 

8«-e-l 


8 ^ 9 . 10.11 
iT 2 . 3 : t 
7.8.9 

1.9.8 

6_J 

1.8 


5 


Nach dieser allgemeinen Formel finden wir, wenn wir für a nach einander alle Werthe 
Ton 5 bis 10 nehmen , und die entsprechende Anzahl von unmüglicben Fallen bezüglich durch 
.2's, .2«, .^ 7 , 2i|, and 2jo bezeiebnen; 


-5 = 1 , 

if, = 9, 

= «, 


Zt = 873, 
Z^ = 1860, 
S508. 
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39. Es bleibt uns jeUt nur noch übrig, die Ansnbl der rentebitdenen mbglidiea EdUe 
in Beziehung auf die AnniUienuig einer Curve einer beliebigen «.Ordnung an ihre verschie- 
denen As)wptaten zu beslinmen. M'enn wir eiiislneileu nur diejenigen Falle, welche nach 
der 28. Nummer nicht Statt finden kttnnen, ausschliessen, sn betragt die Anzahl aller Falle, 
nie man nach dem Vorhergehenden gleich einsieht: 

. «— 2 (B-9)fn-n Cn-9)(n.l)ii ' (n-lKn-m»(n-H) . . («- 2 )(»-l )n(«-*- 1). . .(2n-5) 

1 . r.~3.8+ 1 . 2.3.4 1 . 2.8 . 4 ...t«-3> 


-t-1 + 


3 

i 


+ 1 + 

+ 1 


1 

1 

3 

1 


+ 1 + 


2 

1 


+ 1 - 1 - 


1 



5 

6 


5 . 6 

. 7 


5 

. 6 

. 7 . 

8 


1 

3t 


1 . 2 

. 3 


1 

. 2 

. 3 . 

4 


4 

5 


4 . 5 

. 6 


4 

. 5 

. 6 . 

7 


1 


1 . 2 

. 3 


1 

. 2 

. 8 . 

4 


3 

4 


3 . 1 

. 5 







1 

2 


1 . 2 

. 3 






+ 

2 . 3 
1 . 2 










S.e.7.8.9 
■^ 1 . 2 . 3 . 1.5 


+ 1 • 

In diesem Ausdrucke gibt die L Horizontal - Columne die Anzahl derjenigen Falle , in wel- 
chen keine Asymptote minder als (h+l)puuclig osculirt, aber Asymptoten von dieser Art wirklich 
vorhanden sind; und in jeder einzelnen solcher Horizontal - Columne bedeutet insbesondere 
das g. Glied die Anzahl derjenigen Falle, in welchen die Anzahl der (b+l)punctig osculi- 
reiiden Asyraploleu (n— 5 +I) betragt. Wenn wir diese («— 1 ) verschiedenen Horizontal-Co- 
lumuen summiren, so finden wir für die vorstehende Entwicklung den folgenden Ausdruck: 
r»— l)n(B-*-n...(2n— 1) 6.7.8.9.10 5. 6 . 7 . 8 4.5.6 . 3.4 . 2 . . 

1 2 3 ...t»— 2>'*' '’l.2.3.4,5 ■^1.2.3.4'*'l.2.3'*‘l.2'^l 


Führen wir die Rechnung bis zur 10. Ordnung aus, so kommt, wenn wir die Anzahl der 
traglirhen Falle Sd nennen und nach einander n von 2 bis 10 wachsen lassen : 

S- = 1 Ss 29 Ss = 1275 

Sj = 8 Ss=99 So = 4707 

S, = 9 , S; « 351 Sio=» 17577. 

Ziehen wir endlich von der somit für Curven der verschiedenen Ordnungen bestimmten 
Anzahl von Fallen , die in der vorigen Nummer bestimmte Anzahl unmüglieher Falle bezüg- 
lich ab , BO, kommt , für 


n == 2 



ß: 


1 


n == 3 



s> 

= 

3 


n = 4 



s< 

= 

9 


n = 5 



Ss - 


28 


n ^ 6 



S« — 5s 

tsi 

90 


n = 7 



Sr — 5, 

«tc 

297 


n = 8 



S. -5, 

=» 

1002 


n = 9 



So — 5) 


3447 


n =10 



Sio — 5io 


12069: 



das ist also die Anzahl der mügllchen verschiedenen Falle, welche bei den 10 ersten Ord- 


l 
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mmgen in Benidtaag auf die Ordunnf der Annabenuig derCnrre an geradlinige As}’mptnt«n 
S(al( finden kennen. — • > . < 

40. Wenn wir anf die Eatwickluagen der 27. — S0. Nuaiiner zuriickfclkken. so treten nns 
zwei aUgemrine Satze (28, 34), nach w eichen die uniD»glichen Falle ausgcschieden w ordeii sind, 
entgegen. Diese Satze finden beide ihre letzte Begründung in dem Satze der 9. \ummer. 

nach welchem eine Curre der n. Ordnung, welche, durch ^lu« — + *) ) 


Puncte einer gegebenen Cnrve der. ai. Ordnung gebt, diese Curre ansserden noch in 
^ »(n^ — + neuen festen Pnncten schneiden und zugleich bieten uns diese Saizi' ein 


beuierkenswerthes Beispiel dar, wie Puncte, die unendlich weit gerückt, und also, im abso- 
luten Sinne, nicht mehr rorbanden sind, denaoeb flr die nicht unendlich weit liegenden 
Puncte dieselben Abhangigkeits- Beziehungen hervorrufen als Brüher, ehe sie ins l’iiendlirhr 
unbestimmt sich verloren haben. ' ' 

Nach dem erstes der angeCahiten Satze hat eioe beliebige algebraische Curve. wenn sie 
mpuneiig und keine misderpuUetig osculirrnde Asymptoten bat, solcher Asymptoten wenigstens 
m. Hiernach existirt zum Beispiel keine Curre der S. Ordnung, welche dem Syiitbole 
I 333d2 , 

eotsprirhl ; die rier ersten dreipnnctig aseulireuden Asymptoten fordern, dass auch die fünfte 
Asymptote eine osculitrstdc sei. Es liegen aaf jeder Asymptote zuvörderst zwei Durchschnitts- 
Pitnrle mit der , Curre imeudJich weit, wir klinnen nns durch dieseJbcn zwei unendlich weit 
enifertile gerade LiiiVrn gehend denken, w elche dann weiter keinen Puiict mit der Curve uder 
ihre Asymplolen gemein haben. Auf jeder der rier erstai Asymptoten liegt noch ein dritter 
Durchsrlinittspunct mit der Curve unendlich .weit; die wir als eiuer dritten naendlich weit 
eulferutea geraden Linie angehörig ausehen können. Nehmen wir das System dieser drei 
geraden Linien {ar ein« Curve der dritleii Orduung , so schneiden sieh alle Citrven der o, 
Ocduutig, welche dem rorstehenden Symbole möglicher Weise enUprechen, in 14 Puncten einer 
Curve dritter Ordnung und also auch In einem Ib. Puncte derselhea, welcher, wir jene 14, 
hier iiothwendig unendlich weit.Urgt. . In.die Reihe derCurven fünfter Ordnung gehört aber 
auch das Sy stem der fünf Asymptoten , riu dritter Durchschnitt, der. ftüiQcn Asymptote mit 
diesen Curven liegt also ebenfalls unendlich weil ; diese Asymptote ist eine dreipuncUg oscu- 
lireade. 2Su des; i’urven der b. Orduaiig , welche durch dRselbaa 14 uoeadlicti weit eotferu- 
ten Puacte gehen , gehören insbesondere eher auch alte Curren welche mit den drei ersuui 
Asymptoten einen mehr als dreipiincligeB Coutnet haben; folglich wird auch für diesen FsU 
die. fütiflr Asymptote one drcipuactig oscuUrendc. , . -i . r, , „ : . I 

, .WmiH ein« Curve der ». Ordnung fiherhaupt (n— (m — Ij) mpunctig osculirendc Asym., 
ptoleo hat und du übrigen ym — 1) Asymptoten dem Symbol 


m ffi— 1 m~a < 


I •mvm 


entsprechen, so dass anf diesen Asymptoten zusammen — - 


Dnrchschniltspuncte 


unendlich weit liegen, so befinden sich aufm unendlich weit gerückten geraden Linien 

... . ■! -i',.. ; . . -.ti , •! ...i . ' i 1-... , 1 . 

(m-e2)(m— I) /in(m-3) ^ , 


•I n' ■•ni<is— (ni-^l)) . 

l.'.tt •! - U I .U 


■) 


unendlich weit Ijeggnde Durchschnitte dei> Curve mit ihren a .Asymptoten. Also schneidet 

Puncten , welche 


die Curve ihre n Asymptoten auch noch in dcnselbch ( 

'•fl . . ■ .1. , V 


m(mr^3) 
2 . 


) 
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cbenbüls auf jeoen m genuiro Uniea neaillicb weit liegen ; also sind auch die letxten (ai— 1) 
Asymptoten mpuactig osculirende. Und das ist volisUndig unser Sats. 

41. Der «weite der oben aagefBbrtcu Satze entspringt auf anderm Wege aut derselben 

Quelle. Wenn wir die, nach dem Satze der 9. Nummer, gegebenen 

festen Pnncte auf m geraden Linien unendlirh weit entfernt annehmen, und unter dieselben be. 
liebig aber so rertbeilen , dass auf keine derselben mehr als n kommen, so gehen durch diese 
Puncte einerseits unendlich riele Cttrveu der n. Ordnung, welche jede dieser Unirn in un- 
endlicher Entfernung wenigstens nach derjenigen Ordnung osculirm, welche durch die An- 
zahl der auf ihr angenommenen Puncte angezeigt wird, und andrerseits, als Cun'e der n. 
Ordnung zu betrachten, ein System von n unendlich weit entfernten geraden Linien, Dieses 
System und alle jene l'urren der n. Ordnung schneiden das System der oben genannten m 

geraden Linien, nach dem Satze der 9. Nummer, noch in neuen also im 

Ganzen In mn fetten Pnncten, welche nothwendig alle imendlich weit liegen. Die m gera- 
den Linien, auf deren jede n dieser Pnncte kommen, sind also alle npnactig osculirende 
Asymptoten der Cnrrrn a. Ordnung. Bewiesen ist hiernach der nachstehende Satz, welcher 
nur der Aussage nach von dem Salze der 34. Nummer verschieden ist 

Eine beliebige algebraische Gurre kann nicht m solcher Asympto- 
ten haben, auf welchen die Anzahl aller unendlich weit liegenden Durch- 

schnittspuncte zusammengenommen nur am oder um we. 

niger noch geringer ist, als in dem immer mttglichen Palle, dass alle in 
Asymptoten npunetig osculirende sind. 

Als Beispiel zur Veranschaulichung wollen wir ein System von drei geg^enen und eia 
zweites System von drei unendlich weit entfernten geraden Linien betrachten. Diese beiden 
Systeme sehneidea mch in neunPuneten, die unendiieh weit liegen; durch acht dimr Pnncte 
gehen alte diejenigen Gurren der dritten Ordnung, welche die drei gegebenen geraden länies 
zu Asymptoten und zwar zwei dmselben zu oscalirenden Asymptoten haben. Solche Gurven 
gehen also auch durch dm neunten unendlich weit eutfemten Pnnct, das heisst, sie werden 
aueh von der dritten Asymptote dreipunctig oseuHrt. — 

4S. Wir kunnen fflr die allgemeine Gleichung der Curvea der n. Ordnung mit einer 
mpunctig osculireiiden Asymptote P, die naclmtehende Gleichung mit überzabligen Gonstanteii 
nehmen : pf2>-i 4- fiih—m = o, 

bei deren Porm es wesentlieh Ist, dass, indem wir etwa p und q als die beiden llnearea 
Functionen, von denen alle andern Functionen abhängig sind, betrachten, in der Function 
fL— n die höchste, die (n — ml. Potenz von q nicht fehlt. Ueberdiess fördert die Allgemein- 
heit , dass auch G«-i die lineare Function q in der höchsten, der (n— 1). Potenz enthalte. 
Schreiben wir die letzte Gleichung auf folgende Weise: 



SU ist rrsirbtlicli , dass, unter den gemachten Voraussetzungen, diese Gleichung befriedigt 
wird, wenn für immer wachsende Werthe von q der Werth von p immer mehr abnimmt: 
und die Gurre aKo an ihrer Asymptote P sich hiszieht indem sie sich derselben immer mehr 
aniiahert, je weiter sie sich erstreckt. Für die Puncte eines solebrn Kweiges der Gurre 
können wir also, im zweiten Theilc der vorstehenden Gleichung, für wachsende Werthe von 
q die Function p vernachlässigen; vernachlässigen wir ttberdiess auch niedere Potenzen von 
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q gegen bokere, so koomt, bden wir durch x eben uokestimnten CoeSdeoten beseichnm, 

p = xq-(— ». 

Es ist also der entsprecbeode Weiib roo p, den wir, unbeschadet der Aligemeinbeit , ab 
den kOrsesten Abstand des bexagliehen Panctes ron der Asymptote P construirea kttoaea, 
ein unendlich Klebes der (n— 1). Ordnamg. Abo : 

Die Annäherung einer Curre an eine mpnnetig oscalirende Asym- 
ptote ist unendlich gross nnd ron der (m — !>. Ordnang. 

Die Ordnang der Annäherung wächst also in demselben Haasse als die Ansahl der auf 
der Asymptote in unendlicher Entfernung xusammenfatleaden Punete, in der Art, dan, wenn 
an euer gegebenen geraden Lbie swei Cnrvea sich bbsiehcn, weiche ron dieser Linie bexfigUch 
(M— 1) und mpunctig b anendlicher Eotfemnng oscnlirt werden uad man b, einem Pnacte 
M der geraden Lbie ein Perpendikel oder statt dessen unter beliebigem Winkel ebe gerade 
Linie, welche der ersten Curre in K and der sweiten in L b^egne, errichtet, das Segmen- 
ten - Verhältniss ML ; MK sbh , je weiter der Punct M auf der geraden Linie fortrlckt, 
desto mehr der Oränse Null sich nähert 

Das Dnendllche, ab Giänse betrachtet, schllesst notbwendig das doppelte Vorseichen in 
sich eb. Es rerschwbdct p mit q s + » , wie es mit q = — « reischwbdet, es wird p 
immer kleiner, sowohl wenn der negatire ab auch wenn der positire Werth von q immer mehr 
Wächst. 

Eine algebraische Cnrre nähert sich im Allgemeinen joderAsym- 
ptote swiefach nach den beiden eatgegengesetsteo Richtungen der Er* 
Streckung dieser letstern. 

Je nachdem in der leisten Gleiebnng m ebe gerade oder eine imgerade Zahl bedeutet, 
ändert, wenn wir q nach ebander mit entgegengesetsten Zeichen nehmen, sogleich auch p 
seb Zmehen oder nicht 

Die beiden Zweige einer algehraischea Cnrre, welche sieh nnrh ent- 
gegengesetsten Richtungen an jeder Asymptote hinsiehen, liegen ent- 
weder auf entgegengesetster oder aaf derselben Seite dieser Asymptote, 
je nachdem die Ansahl der auf dieser in unendlicher Entfernung susam- 
menfallenden Punete eine gerade oder ungerade ist — 

13. Im Allgemeinen lässt sich der Lauf der naeadliehen Zweige einer Cnrre durch ge- 
radlinige Asymptoten darstellen; bi Ailgeraetaen kann diese genaner noch gescheheu, wetui 
wir an die Steile der geradlinigen Asymptoten hyperbolische seisea. 

Ebe Curre der sweiten Ordnung lässt sich fiheihaapt durch fünf willkthrlich angenom- 
mene Pnncte legen. Von diesen lÜnfPuncten kann einer nacfc gegebener Richtung unend- 
lich weit liegen ; dadurch wird bedbgt, dass die fragliche Curre sweitcr Ordnung eine Hy- 
perbel bt, deren eine Asymptote db gegeben« Riehtang hat Es können auch swei der 
fünf gegebenen Punete auf einer gegebenen geraden Linie unendlich wdt liegen und dann 
ist diese gerade Unie eine Asymptote der Hyperbel. Aber auf derselben gi^jehenen geraden 
Linie fcnnu, wenn die Hyperbel irieht in ein System ron swei geraden Linien ansarteu soU. 
kein dritter gegebener Punct onendlich weit liegen, weil, weder im Eadlicbeii noch im lln- 
eadlicbea, drei Punete einer Cnrre swriter Ordnung in gerader Lbie hegen können. Wenn 
sber eine Hyperbel gegeben ist, so lassen sieh durch drei auf einem Zweige derselben uu- 
rodlitb weit entfernt liegende Pnncte neue Hyperbeb legen, ron welchen wir sagen, dass 
sie sich unter einander und insbesondere auch db gegebene, in unendlicher Entfer- 
nung osculiren. Zur vollständigen Bestimmung eber solchen Hyperbel sbd noch »wei 
Pnncte notbwendig and hbretrhend. Wif können nnch durch rbr Punete, welche auf ebem 
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Zweifr eiiter gegebenru Ihferbel ORendtich veil lie^. neue Hy^belo legen. Alle tokhe 
Hyperbeln osculiren sieh vierpnnetig in uneiidlichrr Entfernung. Ein einziger l'nnet i«t. 
hinreichend um eine dieüer HypcCbeln vullkomnien zu bezliimiien. Aber s» wir ilbrrhzupt 
zwei H) prrfarln sich im Endliehen nur in vier Puncten schneiden keRnm , so kbunen wir 
aueh Hiebt durch mrlir als vier Punetr , die auf eiaeni Zweige einer gegebenen Hj’perbrl un. 
eodlicb weit liegen , eine zweite Hyperbel legen. Wenn aber eine Curve der dritten oder 
einer hiihern Ordnung mrliegt, so lasst sieb, im Allgeneinen, durch fünf Puncte, die auf 
einem Zweige derselben uncnrilieli weil liegen, eine Hyperbel legen and zwar nur eine ein- 
zige und vollkommen bratimmle, wahrend durch bloss vier dieser unnidlicb weit etitferntcn 
Punrte, uneiidlirh viele Hyperbeln gehen. Jene einzige Hyperbel osculirt die Curve in unend- 
licher Entfernung fanfpunetig, für diese miendlich vielen Hyperbeln ist der Cuntact ein 
vierpuneliger. Aber so wie, im Allgemeinen, dnreh secka gegebene Pnncte keine Cnrve 
zweiter Ordnung sich legen lasst, so bleibt auch im Ciiendliehrn , wenn die vorliegen- 
de Cnrve nickt von besonderer Natur ist, die Aufeinanderfolge von sechs Pun- 
etfu auf einem unendlichen Zweige derselben, nicht von der Art, dass durch diesdhe eine 
sechspunrtig osculireiide Hyperbel sirb legen lasst. Eine Particularisatkni der vorliegenden 
Curve ist also nothwaidig, von welchem Grade übngens auch diese Cao’e sein mag, and 
diese Particularisatioii steigert sich mit der Anzahl derjenigen Pnncte. welche in unendlicher 
Entfernung zusammenfalleii sollen. Weil aber überhaupt eine Curve der n. Ordnung von 
einer Hyperbel nur in 'Jn Puncten geschnitten wird, so kann auch eine Curve der geaanolen 
Ordnnng sich unter keiner Bedingung soweit particularisiren , dass einer ihrer Zweige in 
uueiidliclier Entfernung mehr als Snpuiictig osculirt w erde, ; i . i . . .. t ■ . 

44. Wir wollen uns nun zu der analytischen Oisriission wenden, welche, wahrend wir 
uns einerseits in der Anlage denelben von den aUgemeinen Bemerkungen der vorigen Nuu 
mer leiten lassen , andrerseits die Begründung dieser Bemerkungen dathieten wird. 

Basel pa„_i + 0 , , ' (1) 

die allgemeine Gleichung der Corvrsi einer beliebigen n. Ordnung, weiche einea uneBdlicheo 
an der geradlinigen Asymptote sich hinziebenden Zweig haben. Hie allgeaMine Gleichung 
einer Hyperbel, welche die gerade Unk P ebenfalls zur Asymptoto hat, sei; .. 

‘ I pr -t- 1 == «. V M. i '• . . ' ' ' 

Wenn wir zwischon den beiden vorstehenden Gloickungen p.eliniiniren, so ergibt sich 

. 1 ' Ifl.— I — Mra>i--3 o. , (S) 

Da diese neue GIrichnng nur bis zum (»— 1). Grade ansteigt, so folgt dass — weil zwei 
DurchschaUlspuncto^imeudlirb weit liegen — die Hyperbel (2) die gegebeiimi Curven (IJ nur 
in 2(n— IJ Puutten adiueidri. Zur aualytischen Bestimmung dieser Oarchsckaittspuacte kün- 
uen wir uns der beideu letzten Gleichungen (2) und (3) bedienen.,' ,i 

Wenn die Curve, welche durch die letzte Gleichung., c3) dargestcllt wird,, eine solche 
Asymptote hat, die der Linie P parallel ist, so liegt einer ihrer Onrcbschuittr mit der Hyper- 
bel (2) nach der Kicbtnng dieser Linie unendlich weil:, es liegen also, in. dieser Vorausset- 
zung, drei DurchsrbiiiUr dieser Hyperbel und der, gegebenen Curve (1), nach derselben Rich- 
tung unendlich weil. Wenn die Curve. (3) die gerade Uuie I* zur Asymptote selbst hat. so 
liegen zwei Durchschnitte dieser Curve und folglich vier Durchschnitte der gegebenen Curve 
mit der Hyperbel (2) nach der Richtung der geraden Linie P nneadlich weil. Wenn über- 
haupt dir Hyperbel (2) mit den Cnrvcii (3) nach der Richtung von P in unendlicher Entfer- 
nung einen Mpuiieiigen Contnet bat. so steigt ihr Contact mit den gegebenen Curven (Ij zu 
einem (nH-2)piincligm an. ■ e , > 

Cm die Function p in der frlckhung (3) in .Evidenz treten ziy lassen, müssen wir die 
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Vorm der fSmetioBen r, Sla—i uad Sh—i naher particularisiren. 1» diesem Bude sei, indem 
wir diese Functionea von p and irgend einer, nach Beiiebea zu bestimmenden, zweiten liaea- 
im Fouction q ahhangeu lassen : rsq4- up4*/i, ■ ) i 

= opfli_ + q»-> + yq»-> + dq»-» + «j«-*+ • • • ?, (4) 

fl,-. E »pfl.— j + q*“' + äq"** + iTq""^ + zq*-^ 4- • • - ? : 

wonach die CltediHif (3) in die folgende Übergeht: > . ) . 

p{iofl',_, — /Mifl_ — ^«(q+/!i)flD-3l + ilq"-‘+rq»-^hdl|""*+sq'>'N- • • • +?| 

— ^<|q»-‘-l-»q"->+qq»-t+iiq»-«+ . . • +?q| 

— /iff(q"-«4-9q”-^+qq»-4+ . . . +^|. 

Wenn die benilgHdie Oirre eTne solehe Asymptote haben soll, welche der geraden Uiiie P 
parallel ist, so muss; wenn wir P gleich Null selzen, die vontehende Gleichung auf den 
(n — 8). Grad sich reduciren. Diese erfordert X=fi, ' (S) 

Wenn die Linie P selbst eine Asymptote der Curve sein soll, so muss, wenn p verschwin- 
det, die Gleichung der Curve auf den (n— 3). Grad sieh reduciren, es muss, neben der vor- 
stehenden Bediugungs . Gleichung , auch noch die folgende befriedigt werden: ' ‘ 

• . . y =, 3- + jj. , . 1 I " i;. II.. • (S) 

Nach diesen Beschränkungen wird die OMchaug der Curve die folgende; 

p|ofl’„l, — ofl,-, — u(q44f)fln— 3] + [(d— q— j?3)q»-J + (s--K— /?q)q*-4 + - • •'* | = o, (7) 
und wenn wir hiernach zwischen der vorslehmdm Gleiehung und der Olekhung der Hy- 
perbel (8), von Neuem die Function p eliminireii, ergibt sich: 

_n(q+;f)fl,^3|-r((J-q-iJ3)q“-'+(t-K-l.j?q)q-M- f=o. < (8) 

Da diese neue Gleichung auf aigehraisrheni Wege aas der Veririndang der Gleichungen 
fl) und (8) bervorgpgangrn ist, so stellt sie eine solche Curve der (n — 8). Ordiinng dar, 
welche von der durch die letzte Gleicbuiig dargestHlten Hyperbel in denselben Puneteii ge- 
schnitten wird, als die gegebene Curve (1) und die Curve (3) oder (?). Die Anzahl der 
Durchschnittspimcte hat sirb also rtirksirfatlich der gegebenen Cnrve um vier und in Rttck- 
sieht auf die Curve (3) um zwei Ehiliriten reducirt, aus dem' Grunde nemlieh , das.« einmal 
vier, das andere Mal zwei Dinrchsehnittspuncte nach der Richtung der Linie P unendlirh 
weit gerückt sind. Wenn die durrh die letzte Gleichung dargestellte Curve eine Asymptote 
hat , welrhe einmal der Linie P parallel ist , das andere Mal mit derselben ziisammenfltllt. 
so hat die Hyperbel (8) mit der Curve (7) einmal etnen dreipnurügeu; das andere Mal einen 
vierpunrtigen und mit der gegebenen Curve (1) einmal einen fllnfpunctigen und das andere 
Mal einen sechspunctigen Conlact in unendlicher Entfernung nach der Richtung der Asym- 
ptote P. Cm diese Bedingungen anssudTörken müssen wir die Mit derOleichimg (S) indem 
Obigen vorgenommenen algebraischen Opemtionen in Beziehung snf dir ''letzte Gleiehung 
wiederholen , zu welchem Ende eine neue Functionrii • Partieniprisation nothwendig wird. . 

Zu diesem Ende bemerken wir zuvgrderst, dass wir, unbeschadet der Allgemeinheit, 
fl,_, als eine blosse Function des (»— 8). Grades von q betrachten können j wonach die 
Anzahl der Conslanten in der Gleichung (1) auf die gerade nothwendige' sich reducirt. Diess 
kommt darauf hinaus, n in der dritten der identischen Glekhungeii (4) gleich Null 'ZU setzen. 
Es sei ferner fl,-. = epfl'._3 + q"-’ + rq"-’ + • • 

Hiernarb verwandelt sich die Gleiehung (8), wenn wir alle Glieder, welche p enthalten in 
dem S}-mbole ypSH—j zusammenfassen , in die folgende ; ■■■ ■ '■ ' '' ’ ' ' ' * 

' qiplS— 3 -t-iufq*-*-*- rq"-’-*- i ■') 

— [(J— q-/»3)q-=-t-(«— *— Mq-^+ • "■ 

' =,0. ' • 
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Die Annahme, dan eine Aaym^ote der benUgUihrn Carve der Linie P paranri aei. er. 
fordert, daas l(o — a) = J—r, — ß9. (9) 

Soll eine Asymptote dieser Curve mit der Linie P misammenfalltti , ae ist ttbrrdiws noch 
uothwendig, daas i(irr — otf) = t — *—ßij /}(<) — i)—ß^). (10) 

Die erste dieser heidra Bedingonga • Gleiebangen kommt also au den Mtfaem (5) und (6) 
hinan, wenn die gegebene Cun'e (I) von der Hyperbel (9) narh der Hiditang von P in im- 
mdlicber Entfernung fanfpuuetig uaculirt werden soll: beide Bedingungs-Gleicbnngcn kom- 
men au dm frtlbem kinau , wenn diese Osealalion zu einer sechspuiirligen ansteigen soll. 

Auf diesem M’ege kdnnen wir nach Belieben weiter gehen. 

45. Wir wollen jetat au der geometriseben Dentang der analytisehm Resultate, za 
welchen wir in der vorigen Nammer gelaugt sind , fibergeheiK Zum Behaf dieser Dentang 
kSniien wir, was unbeschadet der Allgemeinheit erlaubt ist , annchmen, dass die der Function 
q entsprechende gerade Linie Q anf der Asymptote P senkrecht stehe und duun den Puaetio- 
nen p und q die Bedeutuug rechtwinkliger gewöhnlicher Parallel-Coordinatea beilegen. Oer 
Werth der Function r fUr einen gegebenen Punct ist hiernach derjenigen geraden Linie, 
welche von diesem Puncte aus parallel mit der Asymptote P nach der geraden Linie R, der 
zweiten Asymptote der Hyperbel (8), gezogen werden kann. Wenn wir mdlkb dm euustan- 
tea Inhalt desjenigen Dreiecks, das durch eine beliebige Tangente der Hyperbel von ihrem 
Asymptoten- Winkel abgeschnitten wird , durch J beaeichnm, so ist endlich , den ubigm Be- 
stimmungen zufolge, SÄ = ±zf. 

Die beiden Fanctionen S}„-, and Q,^ stellen, bei der oben ihnen untergelegten Form, 
wenn sie anf einen gegebenen Pnnct bezogen werden, bezüglich die Producte derjenigen (n — 1) 
und (n — 2) Segmente dar, welche auf der, dnrdi diesen Puuet parallel mit P gelegten, geraden 
Linie, bezüglich swischm diesem Puncte und den (n— 1) und (n — 8) Durchschnittspunctm 
mit den beiden Curveii üo—i ~ o, ün-a = o, ' (11) 

liegen. Neonra wir den gegebenen Punct 0 und die beiden Gruppen von Durcbschniltspuii- 
cten M', DP, M', . . . DI*~' um! DI|,M,, >, so sind hiernach die bezüglichen Fan- 

ctionm- Werthe: 


S2^, = ODP . ODI’. OJI , OM»-' . 
ß.-. = OMi . 0.M: . OMj . . . 

Aus der Gleichung der gegebenen Curve ergibt sieb : , , 

pa_. . 

= - Tl — ’ 

also, wenn wir den Punct 0 irgendwo auf dem Umfange dieser Curve annchmen und den 
Fuespunct des von diesem Pimete auf die Asymptote P gefällten Perpendikels P nennen : 

„„ OM'.OM'. 

~ • OM, . OM, . OSlj . . . ÖM._. 

Wenn wir endlich in die Bedlngangs - Gleichung (5) die für Ä und gefundenen Aus- 
drücke einsetzen, so finden wir als Bedingung, dass die gegebene Curve (1) von der Hyper- 
bel (8) nach der Richtung ihrer gemeinschafllichrn Asymptote P dreipunctig osculirt 

j « - o /»o OM’. ODP. OM'.... OM»-' 

= + 2 . OP. — — — -Ij TTH 

, O.Mi . OM, . U.ll] . . . O.DI_a 

Für die erste der durch die beiden Gleichungen (11) dargesteUten Curven künnen wir 
insbesondere auch das System der (« — 1) übrigen Asymptoten der gegebenen Curve (1) neh- 
men und darnach die Curve 12a_, vollkMnmm bestimmen. Dann erhalten wir den nachste- 
henden Satz. 

In allen Hyperbeln, welche eine gegebene Curve n. Ordnung auf 
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einer ge|pekcncn Asymptote in naendlicber Entfernung dreipunelig nsru- 
lirrn, ist der Inhalt derjenigen Dreiecke, welche durch beliebige Tan- 
genten ronr dem Asymptoten -Winkel abgesrbnitten werden, constant 
Wenn aweh die (n— 1) übrigen Asymptoten der l'nrre, diejenige Curve der 
(n — 3). Ordnang, welche durch die iK*— 3) Dnrchschnit te der gegebenen 
Carremit ih renn Asymptoten gebt nnd endlirh noch ein beliebiger Punct 
der gegeben en Cur re gegeben sind, so erhalt man diesen conslaiileii In- 
halt, wenn man von dem gegebenen Puncte aus ein Perpendikel auf die 
erstgenannte Asymptote fallt and durch denselben eine gerade Linie pa- 
rallel mit dieser As ym pt ot e sieht, u ad dann das doppelte Prod uct des 
Pe rpe^n d ikels und derjenigen (a — 1) Segmente, welche auf der letstge- 
nannten gerades Linie swisehen dem gegebenen Puncte und den (n — 1) 
übrigen Asymptoten liegen, durch das Product derjenigen (n — 3) Seg- 
mente derselben geraden Linie, welche swisehen dem gegebenen Puncte 
and dear einsei nen Durehschnitten mit der gegebenen Curve der (n — 8). 
Ordnung liegen, dividirt. 

Den reciproken Werth von J hünnen wir als das Masss der Annäherung der 
Curve an ihre Asymptote P bctrachtcu. 

Wenn die gerade Linie P eine dreipunctig osodirende Asymptote der gegebenen Ciin-e 
ist, so hat diejenige Curve, welche durch die sweite der Gleichungen (11) dargestellt uird, 
nach der vorigen Nummer, eine Asymptote, welche derselbcu geraden Linie P parallel ist. 
Hieraacb w ird eioes der Segmente im Nenner des Ausdruckes für n unendlich nnd demnach 
kommt o. 

Die osculirende Hyperbel artet alsdann in ein System von sw’ei geraden Linien P nnd 
R aus , wovon die Notbwendigkeit von Vorne herein einleuchtet, weil die erste dieser beiden 
geraden Linien für sich schon die Curve (1) dreipunctig in unendlicher Entfernung osculirU 

46. Die Lage des Mittelpunctes der dreipunctig osculirenden Hyperbel auf der Asymptote 
P kann jede beliebige sein und auch die Richtung dieser sweiten Asj-mptote kann von Vorne 
berein beliebig angenammea werden. Dean für die in Rede stehende Ordnung der Osculalion 
haben wir über die beiden Constanlen ß und u, also über die Lage der Unie R, durchaus 
keine Bestimmung erhalten. Die erste der beiden genannten Constanten wird aber durch 
die Gleichung (6) , welche die Bedingung enthalt, dass die dreipunctige Osculation zu einer 
vierpunctigen ansteige, bestimmt. 

Wenn wir in den beiden 1 etilen der idenüschea Gleichungen (4) p und bezüglich 
und gleich NuU setzen, so erhalten wir die folgenden Gleichungen: 

g— • 4- f = o, 

•+ • • • +1 = 0, 

zur Bestimmung der Durihschnittspuarle der Asymptote P mit den beiden Curven fl,—, und 
wobei wir, wie in der vorigen Nummer, für die erste dieser Curven das System der 
(n— 1) übrigen Asymptoten der gegebenen Curve nehmen wollen. Nennen wir diese Durch- 
schnitte bezüglich P' , P‘. .. P“-' und P| , P,, Pj . . Pr— a nnd A den Durchschnitt der- 

selben Asymptote P mit der Linie Q, so ist: 

y = — I AP' + AP* + AP'+---+AP»-'j , 

» = _ jAP, +AP, + AP,+ - • +AP o— J j> 

Endlich ist , wenn wir den Mittelpunct der Hyperbel (8) durch C bezeichnen und dann in 
der identischen Gleichung r ^ q+ap+/l 

zugleich r=o and p = o setzen: (1 = — q = — AC. 

6 
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Die Gleicbiwf (6)', welche die Bediug«ii|: dner riecfoaetigea Oeenl>tiM aagdrttckt, gebt 
biemacb in die folgende über: i 

AP'+AP'-AP'^. ■ . . +AP“-' = AP,+AP,-^AP,^- • ■ +APi_.+AC! 
und ' vrreioracbl sich noch, wenn wir die Milte der Puncte P', P>, P*. . . P«-‘ (dns brieet den 
Scbw rrfunrt glcicbrr Gewichte, die w ir uns 'in diesen Palleten nngebraebt denbea) durch P“ 
und dir Milte der Puncte P| , P, , P3 . . P„_, und (' durch Po bezeichnen ; wonach man. wenn 
man zuglcirli durch (u — 1) die beiden Thrile der vorstehendeii Gleichung dividirl , die fol- 
gende Gleichung rrhHit: AP” => AP». 

Dir M it t e I puncte aller Hyperbeln, deren eia Zweig eine gegebene 
C'urve n. Ordnung in unendlicher Entfernung vierpienctig osculirt, fal. 
Irii in denselben Puncte der genei nse haft I ich en Asymptote beider zu- 
samnieii. Dieser Puact ist dadurch bestimmt, dass er mit den(a— 8 ) 
Durchschnitten der genannten Asymptote mit der gegebenen Curre ein 
Sj.slem von (n— 1) Puncten bildet, welcbes mit dem System der (a— 1 ) 
Durchschnittspuncte derselben Asymptote mit den (a — 1 ) dbrigen Asym- 
ptoten der gegebenen Curve eine gemeinschaftliche Mitte bat. 

47. Wenn wir, um in der grometrischrii Deutung der Resultate der 44. Nummer fort- 
zu.scbreiteu, die Hyperbel (8) so bestimmen wollen, dass sie die gegebene Curve filnfpunclig 
osrulire, so muss neben den Gleichungen (5) und (6) aurh noch die Gleichung (91 befrie- 
digt werden. Die Form der Gleichung (8) drtlckt schon ans , dass die beztiglicbe Hyperbel 
mit der gegebenen Curre die Linie P zur grmeiuscbnftlirhen Asymptote bat. Von den drei 
Constuntrn /c, ß and u, von welchen diese Hyperbel anssrrdem nur noch abhtngt, wird durch 
dir Bedingung eines dreipunctigen Coutactes die erste und durch die Bedingung eines nrr- 
puncligcn zugleich die zweite bestimmt. Es bleibt also fairraaeh nur noch die dritte Con- 
staiilc a, welche die Riciitung der zweiten Azy-mptote R der Hyperbel (8) gibt, willkabriirb 
aiizuiieluneu übrig. Durch die neue Gleichung (0) wird diese Constante auf einzige Art be. 
stimmt. So lange also der Contact nur bis zu einem vierpiuutigen ansteigt, klinuen wir der, 
lihrigeus vullkonimeu bestimmten, zweitea Asymptote der Hyperbel (8) noch jede beliebige 
llirliluiig geben; unter diesen rersebiedriim Richtungen gibt es iodeas eine einzige und roll- 
kommen bestimmte, welche der in nnciidlichrr Entfernung fünfpunctig osculirendcn Hyper- 
bel augehiirt. 

Die Gleichung (9) geht, mit Berilcksichligung der Gleichung (5), in die folgende Uber: 
/i(a — a) — J—i ; — ß9. 

Mir kttnnen voraussrtzea , dass die Linie Q durch den gemcinichafUichen Miltelpunct aller 
auf der As) mplote P rierpiinctig osculirenden Hyperbeln gehe. Alsdann ist ß — 0 und man 
erhalt : y ■= ® , 

fia = /la + )j — d. 

Der allgemeine Werth von a Hesse sich hiernach, wie die Werthe roa k und ß, ohne Schwie- 
rigkeit geometri.scb darstellm ; doch kk sehe hierbei keinen Nutaen. 

48. Da alle Coustanten der Hyperbel (8) dadurch voUkoaunen bestimmt sind, dass die- 

selbe eine fünfpunclig osculireude ist. so gibt es, im Allgemeinen, keine sechspnnctig oieu- 
lirpnde Hyperbel. Die Bedingungs- Gleichung (lU), welche, wenn der Contnet von dieser 
Ordnung sein soll, biiizukommt und die nach den Be.«limmungea der vorigen Nummer sich 
auf die folgende vereinfacht /t(at — aS) = t — », 

und nach der Elimiaatiou von k in ' . - - 

fia(r—9) — f — * + 

übergeht, drückt also aus, von welcher besunderii Natur die gegebene Cnrve sein mnss. 
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f 

trean eine solche seclispauctig usenlireude Htfierhel exislirrii soll. Alsdann gibt es , im 
ftgrnlticheB VeraUuMie keine flbifpiiiKtig osciüirenie Hj^erhel, weil der Cantact sogleich von 
einem rierpnurtigen zu einem sechspunctigen tlhcrspringl. 

Es kann, in mehr noch nniergeordneteii Fallen, die eiiinige fUnfponctig osmlireiide Hy- 
perbel aiieh dareh eine mehr als sechspnnctig oscullrende Hyperbel erseint werden. Der Con- 
laet kamt im Allgemeinen, wenn die gegebene Curve von der n. Ordnung ist, bis zu einem 
tnpnneligen ansleigm. Die folgeuden Nummern werden hierüber mehr Licht verbreiten. 
Wahrend nemlieb, für die leisten Entwicklungen der Keim schuii in meinem Systeme der 
enolytisehen Geometrie (Orilter Abschnitt, $. S.) liegt , wollen wir jeist in unsem Betrach- 
tungen von demjenigen Gesichlspuncte ausgebeu, der diesen Band meiner Arbeiten von den 
frühem characteristiseh unterscheidet. Wir werden auch hier wieder eiue Bcstatiguug dafür 
finden , dass die grüsscre Allgemeinheit und Abstraetheit , die wir in das Priueip einer ma- 
Ihematiseheu Darstellung legen, durch die Einfachheit und Leichtigkeit der Entwicklung be- 
lohnend aufgewogen wird. — 

49. Wir wollen in der Qleiehung einer gegebenen Curve der n. Ordnung eine solche 
Hyperbel, welche mit ihr nach der Richtuilg einer ihrer ,4s>mptoten in unendlicher Entfer- 
ming einen Coatact von irgend einer gegebenen Ordnung bat, uiimiltelbar in Evidenz treten 
lassen, und hierbei erstlich voraussetzen, dass dieser Coutact ein Smpunctiger sei. Die osru- 
lirende Hyperbel sebneidet nlsdana die gegebene Curve im Allgemeinen in 2n Puncten , und 
von diesen liegen Sm nach der Riehtsng der. gemeinaebafUiebrn Asymptote, die wir wieder- 
um P nennen wollen, unendlich weit und sind also auch ala die ni Paare von Onrehsehuiu 
ten der Hyperbel mit m geraden Linien, welche in der Asymptote P susanmenfailen , auzü- 
sehen. Aus einer sehicklichea algehraisohea Verbiudoog der Gleichnng der Curve 

= 0 (0 

mit der Gleichung der oseulirendrn Hyperbel, welche wiederum die folgende sein mag: 

pr + 1 — o, (2) 

muss hiernach eine neue Gleichnng sich ergeben, in weleher p*" als Fartor sich berausstellt. 
Durch dies« Bemerkung wird eine ideatiselie Gleichung von der naebsteheuden Form bedingt : 
ü, = (pr+i.'ß„_, -(• ^ip“flo_« , (3) 

deren Diseussinn alle fragliclieB gromelri-seheii Beziehungen in ein helles Licht steilen wird. 

Lassen wir den Ausdruck (piH-4) verschwinden, so tritt der verlangte Factor p°' in der 
Function Ha wirklich in Evidenz. Damit die Form dieser Function die allgemeinste werde, 
haben wir im ersten Gliede ihrer Entwicklung jenem Ausdrucke des zweiten Grades die all- 
gemeine Function des (n — 2). Grades fiu— ■ und der m. Potenz von p im zweiten Gliede die 
allgemriiir Function des (n — m). Grades als Factor beifilgen müssmi. Die einzige 

Asymptote der gegebenen Curve, welche in der vorstehenden identischen Glekhnng in Evi- 
denz tritt , ist P , denn nur dann , wenn die entsprechende lineare Function p verschwindet, 

redurirt sich der Grad der Fanction Ha um zwei Einheiten. Diejenige Curve der (a — m). 

Ordnung welche durch die Gleiehimg ; 

fl.— = 0, (4) 

dargesteilt wird, geht durch die, nicht auf P unendlich w eit liegenden, noch übrigen 2(n - m) 
Dureksebnitlspuacte. 

M'enu der Coutact auf der Asymptote P zu einem (2m-^l )puncligen ansteigen soll , so 
muss von den letatgenannlen 2(n— w) DnrcbschnUtspunrteii der oseulirendrn Hyperbel mit der 
gegebenen Curve einer nach der Richtung von P unendlich weit rücken, oder mit andern 
Worten, es muss die Curve (4) eine solche Asymptote haben, welche mit der Asymptote P 
parallel ist. Diess bedingt die naebstefaende Purticnlarisation der Funetion Ha—tat 
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h^m—m s + aiK-m—t , ( 5 ) 

wonach die Gleickimg (3), indeai lie eine ConaUnte verlicit, i« die felfeade sidi verwan- 
delt : ii, = (pr+t)ß_, + p“(a«{p+o)Öo— ._i + a£h— •>— >]. (6) 

Kü jit oflenbar , daaa, wenn swei der 2(a — ■) DarchschalUapnacte der Cune (4) mit 
der ft-ag^licben Hyperbel (3) auf P uneadlich weit liegen, wonach P eine Asymptote der ge- 
nannten Curre wird, die Oleichnng der gegebenen Ciirve diejenige Puna haben muss, die durch 
die idenliaclie Cleichung (3) angeaeigt wird , wobei m um eine Hbiheit wAclut. Um dicas 
direct nacbzuweisen , wollen wir, in Qemaaikeit der obigen Voranaselaung a in der letsten 
Gleichung gleich Null nehmen. Dann kommt : 

ß« = (pr+ljß,-. + «p'*+ I + op“ß_«_, 

= (pr+t)[ß,_, + j-p^ß.—»-,] + [^jp'"^ <©..^—1 — ^■p’"*'rßo-Bi-«l 

= (pr4-l)ß^, + /<’p“*'ß._._, , 
indem wir, der Kurse halber, 

ß._j + j p^ßl—ii,-, S Hn-u 

— I — j-pß, -n— a S /i ß a— ■— I 

setzen , wonach die beiden neuen Panctionea die allgemeinen ihrer Ordaang sind. 

Zugleich ist durch diese letzten Umforainngen die Form der Gleicbung (3) fUr (m+1) 
gerecblfertigt, wenn ihre Gültigkeit Ahr m dargetban ist. Sie ist also Überhaupt gerechtfer- 
tigt , wenn sie, was unraittelbnr in die Augen springt, fUr den Pall, dass Statt findet. 
50. Im Allgemeinen ist die Anzahl der Conatanten in den beiden Gleichungen: 

(pr+i)ß_, + = o, (1 ) 

(pr+t)ßM + p”ll‘(P +“)©o— I»— I + oß»_B_l .so,! (S) 

eine UberzZblige, wegen der dnrch ihre Form hervorgerufene Abhängigkeit der beiden Fun- 
ctionen ßn— I und ßa— B von einander. M'ir können die erste dieser Functionen um eine wUl- 
kuhrliche Function von der Form pp^ßn—a—i wachsen lassen , und brauchen dann bloss, 
damit die Gleichung (1) unverändert dieselbe bleibe, die Function ß„_m nur mit einer an- 
dern Function derselben Ordnung zu rertausebeo. Die Anzahl der Überzähligen Conslanten 
ist daher der Anzahl der Conatanten der Function pß»— m-s gleich und betrugt liieroach 

(n— m— 3)(n— m+1) j 

FUr zi^=» — 2 reducirt sieb diese Anzahl auf Eins, wobei die willkobrliche Function in eine 
willkuhrlicbe Constante sich verwandelt. Für m=-B — 1 und fUrnw^n, findet die in Rede ste- 
hende Transformation gar nicht mehr Statt. Wir können also, unter dieser Beschränkung, 
aus der vorstehenden Gleichung (1) durch eine particultlre Bestimmung der Function ß,_> 
nnd ß„— ™ (etwa indem wir die erste dieser beiden Functionen alt vou p und einer beliebigen 
zweiten linearen Function q abhUogig betrachten und dann alle Glieder,, welche p bis znr 
m. Potenz einschliesslich enthalten, ausfallen lassen) die obige Anzahl von Constanlen fort- 
schaffen ; wonach deren noch 

^ fn— a)fiH-1 ) (n— mKn— w+3) r fn— m— 2)fn— m+ ll ^ ^-i _ n(n+3) 

Z 2 L. Z , J 2 

übrig bleiben. In der Gleirhung (3) betrugt hiernach die Anzahl der Constanten Eins we- 
niger, also _n(^3) — — 5j_ ' ' . (t) 

Bezeichueu wir den Contact der Curve mit der Hyperbel überhaupt als einen fpunctigen , so 
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kSnnen wir <ie beid« Aasdiücke (S) und (4) in d« folgenden snsamaienfsssen ; 

^ - (,- 5 ). 


( 5 ) 


Wir seben hiemiM, dass fUr einen ftofpunctigea Cuitnct die ConaUnten-Ansabl, die ge> 
rsde no(b wendige für Cnrven der n. Ordnung überhaupt kt; dass aber, wenn die Ordnung 
des Cunlactes anateigt, für jeden neuen Punet, der mit den auf P uneadlkb weit entfernten 
Osrulationspuncte sieb vereinigt, die nutbwendige Anaabl von Constanten um eine Einheit 
sich vermindert Dieas kt damit in UebereiostimaNmg , dass eine gegebene Curve der n. 
Ordnung auf einer gegebeneu Asymptote jedesmal von einer einzigen Hyperbel fiinl^nnctig 
osculirt wird, dass sie aber jedesmal einer neuen Besehrankoug unterworfen werden muss, 
wenn die Ordnung des Contactes, von einem fllnfpunctigen an, um eine nene Einheit wachst 
M'enn der Contact hiagegen ein bloss vierpunctiger ist, so enthalt die entsprechende Glci- 
ebnng (1), indem wir m=4 setsca, noch eine übersEahlige Constante; ist der Contact aor ein 
dreipunetiger, so enthalt, indem wir nii>=l setzen , die Gleichung (2) noch zwei ttheiwablige 
Conslznteo. Diese werden dadurch bedingt, dass die kagiiebe Hyperbel, wenn sie nur virr- 
uad dreipunctig osculirt, keinrr aussebliesslkben Beziehung znr Curve stebt In dem ersten Kalle 
muss die Ikinction (pr+t) , welche einer solchen Hyperbel entspricht , nothwendig eine will- 
kubrlicbe Constante, von welcher die lUcbtnng der zweiten Asymptote R abbängt, etnsebiies- 
sen ; in dem zweiten Kalle , müssen awei solcher Constanten da sein und von denselben die 
Lage der Asymptote R überhaupt abbangen. In Cebereinstimmung hiermit künnen wir wirk- 
Bcb der Gleichung • (pr+l)fi.— i + /ip^f/»— , => o, 

welche auf den Kall einer vierpnnctigen Oaculation aicb bezieht, in die folgende von ganz 
gleicher Korm (p(r+ypH-l.)ß„_. + = o, 

in der y jeden beliebigen Werth haben kann, verwandeln, indem wir, der Kürze w^en, 

setzen. Und ebenso können wir die folgende Gleichung, die einem bloss dceipuncUgen Con- 

tactc entspricht , (pr+l)ß„_, + pl^<(p-H»;0«-, + ofi.—]] = o, 

ohne sie dabei im geringsten zu andern , indem w ir , 

r + yp + d = r, 

_ — yß„-, + = 

— dßg_i + ^o0„_, + oß,_j s , 

setzen, mit ddn naebatefaendea von ganz gleicher Korm vertanschen; 

(pr'+i)ß,^_, + p[;<'[p+<»')ef„_, + = 0. 

1. In den oben ausgeacbloasenrn Küllen eudlkb , wo at=n — 1 und , und demnach die 
Ordnnag der Osealation eine (2n— 2)pmictige, (2n— Ijpunctige oder 2»puactige kt, tritt in 
den entsprechenden Gleicbnngeu ; ’ 

(pr+A)ß,_» + ^p'-'s *= o, . < . 

(pr+Ä)l-’i« + «pM-op^‘ = 0 , ' 

' ' (pr+Älßo—, + ;ip“ = o. ' 

unmittelbar die durch den Ausdruck (5) bestimmte Anzahl von Constanten hervor. 

51. Die Gleichung (pr+Ä)fl„_, + /ip“<T,_, => o, 
iu welcher eine impuiictig oscuiirende Hyperbel in Eridenz tritt ,' wird bekiedigt , wenn 
wir zugleich ; , = o , p“ = o , ' 

setzen. Diess heisst, wenn wir geometrisch deuten,’ es lasst sieh durch die (n— 2) Durch- 
•chuiltspuncte der gegebenen Curve a. Ordnung mit ihrer Asymptote P eine Curve der C"— *)< 
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Ordiiuof; I?.—, Irgrn, wdclie die Kegrbeae in jcdna dieser («—8> Diirthsrhaitt^innli* Mpun- 
rtig osrulirt. (lud, umgekehrt, wenn diese Mngiirhkrit vorhanden ist, so gibt es io noend- 
lit'hrr Entr<rniiiig eine wenigstens 8mpunc1ig osrulirende Hyperbel. So lange m kleiner ist 
als (n— 1), gibt es soleher Curven der (n— 8). Ordnung unendlich viele, welche, weoo 
nach einander alle willktihrlirhen Kunctioneo der (n — m — 8). Ordouig bedeutet, nach der 
vorhergebendtni Kojuner, alle durch folgende (ileichnng dargestelU werden: 

12.—, pp"'f = o. 

Jede solche Curve schneidet die gegebene ausscrdesn noch ia fa-*8)(n — m) Pauetcn, welche 
alle auf einer Curve der (m—ti). Ordnung liegen, für deren Gleicluing sieb die aacbstebcnde 
ergibt: — p(pr+i}ll_p_, = o. 

Denn die beiden letzten Gleirhnngeo befriedigen , weaii sie zugleich bestehen , die Gleichung 
der gegebenen Curve. 

Auf diese Weise haben wir die geoaetrisebe Bedeutung der zu Anfang der vorigen 
N'umaier betrachteten UberzAliligm Ciinstauten nachgewiesm. 

Wem), bei einer willklihrliciien Annahme der Knurtion die durch die letzte 

GIciehnug dargestellte Curve der (n — m). Ordnung eine solche Asymptote bat. die mit P pa- 
rallel ist, so habeu es, nach der Kanu' dieser Gleirbuag, alle solche Curven. Dann steigt 
die Ordnung der Osculation nach der Richtung vun P in unendlicher Entfernung von einer 
8npunctigrn zu einer (8m-e l)puoctigen an. 

ii. Um zu particularisireii, wollen wir zuvttrderst die Cun'en der drillen Ordnung be- 
tracblen. Hier eulsprerhrn einer drei-, vier-, fünf- und s e c h s punctig in uneodlirber 
Kolfcrnuag osrulirende» Hyperbel bezüglich die naehstehenden vier Gleichungen. 


(pr-t-A)g + «ip|tp-i-u)s -► oj = 0 , 

(1) 

(pr-vlfg «<p^ = 0 , 

(2) 

ipr-t-Älg -t- ,«pnp-4-o) = 0 , 

f») 

^pr-^Ätg + fip' = o. 

(<) 


Von diesen vier Gleichungen enthalt nur dir drille , welche auf einen fünfpunrligen 
Contact sich bezieht, dir für Curven der dritten Ordnung, im Allgemeinen, oothwradige und 
hinreichende Anzahl von Constantrn, iirinlirh neun. Da beior ilbrrzaliligr Conslanle diese 
Gleichung unbestimmt macht, so ist sic mithin die allgemeine der Curven dritter Ord- 
nung. Dir letzte Ulrichuiig enthalt nur acht Coiislanirn, und unter diesen keine überzählige. 
Nur Curven dritter Ordnung von einer besondem Art — die wir aus der Form der Gleichung 
sogleich naher bestimmen werden — haben eine scchspuactig osrulirende Hyperbel ; dir Glei- 
chung (d) ist die allgemeine Gleichung solcher Curven, weil ihr an der aligmurinen Anzahl 
der Constanlen nur eine fehlt. Die zweite Gleichung entliUlt eine fibrrzalige Constante, 
welche daher rührt , dass die Bedingung eines vierpuncligen Conlacles in der Gleichung der 
osrulirenden Hyperbel eine Constante unbestimmt lasst. Dir. erste Gleichung endlich enthalf 
drei Constanten zu viel und muss also, weil eine drripunctig osculirende Hyperbel nur zwei 
w'illkuhrliche Constante zulasst, in der obigen Form, abgesehen von dem, der Hyperbel ent- 
sprechenden Kactor (pr-t-Ä), noch eine llbrrsahlige Constante einschliessen. Diese kommt 
auf die Function g; denn in Crbereinstimmang mit der 60. Nummer, künurn wir, indem p 
eine beliebige Constante bezeichnet, <Ue obige Uieicfanng (1) auch anf folgende Weise schrei, 
ben: (pr-t-sHg+pp) -I- /'’p|(p-(-“V-H>’) = o, 

so dass die Form dieser Gleichung sich nicht ändert, wenn wir in ihrem ersten Qliede (g-wpp) 
statt g in Evidenz bringen. Alle geraden Linien, welche, bei willkubriicber Annahme von 
P, durch die folgende Gleichung g -t- Pp o 16| 

dargestelU werden, stehen in gleicher geometrischer Bcziehimg zu der gegeben«» Curve. 
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S- !• Zweige mit geradliuigea Anymptotea. 

Wir könaeii imkcRoiKlrre f m kestiaiaen , du« 

■q + rp a i -f> T. 

Dann ninunt dir Gleirhiwg der Cnrve, wenn wir dir Arrratr fortIaa««B, die foigmde Kom 
an: ‘ ’ (pr4-t)(R-t-r) ^p|(p-«-a)« -4- a] => ö, 

und enthalt nim mir noch 11 Conatanten, von denen die beiden iberaahligen aaf die un- 
vollständige ÜrstiniRiaag einer liyperhel dnrch die Bedingung einer dreipniictigen Oscnlatioa 
kommen. Diese Irlate Korm Ul ans der Gleichunf(l) durch eine solche Particularisation hervor- 
grgangen, welche von den Relationen einer aolrhcn Oaculation unabhängig ist und die des- 
halb rar uns nur eine untergeordnete Bedeutung bat. i M'ir erkennen indes« Mgleicb, daas , 

dir Functtoii (s-t-t), durch welche die Pimctjon q ersetst worden ist, eine aolehe gerade Li- 
nie bezeichnet , w-elchr, wahrend Q jede beliebige Ricbtung haben kann , insbesondere euer 
As)mptote der gegebenen Curve n. Ordnung parallel ist; denn setzen wir in der letzten 
Gleichaiig (s-t-r) = o, so reducirt sich dioM Gleichung auf dm zweiten Giwd. Die Olei- 

cJiiing (äj zeigt, dass die gerade Linie Q zwar jede beliebige Richtung haben kann, dabei 

aber iinmrr durch einm festen Punct der Asymptote P gehen muss. 

53. Wir wollru zuritrderst nun die Form der Gleichung (1) 

(pr-t-l)q -h p[/i(p-ea>s-i-o| = o, ■ (11 

welche eine drripnnctige Osculation der bezttglichen Cnrrc dritter Ordnung mit der durch 
die Gleichung pr -t* X = 0 , '■ (0) 

dargestelltm Hyperbel auf der, beiden gemrinschaftlichrn Asymptote P in iinrndlicher Entfer- 
nung , anzrigt , naher ins Auge fassen. Der Gleichung (1) geschieht Genüge , wenn neben 
der letzten Gleichung auch die folgende befriedigt wird : 

(p-l-o>i - 1 - o = o , ' (7) 

welche eine snlebe Hyperbel darstellt, die eine mit P parallele Asymptote hat Die beiden 
Hyperbeln (6) und (7) schneiden sich nur in drei Puncten, und dies« Puncte siod die ein- 
zigen Puncte, in welchen, abgesehen von unendlich weit eutfemten Osmlationspnncte , die 
gegebene <’m-ve von der osculirenden Hyperbel geschnitten wird. 

Für die Durchschnittspuncte der Linie Q mit der Curve ergibt sich: 

^ |(p-t-a)s -I- o = 0 , 

so das« einer auf der Linie P, und die beiden andern auf der Hyperbel (7) liegen. Lassen 
wir, in Gemitssheit der Schluss-Bemerkung der vorigen Nummer, die Linie 0 oa* ihren Durch- 
schnitt mit der Linie P sich beliebig drehen , — und dieser Durchschnitt ist dadurch voll- 
kommen bestimmt, dass er zugleich der einzige Pnnet ist, in welchem die gegebene Curve 
dritter Ordnung von ihrer Asymptots P gesrlinillrn wird — so schneidet sie in jeder ihrer , 

Lagen die gegebene Cnrve ansserdem noch in zwei Puncten; und legen wir dann durch diese 
beiden Puncte eine beliebige Hyperbel , [(7)] welche 'überdies« nur noch eine Asyaiptole hat, • 

welche mit der grmden Linie P parallel Ist, so schneidet- diese Hyperbel die gegebene Curve 
ansserdem noch in solchen drei i^nrten, durch welche eine zweite Hyperbel geht welche die 
gegebene Cnrve naeb der Hichtung ihrer Asymptote P dretpnnetig osaitirt. kennen wir diese 
drei Puncte , so ist diese zweite Hyperbel dudurch , dass sie tberdicss dir Asymptote P zu 
der ihrigen hat, auf lineare Weise bestimmt Wenn andrerseits aber eine Cnrve (dritter 
Ordnung) und eine ihrer Asymptoten P gegeben ist, so hangt eine Hyperbel, welche die Curve 
auf dieser Asymptote drripimriig osmlirt, nur noch von zwei w illkührlicben Constanten ob 
und ist also vnllkuinmen bestimmt; sobald sie der Bedingung unterworfen ist, durch irgend. 

fcgebene Puncte, die ibhbesoudere auch auf der Curve' selbst (unter den iMstbezeieh- 
nrlen drei Durcbschnittspuiieten) angenommen werden kbiinen. zu geben. Die Cua.struction 
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der Hyperbel bftngt also hiernach nur von der Bralinniang irgend emea dritten Paartet der* 
telbrn (det drillen jener drei Durcbtcbnitttpuiicle) ab. , Hiernach erhalten wir die Aufliwung 
der nachttehnideo Aafgabe; I S 

Eine Hyperhel au betchreiben, welche eine gegebene Curre der drit- 
ten Ordnung auf einer gegebenen Asymptote in unendlicher Entfernung 
dreipunctig oaculirt, und llberdiesa in awei gegebenen Pnncten 
schneidet. 

Man lege durch den Durchachnittspnnet der gegebenen Curve mit ihrer Asymptote P 
eine gerade Linie, welche die Curve noch in awei Puncten [N und bri schneidel, beachreibe 
durch diese betden Puncte und die beiden gegebenen Puncte |N und Mj eine Hyperbel, die 
eine der geraden Linie P parallele Asymptote bat. Diese Hyperbel schneidet die gegebene 
Curve noch in einem einaigen Puncte |M'|. Alsdann ist die verlangte Hyperbel diejenige, 
welche durch die drei Puncte AI. M' und M" geht und die Asymptote P auch au der ihri- 
gen hat 

Alle angrseigtm ConstrartioneD sind bloss lineare. Es liegt nicht in nnserer Absicht, 
hier in die Ausfllbruiig derselben einaugehen. 

hd. M'ir wollen aur Betrachtung der Porm der Gleichung: 

(pr-t-A)g.-t- /ip=s = o, 

welche eine vierpiinctige Osculaliun anzeigt, übergehen. Zur Bestimmung der Durch- 
schnittr der beaüglichen Curve mit der Linie Q erhalten wir die folgenden Gleichungen; 

tp'= ö, 

q = 0, r 

^ IB — o. 

Es fallen also von den drei Durcfaschiiitlspuncten zwei auf der Asymptote P zusammen; die 
gerade Linie Q ist also die Tangente der Curve in demjenigen Puncte, in welchem diese 
von der Asymptote P gesehniUeo wird und ist hierdurch vollkommen bestinuat Ihr dritter 
Durchschnitt mit der Curve liegt auf der geraden Linie S. Die Gleichung der gegebenen 
Curve wird ferner befriedigt, wenn augleicb die folgenden Gleichungen Stattt finden 

s = o. = 

/pr -t- 1 = 0 . 

Die gerade Linie S gehl also, ausser dureb den Durchschnillspunct auf Q, auch norh durch 
die heideo Puncte , welche , abgesehen vom Oseulationspuncte , die beiden einzigen Durch- 
scbniUspnncte der Curve mit der osculirenden Hyperbel sind. 

Wenn wir also in dem einzigen Durrhschnillspuucte der Curve mit ihrer Asymptote P 
eine Tangente 0 <ui die Curve legen, so schneidet diese Tangente die Curve ausserdem noch 
in einem einzigen Puncte, und dieser liegt mit denjenigen beiden Palleten, in welchen die 
Curve von einer vicrpnnctig osculirendto Hyperbel geschnitten wird , in gerader Linie S. 
Dieser Satz gibt die Conslmction der folgenden Angabe. 

Eine Hyperbel au beschreiben, welche eine gegebene Curve der drit- 
ten Ordnung auf einer gegebenen Asymptote in unendlicher Entfernung 
rierpanetig osculirl und überdiess in einem gegeb enen Puncte schneid et. 

Man lege an die Curve in ihrem Durchachnittspunete mit der gegebenen Asymptote eine 
Tangente, und verbinde denjenigen Punct. in welchem diese Tangente der Curve aum zwei- 
ten Male begegnn , mit dem gegebenen Punric auf der gegebenen Curve dnreb eine gerade 
Linie ; man bestimme den dritten Punct, in welchem diese gerade Linie die Curve schneidet. 
Dieter Punct ist alsdann ein neuer Pnnet der zu bestimmenden Hyperbel, die dadurch voll- 
ständig bestimmt ist, dass sie durch awei gegebene Puncte geht und überdiess mit der ge- 
gebenen Curve auf der Asymptote P einen dreipunctigea Contact hat 


Digitized by Google 


49 


$■ !• Zweige mit geradlinigen Asymptoten. 

Eine rinracbere CoBstnirtion der fraglicben H)'perbel ergibt sieb, wenn wir, statt diese 
Constnirtion auf die Aafgabe der vorigen Nummer zurtlcksufübrrn . nach dem Satze der 48. 
Nummer *) den Mittelpunct dieser Hyperbel bestimmen. Dann sind zwei gegebene Puncte, 
die gegebene Asymptote P und der auf ibr bestimmte .Mitlelpnnct zur vollständigen Bestim- 
mung der Hyperbel hinreichend. 

55. Aus der vorigen Nummer ergibt sieh der nachstehende Satz : 

Alle Hyperbeln, welche eine gegebene Curve der dritten Ordnung 
auf derselben Asymptote in unendlicher Entfernung vierpunctig osculi- 
ren, haben mit der Curve solche gern e insch a ft lieh en C h ord en, w el ch e 
alle d'urch einen festen Punct der Curve gehen. 

Unter den unendlich vielen vierpunctig oscnlireiiden Hyperbeln befindet sich eine einzige 
U ebergangs-Hyperbel , für welche der Coiitact zu einem fünfpunctigen ansteigt. In den Be- 
ziehungen der vorigen Nummer ändert für diese Curve sich weiter nichts, als dass, indem 
die Kunction s in (p+a) übergeht, die Linie S der Asymptote P parallel wird, und also der 
Curve, ausser in dem Durchschnitte mit der Linie Q, nur noch in einem einzigen Puncte begegnet. 
Dieser Punct, welcher zugleich auf der lünfpunctig osculirenden Hyperbel liegt, ist hiernach 
leicht zu construiren ; wir brauchen nur in dem einzigen Durchschnitt der Asymptote P mit der 
gegebenen Curve dritter Ordnung an diese eine Tangente zu legen, und dann durch denjeni- 
gen Punct , in welchem diese Tangente der Curve zum zweiten Male begegnet, eine nrit der 
Asymptote P parallele gerade Linie zu ziehen. Diese gerade Linie schneidet die Curve aus- 
serdem nur noch in einem einzigen Puncte und dieser Punct ist der zu coustruirende. Auf 
diese Weise ist also, auf die Aufgabe der vorigen Nummer, die folgende Aufgabe zuriiek- 
gefuhrt : 

Eine Hyperbel zu beschreiben, welche eine gegebene Curve der drit. 
teil Ordnung auf einer gegebenen Asymptote fünfpunctlg osculirt 

58. Wir haben bisher noch die Gleichung (4) der 52. Nummer, 

(pr+A)q +/ipä = o,' 

welche auf einen s e c b s puiictigen Contact sich bezieht, nnbeiücksichtigt gelassen. Dieser 
Gleichung gescliiefat Genüge , wenn wir zugleich 

q = o , p' = 0 

setzen ; hiernach ist Q eine solche Tangente, welche die gegebene Curve, im Berührungsponrtr 
auf der Asymptote P, dreipunctig osculirt, oder, mit andern Worten, es bat die Curve einen 
M'mdungspunct auf ihrer Asymptote P . und die Tangente in diesem Wendungspuncte ist Q. 
Hiermit ist geometrisch die durch die Existenz einer sechspunclig osculirenden Hyperbel be- 
dingte Particularisation der Curve ausgesprochen. 

In dem fraglichen Palle einer sechspunclig osculirenden Hyperbel gibt es, wie in dem 
Palle einer bloss fOnfpunctig osculirenden, unendlich viele vierpunctig osculirenden Hyperbeln, 
unter welchen jene immer noch den Uebergang , aber einen Uebergang von besonderer Art, 
bildet. Laasen wir eine dieser vierpunctig osculirenden Hyperbeln einer der in Rede stehen- 
den Curven driUer Ordnung in Evidenz treten , indem wir zu der Porm der Gleichung (S) 
der 62. Nummer (pr+A)q /ip’s — o 

zurückgehrn , so muss die Particularisation der Curve auch in dieser Form durch das Aus. 
fallen einer Cnnslanten sich aussprechen. Die dieser Porm entsprechende Linie Q berührt die 
Curve im Durchschnitte dersellHui mit der Asymptote P, und ist also, da dieser Durchschnitt 


*) Syitem. DriUer Abrclinitt, 178. 
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do Wendungspimet ist , die Tangeote io diesem Puiicte ; wonach die rnnteheiide Gleichung 
durch das Verachwinden von q auf p ' >= o sich reducirrn muss. Hiernach ist rulgende Knuc- 
tion - Bestimmnng gegeben : s s p + xq , 

so dass die Gleichung der Gurre die nachstcheade Korm 

(pr+t)q + ,«p'(p+xq) = o, 

mit bloss nenn Constanten, anuimmt. Unter diesen neun Consianten befindet sich immer 
noch die Ubenahlige, welche sich auf die unvollständige Bestimmung der vicrpuuclig oscu- 
lireuden Hyperbel betsieht 

Derjenige feste Punct der Gurre, in welchem, nach dem Satae der 55. Nummejr, die ge- 
meinschaftlichen Ghurden der Gurre mit allen einaelnen vierpunctig oscnlireuden Hyperbeln 
sich schneiden, ist hier ein Wendungspunct der Gurre und liegt auf derjenigen ihrer Asym- 
ptoten , auf welcher die Osculation Statt findet. 

57. Die Resultate der 53.-55. Nummer besUltigeu , wie die Relationen des Endlichen 
auch in unendlicher Entfernung noch fortbestehen, wobei aber nicht aus den Augen zu ver- 
lieren ist, dass sie hier nur in so fern eine reelle Eaistrns haben, als der mathematisclie 
Begriff des Unendlichen den Begriff der UriUue einschliesst. Bekannt ist , dass eine Hyper- 
bel eine gegebene Gurre der dritten Ordnung in sechs Puncten schneidet und dass, wenn man 
durch diese sechs Puncle drei gerade Linien (überhaupt irgend eine beliebige zweite Cnn’c 
der dritten Ordnung) legt, diese drei geraden Linien die Gurre noch in drei Punclen schnei- 
den und dass diese Puiicte auf einer neuen geraden Linie (Q) liegen. Ist eine Asymptote 
der gegebenen Gurre zugleich eine Asymptote der Hyperbel, so können wir diese für eine 
jener drei geraden Linien nehmen. Wenn die Hyperbel drripuuclig osculirt. so ist dann eine 
zweite der drei geraden Linien mit der fraglichen Asymptote parallel , wodurch noch keine 
nähere Bestimmung über die Richtung von Q gegeben ist. °) — Damit die Ordnung der 
Osculation zu einer rierpunctigen aiistelge, muss eine zweite jener drei geraden Linien in 
die Asymptote P fallen. Dann fallen also auch zwei der drei Durchschnittspuncte , welche 
die Linie Q verbindet in einem Puiicte der Asymptote P zusammen und daher berührt die 
Linie Q die Gurre in diesem Puncte. Soll die Hyperbel eine fOnfpiinctig osrulirende sein, 
so mu.ss die letzte jener drei geraden Linien der Asymptote parallel sein. Es fallen endlich, 
in dem Falle einer sechspuncligen Osculation alle drei geraden Linien in die .4s>mptote P 
zusammen, wonach die Gurre nothwendig auf .dieser Asymptote einen Wendungspunet haben 
muss , in welchem Q die Tangente ist. 

Dir in dem A'orstrhenden gewonnenen Resultate stellen sich als Modificationen derjenigen 
dar, die sich auf die analogen Falle, dass die Osculation in einem gegebenen, uicht unend- 

*) Deo aogetriglea geometrUchen VonuimeUtingcn eulspricht, für pitie tlreifurlie Oaentalion, die nstli- 
atelipiidc Form: (pr-f-t)q -j. /ipjp+«)* = ® » 

welche, wenn wir die beiden überziddigen Conatanten der ITeperliel abrechnen, die gemale netb- 
wendige Suaald eon Conatauten einaebiiesat. üieaea lat darana. aciien klar, daaa aobald die Curee 
und die osrulirende Hyperbel gegeben aind, die Conatnuiiun «Irr, den übrigen Fiiuclionrii entapre. 
ebenden, geraden Linien keine yVilikührlirbkeit nebr zuiaaat. Nur können, ins Allgeuieinen auf 
dreifache, und immer einmal auf reelle Weise, zwei gerade Linien an gezogen werden, dass eine 
deraelben zwei der drei nicht tinrndlicb weit liegendeu Dorcbacbniltapuiictc von Ciirve und Hyper- 
bel, von denen einer nothwendig reell ist, verbindet, und die andere durch den dritten Punct pa- 
rallel mit P gellt t deahalb können wir zwar immer die letzte Gleichung der 53. Nummer durch die 
vOMlehende ersetzen, alter im Allgemeitirn auf dreifache Weise, und die Constanlen - Beatiminung 
der voratebrnden durch jene, setzt die Aiiflüiiinp einer Gleichung des dritten Grades voraus. 

Diese mehrfache Consianten - Hestiramung fallt fort, wenn wir, bei einer v i e r puncligen Osen- 
lation, a « o setzen. Daun kann die Linie S uur eine einzige sein. 
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lidi wdt nitreriiteii Punetr SUU findet, dar, doch r» würde niu von imsemi Wege zu weit 
abfDhren, wenn wir in Erörterungen hierüber eingehen wollten. Ea bietet Htdi uns fiberdiess 
eine Reibe von Aufzaben, dir den drei oben behandelten ähnlich sind, dar; aber auch diene 
können hier keine Stelle finden. — 

SS. Wir wollen auch noch die Curvrn der vierten Ordnung als Bdsipiel nehmen, aber 
ohne in irgend eine Constmction cinzugehen. Hier entsprechen einer, die Cnrve, auf der 
Asymptote P, drei., vier-, fünf-, sechs-, sieben, und achtpnnctig oscalirenden 
Hyperbel , bezüglich die nachstehenden sechs Formen : 


(pr-t-l)12, + /ip|fp-i-tt)uv + ow) « 0 , 

(11 

(pr-Hl)12, + pf-Sij = 0 , 

( 8 ) 

(pr-l-k)12, + yip^[(p+o1u + o] = 0 , 

( 3 ) 

(pr+*)12j + jupht = 0 , 

( 1 ) 

(pr-l-J.)12, d- iup^pd-a) = 0 , 

(5) 

{pr+*)12, + yip’ = 0 . 

( 6 ) 


Die Form der Gleichung (1) ludert sich nicht, wenn wir Sh mit xpq) vertauschen, 

hiernach können wir die Anzahl der Coustanten in dieser Gleichung , durch Fortscbafien 
dreier derselben, auf 16 rcduciren. Die Gleichungen (S) und (3) behalten ihre Form, wenn 
wir Sij mit (12, xpO rertausehen, dadurch liest sich die Anzahl ihrer Constanten um Eins, 
also bezüglich auf 15 und 11 reduciren. Nach diesen Reductionen behalten die beiden Glei- 
chungen (1) und (2) bezüglich noch zwei und eine fiberslhlige Constante, und diese kom- 
men auf die Unbestimmtheit, welche die Bedingung einer drei- und vierpuncligen Oscit- 
lation der Hyperbel noch einschliesst. In der Gleichung (3) hat sich die Anzahl der Con- 
stanten auf die gerade nolhwendige rcducirt. Den Gleichungen (1). (5) und (6) fehlen an 
der allgemeinen Anzahl bezüglich eine, zwei und drei Constanten, wodurch die, dep Be- 
dingung einer mehr als füiifpunctigeu Osciilation entsprechenden , Partkularisationen in der 
Natur der gegebenen Cnrve vierter Ordnung angezeigt werden. Diese ergeben sich suglcicb. 

Durch die Gleichung 12, o 

wird rin Kegelschnitt dargestellt, welcher durch die beiden Durchscbnittspnucte der gegebe- 
nen C'urve vierter Ordnung mit ihrer Asj-mplole P geht ; weil die obigen Gleichungen die- 
ser Curve alle befriedigt werden , wenn 12, und p zugleich verschwinden. Uebrigens steht, 
in dem Falle der Gleichung (1), dieser Kegelschnitt in keiner weitem besondera Beziehung 
zur Curve. ln den Flilen der Gleichungen (2) und (3), in denen, wenn 12, verschwindet, 
p‘ als Factor in Evidenz tritt, kann der Kegelschnitt jeder beliebige sein, welcher die Curve 
in ihren beiden Durchschuiltspuncten mit ihrer Asymptote P berührt. Insbesondere kann er 
aach in ein System von zwei Tangenten der Curve ausarten, wonach die Gleichung (3) ihre 
einzige überzählige Constante verliert, indem sie folgende Form annimmt: 

(pr+i^s -I- t»p‘|(p+o)u + oj « o. •) 

*] >'sdi den Betracbtnogswelien <ler Note zur 57. Nummer, können wir die drei Gleichungen (t), (2) 
iiod (3} auch durch die folgemlen erMtxen : 

+ f‘P(P+“}“v * o, 

({•r^-tllt, -f* ^p’iiv s 0, 

(pr-f-i 't, + ^p’(p+n)u = 0 , 

welche, ahgeiehen von ilep wlllkiihrllrheu Conilanten der ozctdlrenden tlyperhel In den beiden 
enteil Glricliungrn, wie die Gleichnngen (4), (5) tiod (6) keine üiierzahligen Constanten haben. 
Nur lässt sich ein und diesellie Curve, während die in Evideuz tretende osciilirende Hyperbel die- 
eelbe bleibt, auf rünlzehnrnsllge Weise durch eine Gleichung ron der ersten, und auf dreimalige 
Weise durch eine Gleichung von der zweiten, wie auch von der dritten Form ausdriieken. 

L’eberhaupt erhallen wir, wenn wir in der Gleichung einer Curve der n. Ordnung eine 2inpnnctig 
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b den Füllen der Gleichungen (4) , (5) und (6) , welche auf eine mehr alt ffinfpunctige Os- 
cuUtioii sieh besiehen , ist durch die gegebene Cun'e der fragliche Kegelschuiti nicht nur 
vollkommen bestimmt , sondern zugleich dmeh seine Beziehung zur Curve die PartieuUrisa- 
tiun dieser letztern gegeben. In den beiden Gleichungen (4) und (b) erscheint nach dem 
Verschninden von als Factor p'. Die Curve wird also in ihren beiden Durclischnilts- 
pnncten mit ihrer Asymptote P von dem Kegelschnitte Si, dreipunctig osculirL Dieser Ke. 
gelachuitt schneidet die gegebene Curve ausserdem nur noch in zwei Puncteu; diejenige ge. 
rade Linie, welche durch diese beiden Pnncte sich legen lasst ist, in dem Falle der Gleichung 
(5), überdiess noch der As)inptole P parallel. In dem Falle der Gleichung (6) endlich, 
welche, wenn Sl^ verschwindet, auf p'* sich redneirt, particularisirt sich die gegebene Curv'c 
so weit, dass sie in jedem ihrer beiden Durchschnitte mit der As}mptote P, von ein und 
demselben Kegelschnitte iJ, vierpiinctig osculirt wird. 

50. Es ist offenbar, dass Singularitäten in dem Laufe eines Zweiges einer continuirli- 
chen Curve (einer solchen Curve, welche durch eine einzige Gleichung dargestellt wird) in 
dem Laufe anderer Zweige derselben Curve Singularitäten hervomifen kOiiiien. Diess ge. 
schiebt auch dann noch, weun eine solche Singularität für unendlich weit entfernte Pnncte 
Statt findet, welche, wahrend sib al.sdenn im absoluten Sinne nicht existirt, dennoch ihre Spur 
den endlichen Zweigen der Curve aiifdrfickt. Das ist der Fall der letzten geometrischen 
Beziehungen der vorigen Nummer. 

Es liegt unmittelbar in der Form der folgenden Gleichung, 

ß. ß, + /,p<s = 0 , 

weil diese Gleichung mehr als vierzehn, das heisst mehr als dir nothwendige Anzahl von 
einander unabhängiger Constanten enthalt , der Satz — dass , wenn eine Curve der vierten 
Ordnung in irgend zwei ihrer Puncte von demselben Kegelschnitte dreipunctig osculirt wird, 
es immer einen zweiten Kegelschnitt gibt, von welchem sie ebenfalls in zwei Pniicten drei- 
punctig osculirt wird , in der Art , dass die vier Osculationspuncte in gerader Linie liegen. 
Wenn die beiden Osculationspuncte auf einem der beiden Kegelschnitte zusammenfallen, 
so osculirt dieser die gegebene Cnrve sechspunctig und diejenige gerade Linie, welche die 
ursprünglichen beiden Osculationspuncte verbindet, ist nun die gemeiuschaftiiehe Tangente 
von Curve und Kegelschnitt im Osculationspuncte der hohem Ordnung. Diese Tangente ist 
nur eine gewöhnliche der gegebenen Curve, es haben sich in dem Berührungspuuete auf den- 
selben nur dir zwei frühem Durchschnittspuncte vereinigt; sie schneidet also die Curve noch 
in zwei Puncten, und in jedem dieser beiden Puncte wird dieselbe von ein und demselben 
Kegelschnitte immer noch dreipunctig osculirt. Rückt der Oscnlationspunct höherer Ordnung 
auf der Tangente immer weiter, so besteht, wHbrrnd diese zur As>mptote wird, die letzte 
Beziehung immer noch fort. Wir begnügen uns hier mit dieser bloßen Andeutung. — 

6U. Wir wollen auch noch in unendlicher Entfernung osculirendc Curven der dritten 
Ordnung betrachten , weil hierbei neue Beziehungen zur Sprache kommen , die bei der Ent- 
Wicklung der allgemeinen Gesetze , nach welchen Curven Oberlukupt sich osculiren , nicht 
ausser Acht gelassen werden dürfen. 

Zwei Curven dritter Ordnung, welche eine gemeinschaftliche Asymptote P'und auf dir. 
ser in unendlicher Entfernung einen fUnfpuiictigen Contact haben, werden beide von ein and 

«ml (‘2-M«.(-l)punctig auf einer Asymptote P osculirrnite Hyperliet in Kvidenz treten lassen, <lic 
fulgendeu Formen (pr+ijfio — 1 + /ipnfAi-ai tss o, 

{pr+l)f2„_, 4- y/pm(p.f •• o. 

Die Constanten sind in diesen (tleicbungen in der gerade notlisrendigen Anzahl vorhanden, können 
aber nicht auf lineare tVelze bestimmt «erden, lu lange ns<n — 1. 
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derselben Hyperbel faufpunctig osculirt Hiernacb kttuneo wir iwci solcbe Cinren durch die 
folgenden beiden Gleichungen: (pr+i)q + f'pHp+“) = ®. (1) 

(pr+i)q' + m'p"(P+«') = 0 , (8) 

darstellen, wobei die Qleichnng der genannten Hyperbel die nachstehende ist: 

pr + l = 0 . (3) 

M'eiin wir die Gleichungen der beiden Curven von einander ahslehen, nachdem wir snvor 
die erste derselben mit q' und die sweite mit q mnltiplicirt haben, so kommt, nach Fortlas- 
sung des gemeinschaftlichen Factors p - : 

= /*’(p+o')q. (d) 

Diese Gleichung stellt eine Curve dar, welche alle Durchschnitte des Systems der Curre (1) 
und der Linie Q' mit dem Systeme der Curve (2) und der Linie Q enthalt, mit Ausnahme 
deijenigen acht, welche auf der Asymptote P liegen. Die Ansahl dieser Durchschnitte be. 
tragt noch acht Unter diesen acht Puncten beinden sich der Durchschnitt von Q und Q , 
der Durchschnitt von Q' mit der Curve (1) anf der geraden linie (p+«=o), der Durch- 
schnitt von G mit der Curve (2) auf der geraden Linie (p+«=o). Die übrigen Durch- 
schnitte sind die Durchschnitte der beiden Curven (1) und (2) unter sich. Von den 
beiden ersten Durebsebnitten abstrahiren wir, wenn wir die Gleichungen (-1) und (I) susam- 
menstellen, in der Art, dass, wenn wir diese beiden Gleichungen nur Bestimmung der Durch- 
sebnittspuncte der beiden Curven (1) und ( 2 ) anwenden , wir als einaigen firemden Punct 
den Durchschnitt von Q mit der Curve (1) anf der geraden Linie (p+o=o) erhalten. Da 
die Gleichung (d) eine Hyperbel darstellt, deren eine Asymptote mit der den beiden Curven 
(1) und (2) gemeinschaftlichen Asymptote P parallel ist, so erhalten wir im Ganzen hier 
nur fünf Durchschnitte, weil der sechste nach der Richtung dieser Asymptote unendlich weit 
liegt und also schneiden sich die beiden Curven dritter Ordnung ausser auf P , nur noch in 
vier Puncten , wodurch die für die Gleichungen dieser Curven angenommene Form unmittel- 
bar bestätigt wird. Wenn diese vier Durchschnittspuncte nach einander mit dem Osculations- 
punrte auf der Asymptote P sich vereinigen, so steigt die Ordnung des Contactes von einem 
ftlnfpunctigen allmahlig bis zu einem neunpunctigen. 

Wenn der Contact ein s e c b s punctiger werden soll, so muss die Hyperbel (4) eine 
Asymptote haben die, sUU mit der geraden Linie P bloss paraUel zu sein, mit dieser Linie 
znsammenftlllt. Diess erfordert : fiu — fia. tW 

Das ist also die Bedingung einer sechspunctigen Osculation. 

Vm weiter zu particularisiren , w ollen wir 

q = q + ßf +y, 
r s q -t- dp -H *, 

setzen , wonach sich die Gleichungen f3) und C4) , wenn wir , was die letztere ““f 

betriSi, auf die letzte Bedingungs- Gleichung Rücksicht nehmen, in die folgenden beiden. 
plq+dp-t-»l -t- X = 0, 




^ /<«r _ „ 

— I -f- -1 = 0 , 

SS SS * U IX 


verwandeln. In dem Falle eines sechspunctigen Contactes, haben die beiden, durch diese, Gleichungen ^ 
dargestellteu Hyperbeln eine gemeinschaftliche Asymptote. In dem Falle eines siebenpuncti- 
gen Contactes der beiden Curven (1) und (2), hat die zweite Hyperbel mit jeder dieser bei- 
den Curven auf derselben Asymptote P einen dreipunctigen Contact, und folglich auch mit der 
ersten Hyperbel, welche dieselben Curven fünfpunctig osculirt. Diess erfordert 

f'oy . (6) 


X = 


H—ft 
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In drn Falle eine« a c h t pulictigen ConUctn raUaaen aus gleichrm Grunde die beiden 
fraglirlien Hj'perbeln unter einander einen vierpunctigen Coutact auf der Aa)’nplote P babm: 
diess gibt die neue Bedingnugs . Gleicbnng 


, = ( 7 ^ 

Wenn endlirb der Contact ein ii e u n punctiger und mithin von der huehsten Ordnung 
sein soll , so mllssen die beiden Hyperbeln , damit sie in niiendlicher Entfernung auf der 
Asymptote P fünf Puncte unter einander und mit den Cur\’en(l) und (S) gemein haben, ganz 
und gar zusammenfalleu. Hiernach ergibt sich endlich noch 

j = J'A. 


n—^^ 


( 8 ) 


Wenn wir also die durch die Gleichung (1) dargestellte Curre dritter Ordnung nnd 
mithin die Functionen p, q, r und die CoefKcienten A, /i, «, als gegeben belrachlrn , so kön- 
nen wir nach dem Votstebeoden dir (iieichuiig Ci) mit den. vier unbestimmten Coeflicirntrn 
fi, a, ß und y als die allgemeine Gleichung aller derjenigen Curven dritter Ordnung anse- 
ben, welche mit der gegebenen auf der Asymptote P in unendlicher Entfernung einen ftinf- 
punctigen Contact haben. Für einen sechspunctigrn Contact bestimmt sich alsdann der Werth 
von fia oder der CoefBcient von p^ durch die Gleichung (5). Oie beiden neuen Bedingun- 
gen eines siebenpunctigeu Cuntactes enthalten dir Gleichungen th) und (A) ; dir drei neuen 
Bedingungen eines achlpuncligen Contactes die Gleichungen (5). (6) und (7). Wenn w ir die 
beiden letztgenannten Gleichungen gliedweise in einander dividiren, ergibt sich: 

>1 = t - 1. 

y Ä u 


\ach der ersten der beiden obigen identischen Gleichungen ist der mit entgegengesetz- 


tem Zeichen genommene rrciproke Werth von p fUr den Durchschnitlspunct der Linie Q’ mit 
der Linie 0- Da dieser Werth durch die rurslrhende Gleichung gegeben ist, ist der fntg- 
liche Durchschnitt ein fester Punct. Also: 

Alle Curven der dritten Ordnung, welche eine gemeinschaftliche 
Asymptote and auf dieser in unendl i cb er Enlfe rnu ng einen achtpnncti- 
gen Contact haben, schneiden die gemeinschaftliche Asymptote so, dass 
die Tangenten in den verschiedenen 0 ur chsch ui ttspanct e n in einem fe- 
gten Puncte sich vereinigen. 

Wenn der Contact bis zu einem neun punctigen ansteigt , so werden die Bedingungs- 
Gleichungen (5)— C8) befriedigt. Da aber, wenn wir die Gleichungen (6), (7) und 18) ad- 
diren , nachdem wir die zweite derselben mit (— u} und die dritte mit multiplicirt haben, 
die folgende Bedingungs- Gleichung: 

X — or -I- a’J = 0 (9) 

zwischen den Constanten der ursprünglichen Gleichung (1) sich ergibt, so sind die rorge- 
nannten vier Bedingungs -Gleichungen zur Bestimmung der vier unbestimmten Cocfficientcn 
der Gleichung (2) unzullngiicb. Indem die Gleichung (8) oder statt derselben die vorste- 
hende Gleichung zu den Bedingungs-Gleichungen fOr einen acbtpunctigeu Contact binsnkommt, 
wird bloss eine solche Particularisation der gegebenen Cun'e ausgedrttckt, bei der allein die 
Ordnung des Contactes zu der höchstmöglichen Überhaupt ansleigen kann. Daun werden die 
unendlich vielen achtpunctig osculireudeu Curven dritter Ordnung durch unendlich viele ueun- 
punctig osculirende ersetzt, und im eigentlichen Sinne gibt es dann keine achtpunctig oscu- 
lirenden Curven der dritten Ordnung. 
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§. 1. Zweige mit geraillinigea Asymptoten. 

Zu Her f;«oaetrii>ehea Oeatuag Her leisten BeHingunfts-GlririinDg (9) werHen wir umniU 
telbar durch die Belrachtuagen der rnl|;rndrn Xuminer geführt werden. 

61. J)er l'mstand , dass wir, hei der Bestimniung der Durehachnittspuarte der beiden 
Curren (1) und (8), durch die Zusammenstellung der Gleichungen (1) und (d), aothwendig 
einen fremden P«nct erhallen, führt uns sn einer Gruppe bemerkeaswertiier Conslmctionen. 
Wir wallen hier dir erste Curve als gegeben betrachten, alsdann ergibt sich der fremde Punrt, 
den wir in dem Nachstekeuden M neunen wollen, ohne Mühe sogleich als derjenige Punrt, 
in wriebrm die gerade Linie die Tangente der Curve in ihrem OurchschiiiUe mit der 
Asymptote P, dieser Curve aura zweiten Male begegnet. 

Bei einem achtpunctigen Contacte wird die Curve (1) von der Hyperbel Cd) vierpunrtig 
osculirt und ausserdem noch in zwei Puncten geschnitten und von diesen beiden Puueten ist 
M der eine. Aber diese vierpunrtig osculirende Hj-prrbel ist dadurch vollkommen bestimmt, 
dass sie Uberdiess durch diesen Punct M geht, Ihr zweiter Durchschnitt mit der Curve (1), 
welcher zugleich auf allen Curren (8) liegt, ist also auch bestimmt und seine Coustnictiun 
leicht 

.AlleCurven der dritten Ordnung, welche eine gegebene auf einer 
gegebenen Asymptote achtpunctig oscnliren, schneiden sich ausserdem 
in einem festen leicht zu construirenden Puncte. 

Dieser Satz ist nur eine Particularisation des allgemeinm Satzes, dass alle solche Cnr> 
veil der dritten Ordnung, welche durch acht gegebene Puncte gehen, ausserdem auch noch in 
einem festen neunten Puncte sich schneiden ; und bietet ein neues Beispiel dar , wie Relatio- 
nen des l'neiidlichen Bestimmungen im Endlichen hervornifen. 

Der feste Punct des letzten Salzes füllt, im Allgemeinen, nicht mit dem Osrulationspun- 
cte zusammen ; soll er es thun , so muss der Punct M derjenige einzige Piinct sein , in wel- 
chem die gegebene Curve (1) von der sie fünfpunctig osrulirenden Hj'pcrbel geschnitten wird. 
Im Allgemeinen ist aber dieser einzige Punct, derjenige in welchem die durch M, parallel 
mit P gezogene gerade Linie die Curve zum zweiten Male schneidet, und fällt also nur dann 
mit dem Puncte M zusammen, wenn diese gerade Linie, welche durch die Gleichung 

p H- a = o 

dargcstellt wird, die gegebene Curve in eben diesem Puncte M berührt. Soll diese Berüb- 
mng Statt finden, so muss der erste Tbeil der Gleichung (1) auf q- sich reduciren, wenn 
w ir ( — a) für p io dieselbe eiusetzen , was nur dann geschieht , wenn 

1 — o» 4- a'J = 0. 

Diese Gleichung ist aber dieselbe zu welcher wir schon am Ende der vorigen Nummer ge- 
kommen sind. 

Damit also eine gegebene Curve dritter Ordnung auf einer gegebenen Asymptote einen 
II e u II punctigen Conlart haben könne, muss sie von der Art sein, dass sie von ihrer Tan- 
gente in ihrem Durcbschnitte mit der gegebenen As)'mptote Uberdiess noch in- einem solchen 
Puncte geschnitten wird, in welchem die Tangente der Asj-mptote parallel isL 

68. Auf demselben Wege , wie wir zu dem Satze der vorigen Nummer gekommen sind, 
ergibt sich auch der folgende allgemeinere Satz. 

Alle Curven der dritten Ordnung, welche eine gegebene Cnrve dieser 
Ordnung auf einer gegebenen Asymptote (8— p)pnnctig osculiren und 
überdiess in g auf derselben willkuhrlich angenommenen Puncten 
schneiden, haben mit der gegebenen Curve auch Uberdiess noch einen 
festen Punct gemein. 

Cm diesen festen Punct za constyniren, branebea wir bloss durch die g willktihrlirh 
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Erilor Abschnitt. Unendliche Zweige. 

aogCBommnieii Pnncte und durch den, in der vorigen Numnur M genannten Punet diejenige 
H)perbel zu legen, welche die gegebene Cnrve , auf ihrer Asymptote P, (4— jtlpunrtig osen- 
lirt. Diese Hyperbel schneidet die gegebene Cnn’e ausserdem nur noch in dem zu constnii- 
renden Puncte. 

Den analytischen EntwieUungen der 80. Nummer zufolge, kttnaen wir g von Null bis 
:) wachsen lassen. Pflr g = o , hat die obengenannte Hyperbel nur noch eine mit P paral- 
lele Asymptote. Wir kttnnen den Satz auch noch auf den Pall, dass g = i, ausdehiien ; dem 
entspräche, dass wir, statt der beiden Gleichungen (1) und (2), Gleichungen von folgender 
Form fpr+t)q + ^«p's = o 

auf gleiche Weise behandelt hatten. Die fragliche Hyperbel ist alsdann irgend ein Kegel- 
schnitt, und dieser dadurch vollkommen bestimmt, dass er durch die vier willktlbrlich ange- 
nommenen Puncte und flberdiess durch den Punet IH geht. 

Aber alle diese Satze erhalten erst dann ihre richtige Stelle, wenn wir von den allge- 
meinsten Formen ausgehen , welche zu einer Gleichung von der Form der Gleichung (1) 
fahren. Die folgenden beiden Gleichungen , in denen p^ durch eine beliebige. Function des 
zweiten Grades ersetzt worden ist, haben diese Form: 

fi.q + nil\s = o, (10) 

f»,q -h o, (11) 

denn aus ihnen ergibt sich die folgende Gleichnng: 

fitq «= fi'sq. . ( 12 ) 

Der durch diese letzte Gleichung dargestellte Kegelschnitt schneidet dir Curvc (10) in sechs 
Puncten. Unter diesen befinden sieh fünf Durchsrliniltspuncte der beiden Curven (10) und 

(11) , nemlich alle Durchschnittspunctr dieser Curven mit Ausnahme derjeiiigen vier, welche 
zugleich auf den beiden Kegelschnitten f), und liegen , wahrend der sechste Punet ein 
fremder Punet M , der Durchschnitt der beiden geraden Liuien Q und S ist 

Wenn hiernach die Curve (10) gegeben ist, so kttnnen wir durch vier, willkUhrlich aaf 
ihrem Umfange angenommene Puncte zwei willkührliche Kegelschnitte (zum Behuf der spa- 
ter angezeigten Constmetionen am bequemsten zw ei Systeme von zwei geraden Linien) legen, 
und dadurch die beiden Functionen luid D! bestimmen. Der erste Kegelschnitt schneidet 
die gegebene Curve noch in zwei Puncten, die gerade Linie S, welche diese beiden Puncte ver- 
bindet, bestiaunt die Function s. Der zweite Kegelschnitt schneidet die gegebene Curve 
ebrnfalls noch in zwei Puncten; die gerade Linie Q, welche diese beiden Puncte verbindet, 
bestimmt dir Function q. Orr Punet M ist hiernach, als der OnrebsebuiU von Q und S, auf 
lineare Weise bestimmt. 

Die zweite Curve dieser Ordnung ist , nach der Form ihrer Gleichnng, bloss der Bedin- 
gung unterworfen , dass sie ebenfalls durch diejenigen vier Puncte geht, in welchen die bei- 
den Kegelschnitte f), und Xis auf der gegebenen Curve sich schneiden. Ausserdem schnei- 
den sich die beiden Curven noch in fünf Puncten, durch welche auch der neue Kegelschnitt 

(12) geht. Sind aber von diesen fOnf Puncten vier gegeben, so ist dadurch dieser Kegel- 
schnitt schon vollkommen bestimmt, weil derselbe Ubrrdiess auch noch durch den Punet M 
geht. Es ist also auch der sechste Durchschnitt dieses Kegelschnittes mit der gegebenen 
Curi’e, oder der neunte dieser Curve mit der Curve (11) wie mit jeder andern derselben 
Ordnung , w eiche durch dieselben acht ersten Puncte geht , auf lineare Weise bestimmt. 

In dem t'orstebenden ist dir Construrlion der nachstehruden Aufgabe euthalten. 

Wenn auf einer gegebenen Curve der dritten Ordnung acht Puncte 
w'illkührlich angenommen worden sind, denjenigen neunten Punet zu 
bestimmen, in welchen die gegebene Curve von allen andern Curven 
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$. 1. Zweige mit geradlinigen Asymptoten. 

derselben Ordnung, welche durch die acht willkahrlich angenommenen 
Puncte gehen, geschaittea wird. — 

6S. Nachdem wir in dem Vorhergehenden auslBhrlich den Lauf eines Zneiges irgend 
einer gegebenen Curre, welcher an einer Asymgtole immer weiter sich hinzieht, durch Hy. 
perbeln mit steigender Ordnung der Annäherung dargestellt und bestimmt haben, wollen wir > 

nun unsere Aufmerfcsamkeit auch knra noch daranf richten, wie der Lauf der verschiedenen 
nnendlichen Zweige ein und derselben Curre in gegenseitiger AbhUigigkeit steht. ZnrUr- 
derst wollen wir ein paar Einaelnheiten hervorheben und dann die allgemeinen Gesetze an- 
deuten. Wir erhalten das rollstaadige Verstttadniss des Einzelnen erst dann, wenn wir se- 
hen , nach welchen Seiten hin dasselbe sich verallgemeinert. 

64. Wenn eine gegebene Curve der n. Ordnung (n— S) dreipunctig os- 
culirende Asymptoten hat, so ist das Itlaass der Annäherung der Curve 
an ihre beiden übrigen Asymptoten dasselbe. 

Dieser Satz ist für den Fall, dass n=3, an einem andern Orte schon bewiesen worden.*) 

In dem allgemeinen Falle hat , der gemachten Voraussetzung zufolge , die Gleichung der 
Curve die nachstehende Ferm mit überzähligen Coastanteni 

p^©„_, + + vß._3 - o. 

Denn der erste Tbeil dieser Olekhnng redadrt skb, wenn wir nach einander jeden der (a— 3) 
linearen Factoren der Function gleith Null setzen, auf den (n— 3). Grad, aber auch 
auf den (a — 3). Grad, wenn p oder q verschwindet, wonach die den letztgenannten beiden 
Functionen entsprechenden geraden Linien P und Q als die beiden einzigen nicht osculireu. 
den Asymptoten in Evidenz treten. Schreiben wir die vorstehende Gleichung unter folgen- 
der Form; (pq+/i)®»— > + »fio— 3 = o, 

so springt in die Augen, dass die durch die Gleichung 

(M+#*) = o 

dargestellte Hyperbel , welche ebenfalls die beiden geraden Linien P und Q zu ihren Asym- 
ptoten hat , diese Curve nur in S(a — 3) , auf der C'urve ßo—j liegenden , Puncten schneidet 
und also sechs Durchschnitlspuncte , die paarweise immer, als auf drei geraden Linien lie. 
gend , betrachtet werden können , mit diesen geraden Linien unendlich weit gerückt sind. 

Diese Hyperbel hat also mit der gegebenen Curve auf jeder der beiden Asymptoten einen drei- 
puuetigen Contact , und also ist durch sie das Maass der Annlherung an beide Asymptoten 
zugleich bestiaunt und diese Annäherung folglich dieselbe. 

65. Der folgende Satz ist auch schon an eänem andern Orte bewiesen worden. **) 

Die gemeinschaftlichen drei Mittel puncte derjenigen drei Groppen 

von Hyperbeln, welche mit einer gegebenen Curve dritter Ordnung auf 
den drei Asymptoten derselben in unendlicher Entfernung einen vier- 
punctigen Contact haben, liegen auf diesen dreiAsymptoten in gerader 
Linie. 

Diesem Satze wird sefaie Stelle durch den folgenden mid allgemeiaem angewiesen. 

Wenn eine Curve der a. Ordnung (n— 3) vier- oder mehrpunctig oscu- 
lirende Asymptoten hat, so liegen die gemeinschaftlichen drei Mittel- 
pnncte derjenigen drei Gruppen von Hyperbeln, welche die Curve auf 
den drei übrigen Asymptoten der Curve vierpunclig osculiren, auf die- 
sen drei Asymptoten in gerader Linie. 


•; SyiUn. Dritter abichnitl. 175 


**) EbfoJat. 178. 
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Ealer Abschnitl. Uaendliche Zweige. 

Der geaMcIiteB VorauMeUnafc ciif«I|re bat die Oleichaag der gegebenen Curre die fol- 
gende Ponn mit der gerade nothwendigen Anxahl von Coostauten ; 

pqr0„_3 + + »■ß.-4 = o, 

in welcher P, Q und R all die drei einzigen, nicht vierpunctig ownlirenden und im Allge- 
meinen gewöhnlichen, Aiymploten in Evidenz treten. Schreiben wir diese Gleichung auf 
folgende Weise; (pqr+A<s)@n^ + »ß>.— * = o, 

so ist gleich ersichtlich, dass die durch die Gleichung 

pqr + /is = 0 

dargestellte Curve dritter Ordnung die gegebene Cnrre nur in 3(ii— 4) Puncten schneidet, 
welche zugleich auf der Curve ffc-« liegen. Es sind also zwölf Durchschnittspunete dieser 
und der gegebenen Curve unendlich weit gerückt, und sind in ihrer unendlichen Entfernung als 
auf vier, selbst unendlich weit entfernten geraden Linien liegend zu hetrachten. Es haben also 
die beiden Curven auf jeder der drei geraden Linien P, Q und R, welche ihre gemeiuschaft- 
lichen , im Allgemeinen nicht oseulirenden , Asymptoten sind , einen vierpuntdigen Contact. 
Sie werden hiernach von denselben Hyperbeln auf jeder dieser drei Asymptoten vierpunctig 
osculirt und folglich liegen die Mittelpnncte der drei Gruppen von Hyperbeln, nach dem an 
die Spitze dieser Nummer gestellten Satze, auf den drei Asymptoten in gerader Linie. 

66. Es ist wiederum der Salz der 9. Nummer, welcher die Satze der beiden vorher- 
gehenden Nummern und die Verallgemeinerung dieser Satze unter demselben Gesichtspuncte 
vereinigt. 

Wenn die n Asymptoten einer Curve der n. Ordnung gegeben sind, so wird diese Curve 
dadurch der Bedingung unterworfen , dass sie durch 3n Puncte gehl, die, obgleich unendlich 
weit liegend , vollkommen bestimmt und als die Durchschnitte der gegebenen n Asymptoten 
mit zwei gegebenen aber unendlich weit gerückten geraden Linien zu betrachten sind. W'enn 
überdicss noch das Maass der Annäherung an (n — 1) dieser Asymptoten, oder, mit andern 
W'orten , nach der Richtung jeder dieser Asymptoten (aber darum noch nicht auf diesen 
Asymptoten selbst) eia dritter unendlich weit entfernter Pnnct gegeben ist, so sind die (n — 1) 
gegebenen neuen Puncte als einer dritten unendlich weit entferuten geraden Linie angehörig 
zu bctrachlen. Also liegt, weil die zu bestimmende Curve durch (3n— 1) Puncte eines Sy- 
sleau von drei unendlich weit entfernten, und eine Curve dritter Ordnung vertretenden, ge- 
raden Linien geht, auch noch ein Sn. Punct auf der dritten unendlich weit entfernten gera- 
den Linie und also selbst, nach der Richtung der n. Asymptote, unendlich weit. Dieser hier- 
nach als vollkommen bestimmt au betrachtende Punct ist der dritte , welcher nach der Rich- 
tung der letztgenannten Asymptote unendlich weit liegt. Folglich ist, dadurch, dass 
das ftlaass der Anniherung der Curve an (a — 1) ihrer Asymptoten gegeben 
ist, das Maass der Annäherung au die n. Asymptote vollkommen be- 
stimmt. 

Wenn die » Asymptoten einer Curve n. Ordnung , das Maass der Annäherung an (a— 1) 
dieser Asymptoten, und auf (a— 3) von diesen die Mittelpnncte der vierpunctig oseulirenden 
Hyperbeln, so sind im Ganzen (4a — 3) nneodlich weit entfernt liegende Puncte der Curv-e 
gegeben, von welcher a auf jeder von zwei, (a — 1) auf einer dritten und (a— 3) auf einer 
vierten gegebenen unendlich weit entfernten geraden Linie liegen. Das System dieser vier 
geraden Linien wird von der fraglichen Cun-e der a. Ordnung weil sie durch jene (4a— 3) 
Puncte geht , auch noch in drei andern Puncten geschnitten, von u elchen einer auf der drit- 
ten und zwei auf der vierten der vier unendlich weit entfernten geraden Linien liegen. Wenn 
also das Maass der Annäherung an (a — 1) Asymptoten und dadurch das Maass der Annäherung 
an die a. Asymptote gegeben ist, so sind, wenn Uberdiiss auf (a— 3) Asymptoten die Mit- 
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lelfiiDcte Irr ^irrpunetig OMalirnHieB Hyperbeln gegeben aind , dadurch die Minelpuncte der 
vierpunctig oaraUreoden Hyperbeln auf den beiden flbrigea Aaymptoten vellkonuBen be- 
atimat 

M'ir aeben lua dea Voratehenden , daaa die Beatünaung dra Maaaaea der Annäherung 
einer Curve der n. Ordnung an ihre n Asymptoten von (3n— 1), dir Bestimmung von n in 
nnendlicber Entfemnag vierpunctig oscnlirender Hyperbeln von (da— 8) Constanten abbBngt. 
Indetn wir anf dem eiiigcschlagenea H’ege weiter gehen , ist klar , daaa Überhaupt , nur Br. 
atiaunang von amal a nach a gegebenen Richtaogen nnendlkh weit iiegendm Puncten, durch 
wdcbe die a unendlithen Zweige einer Curve der n. Ordnung gehen solien 

Constaate hinreichend nud notkwendig sind. Oder, mit andern M’ortea, durch eine solche 
Anjahl von CoBslaBten lassen sieh a Curven (wenn m <S immer n Hyperbeln) welche die a 
unendlichen Zweige der Curve apnnclig oacutiren, bestiaunea. 

67. Wenn wir , io GeaRlssheit der 84. Ntiauner , die Konn 

ütB 0t + 

Mu Grunde legen und dann 0, + ft0a—t s Qt 

setsen, ergibt aich — 17. s viT,— 

woraus ersichtlich ist . dass dir beiden Curven der n. Ordnung und 17. sich nur in a(a— 4) 
Puncten, welche auf der Curve ft.-, liegen , schneiden, weil da Puncte auf vier geraden 
Linien, sugleich ait diesen, unendlich weit liegen, oder, mit andern Worten, dass die asym- 
ptotischen Zweige der beidoi Curven der n. Ordnung, paarweise, sich in unendlicher Ent- 
fernung vierpunctig osculiren. Die Anzahl der Constaotea der Function 17. betragt, indem 
wir ausser der Constanten ii auf jede lineare Function zwei Constante rechnen, (da— 3), also, 
nach der vorigen Nummer, gerade so viel, als Constante notbwendig sind, um a Curven 
(insbesondere Hyperbeln) zu bestimmen , welche an den a Asymptoten der Curve 17. sich 
hiaziehen , und auf diesen Asymptoten ait der letztgenannten Curve einen vierpunctigen 
Cuntact haben. Wir gelangen hiernach zu der Folgerung, dass, wahrend durch das erste 
Glied 0t , in der Entwicklung der Function 17. , die a Asymptoten der bezbglichen C^irve, 
oder, mit andern Worten, auf jedem der a uneadlichen Zweige der Curve in unendlicher 
Eotfcmnng zwei Puncte gegeben sind, durch die beiden ersten Glieder dieser Entwicklung, 
0, und ft0t—,, auf jedem jener a Zweige vier unendlich weit eutfemte Puncte der Curve, 
w elche sich am einfachsten durch a (diese Carve vierpunctig osculirende) Hyperbeln bestim- 
men lassen , gegeben sind. > 

Wenn wir weiter gehen und noch ein drittes Glied in der Entwicklung von -0. in Evi- 
denz bringen, indem wir 

ft. E 0. -I- ft0„-, + V0„_* + pl7_6 

setzen, so folgt anf gleiche Weise als oben, dass die durch dir nachstehende Gleichung: 
ftö E 0. -(- fi&o-i + »0n— ♦ = O , 

dargestellte neue Curve der a. Ordnung solche a unendliche Zweige bat. welche bezügllrh die 
a uneudliclien Zweige der Curve ft scchspunctig osculiren. Diese neue Curve bangt von ge- 
rade so vielen Constanten ab. als nach der vorigen Nummer zur Bestimmung von seclis auf 
jedem der a unendlichen Zweige der Curve 17. unendlieh weit entfernt liegenden Puncte noth- 
weadig stnd, nrmlich von (6a— 10). Hiernach sind also durrh die drei ersten Glieder der 
Entwicklnng der Function ft , auf jedem der a asymptotischen Zweige der Curve ft , in 
unendlicher Entfernung sechs Puncte gegeben. 

Verfolgen w ir den eingeschlagenen Weg weiter, so gelangen wir zu dem nachslehenden Satze. 


Digitized by Google 



60 


Erster Abschnitt. Unendliche Zweige. 

Weaa wir Jie Gleichang eiacr Carve 4er a. Orilaang, was iai Allge- 
meinen iraaier ua4 nur aaf eiaaige Weise Beglich ist, ia felgende KerB 
entwickeln s 

6. + + >©.-4 + ■ ■ ■ + + x*| “ ®' 

so sind, wenn einmal die in 9. enthaltenen linearen F'acteren, dann die 
beiden ersten Gliederf^, und /<©m. dann die drei ersten Glieder 3. , ><©•—« 
nnd >‘3._4 nnd endlich Sberhanpt die m ersten Glieder gegeben sind: da- 
durch, einmal die n Asymptoten der Gurve, dann auf jedem asymptoti- 
schen Zweige der Curre vier, da*na auf jedem Zweige sechs und end- ' 
lieh 2m Puncte in unendlicher Eutferiinng volikommen bestimmt; und, 
umgekehrt, wenn diese unendlich weit entfernt liegenden Pnncte (für 
jeden asymptotischen Zweig durch eine Curve niederer Ordnung) gege- 
ben sind, so sind dadurch die eben beaeichneten Glieder der vorstehen- 
den Gleichung bestimmt. 

M'enn auf jedem der n Zweige der Curve (2m4-l) Puncte in unendlicher Entfernung 
gegeben sind , so sind wie eben die m ersten Glieder in der vorstehenden Entwicklung der 
Gleichung der Curve als bekannt zu betrachten. Dem folgenden (nH-1). Gliede der Ent- 
wicklung o3o_,a, entsprechen (a — 2b) gerade Linien, welche bei nnserer Vorauasetnang eine 
vollkommen bestimmte Richtung haben , und endlich ist auch der Coeflicimt o noch bestimmt 
Diess Alles muss nothwendig bestimmt sein, weil sonst dir Gleichungen zweier Cnrven, wel- 
che auf allen ihren unendlichen Zweigen sich (2m4-l)punctig osculiren , sich nickt zu einer 
Gleichung des (n— 2m— 1). Grades verbinden lassen würden. 

68. Wenn wir insbesondere den Kall der Curven dritter Ordnnng, denen die Gleichung; 

' pqr + )is = 0 , 

entspricht , näher hetrachten , so sind durch die drei linearen Functionen p. q und r die drei 
Asymptoten der Cun'e P , Q und R gegeben. Wenn wir , der näheren Coastaaten - Bestim- 
mung wegen , t ~ y + ax + ß 

setzen , wobei y und z beliebig angenommene , aber vollkommen bestimmte , lineare Functio- 
nen bedeuten und dann fi und a gegeben sind, so ist, nach der Schlussbemerkuag der vori- 
gen Nummer, das Maass der Annäherung der Curve an ihre drei Asymptoten gegeben. Wir 
sehen hieraus, dass, wenn die drei Asymptoten P, Q und R gegeben sind, bei allen Cnrven 
dritter Ordnung, flir welche das Maass der Aanäheraag an diese Asymptoten dasselbe ist, 
die Linie S (welche die drei Durchschnitte der Curve mit den drei Asymptoten verbindet) 
immer mit sicli selbst parallel bleibt. 

Wenn auch das Maass der Annäherung der Curve an ihre drei Asymptoten, mit diesen zu- 
gleich, gegeben ist, so ist dadurch aber doch noch nicht die Curve vollkommen bestimmt ; weil 
alsdann zwar neun Puncte in unendlicher Entremung gegeben sind, von diesen Puncten aber 
der neunte durch die Annahme der acht ersten bedingt ist; oder, mit andern M'orten, weil 
von dem Maasse der Annäherung an zwei Asymptoten das Maass der Annäherung an die 
dritte abbängt. 

Um diess direct zu zeigen, wollen wir vorammetcen , dass die drei Asymptoten P, Q, R 
und das Maass der Annäherung der Curve an die beiden erstgenannten Asymptoten P nnd 
0 durch die reciproken Werthe von Jp nnd gegeben sei und dann die Constaalen der 
Curve in so weit sie gegeben sind bestimmen und das Maass der Annäherung der Curve an 
ihre dritte Asymptote R roiislruireu. Flr die zweite Asymptote einer Hyperbel, welche die 
Curve auf der Asymptote P dreipunctig osenlirt, kttniicn wir jede beliebige gerade Linie 
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aehnni, «b 4 ent nach itoer Anaahne ist Me Hyperbel vellkwBBien be^iauat. Wir bria- 
eheo oealicb daoa nar vaa dem Wiakel der beidea Asymptoten dareb ein* dbripfent beliebiKe 
gerade Linie ein Dreieck sbiascbneiden , dessen Inbait gleich Jf ist, diese gerade Linie ist 
alsdann eine Tangente der fraglichen osealireaden Hyperbel nnd die Mitte auf ihr der Be- 
ruhrungspuncl. Aaf gleiche M'eise khunen wir eine wiUkahrliche gerade Linie als zweite 
Asymptote einer, die Curve auf der Asymptote Q dreipunrtig oacnlireudeu, Hyperbel anneh- 
men. Wir kttnnen bcidesmal die gegebene Linie R als die zweite Asymptote betrachten und 
also zwei Hyperbeln als gegeben ansehea. welche R zur gemeinsebafUichen Asymptote haben 
uud ran welchen , die eine aaf P und die andere auf Q , die gegebene Curve dreipanctig 
osculirt. Die Gleichungen dieser beidea Hyperbeln haben die nachstehende Form : 

pr + 1 = o , 

qr + V=o, (I) 

nnd wenn wir , um eine feste Bestimmung vor Augen za haben, für p und q diejenigen ge- 
raden Linien nehmen, welche von dem bezfiglicben Paaete aus, parallel mit R, nach den 
Asymptoten P und Q gezogen werden, für r aber den kürzesten Abstand von der Asymptote 
R , so ist (S) 

M'enn wir die beiden Hyperbeln nach einander in der Gleichung der Curve: 

pqr + ^s » 0 , 

in Evidenz bringen , so nimmt diese die nachstehenden beiden Farmen an : 

(prf l)q + op + * = o , 

(qr-t-i')p + o'q + *' — o. 

Damit diese beidea Formen nnter sich fibereinstiiamen , ergeben sich als nothwendige Bedin- 
gungen : o = V , o' = 1 , X = x' , 

und hiernach ist: i<s = J(^pq-t-4,p — >*]• 

Die beiden Hyperbeln (1) schneiden sich, ausser auf ihrer gemehisehafrlichen Asymptote 
R , noch ih zwei , leicht zu constniirenden Puncten. Diejenige gerade Linie , welche diese 
beiden Pnnete verbindet, wird durch die folgende Gleichung: 

• ^pq — 4|P =• »I (8) 

dargestellt , welche man erhalt , wenn man die beiden Gleichungen (1) von einander abzieht, 
nachdem man zuvor die erste mit q und die zweite sdt p multiplieirt hat, und zugleich die 
Gleichungen (8) beiiteksichtigt. Diese Gleichung zeigt, dass zu der durch sic dargestellten 
geraden Linie und den beidea Asymptoten P and Q als vierte Barmonicale eine solche gerade 
Linie gehört, die, parallel mit der Linie S, durch den Durchschnitt dieser beiden Asymptoten 
geht. Hiernach können wir auf leichte Weise die Richtang der Linie S coustniiren. 

lieberdiess sind alle CoeKdenten der Gleichung der Curve mit Ausnahme der von den 
linearen Functionen unabhängigen Constanten x bekannt. 

6». Nachdem wir io der vorigen Nummer die Richtang der Linie S bestimmt haben, 
wollen wir nun zur geometrischen Bestimmung des Mansses der Krümmung auf der 

dritten Asymptote R, oder, was dasselbe ist, zur Bestimmung einer Hyperbel, welche die 
Curve auf dieser Asymptote dreipimctig osculirt, übergehen. Zu diesem Ende wenden wir 
uns nochmals zur Gldchung (3) der vorigen Nnmmer zurück und wollen denjenigen Punct 
der bezüglichen geraden Linie betrachten, welcher zugleich auf der dritten Asymptote R 
liegt. Alsdann bedeuten , nach der Functionen - Bestimnmng der genannten Nummer , p und 
q diejenigen beiden Segmente, welche auf dieser Asymptote R bezüglich zwischen der Lime 
(3) und den beiden Asymptoten P und Q liegen. Die Gleichung 

~q 
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diücit bieruarh aiii) , das« licb za rrrhalt, wie diejenigen beiden Dreiecke, in wHrhe 
daa roa den drei Aaymptatni P, Q und R gebildete Dreieck, durch die gerade Linie (3) 
gelheilt wird , oder Überhaupt, wie irgend zwei Dreiecke, die jene beiden Segamte p und «| 
zu Baaen und irgend einen Puact der geraden Linie (3) zur geaKkuMdiaftlicbea Spitze babni. 
Durch dieae fragliche Linie erhalt man alao , wenn dnea der beiden Dreiecke Jf und ge- 
geben iat, aogleirh daa andere. 

Neben der geraden Linie (3) gibt ea noch zwei andere gerade Linien ren ganz anaie- 
ger Bedeutung, deren Gleichungen man leicht erhalt. Die Gleichang (3) geht, wenn von 
nun an p und ^ , gleichwie r, kärzeate Abatande bedeuten aellen, in die folgende aber; 

qainfR, PI pain(R.Q) , 

^ 

und durch Buchstaben - Vertauschung ergeben sich hieraus für die beiden analogen geraden 
Linien die folgenden beiden Gleichungen: 

raiw(Q, P) _ pai«(G,R) 

* 

<iai»i(P,R) ^ r ain(P,Q) 


( 5 ) 


J, 


( 6 ) 


Nachdem die Richtung der Linie S bekannt ist, können wir diese drei geraden Linien un- 
mittelbar als die vierten Rarmonicalen za einer mit S parallelen gnaden Linie und je zweien 
der drei Asymptoten P , Q und R eonslruiren. Nach Betrachtungen , die den an die Spitze 
dieser Nummer gestellten , ganz analog sind , erhalten wir vennittelst einer beliebigen der 
beiden letzten dieser drei geraden Linien den Dreiecks-Inhalt und wenn dieser Inhalt be- 
kannt ist, dreipunctig die Curve auf R osculirrnde Hj-perbeln. 

I Von den vorstehenden drei Gleichungen bedingen je zwei die dritte; die beztlglichen 
drei geraden Linien schneiden sieh also in demselben l^incte. Dieser Punet ist die gesnein- 
achafUiche Spitze dreier Dreiecke deren jedes von einer der drei Asymptoten un'd zwei der 
drei fraglichen geraden Linien gebildet, und dnreh die dritte dieser Linien in solche zwei 
Tbeile getheilt wird , die dem Maasse der Annäherung der Curve an die beiden anderen 
Asjuiptoten proportional sind. 

70. Es gibt endlich drei Paare von Hyperbeln, welche beide eine Asymptote der Curve 
dritter Ordnung auch zu ihrer geineinschartliehrn Asymptote haben und flberdiess die Curve 
bezüglich auf den beiden andern Asjmptoten dreipanctig oscnliren. Nach der 68. Nummer 
schneiden sich die beiden Hyperbeln dieser drei Paare auf den drei geraden Linien (4), (6) 
und (6). Insbesondere wird diejenige Hyperbel, welche P und Q zu ihren Asymptoten bat 
und die Cnrre auf Q osculirt , von derjenigen , welche P und R zu ihren Asymptoten hat und 
die Curve auf R osculirt, auf der geraden Linie (6) geschnitten. Die erstgenannte Hyper- 
bel ist gegeben , die Linie (6) bekannt und folglich die zweite Ht-perbel , weil sie flberdiess 
P zu ihrer zweiten Asymptote hat, auf linearem Wege leicht zu cuastruiren, und zwar ohne 
dass wir, wie in der vorigen Nummer, zuvor J, bestimmen. 

71. Wenn das Maass der Aiinaberung einer Curve dritter Ordnung an ihre drei Asym- 
ptoten bekannt ist, so reicht rin einziger Punet der Curve zur vollständigen Bestimmung 
derselben hin. 

Die 45. Nummer gibt uns nrmlich , wenn 0 ein Punet der Curve ist, indem wir n=3 
nehmen , und die dortige Bezeichnung beibrhalten : 

= + ^ «• Ü.M, • 

Wenn wir statt der Segmente O.M', O.M^ und O.Mi , die auf einer durch den gegebenen Punet 
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0, parallel alt 4er Atymptote P gesogenrii geradra Uaie, beaOglkA zwUeliea dlegen Puacte 
and den Asyaplntea Q itnd R and der Linie S liegen, die von denaelken Puncte 0 anf 
diese drei geraden Linien gelullten Perpendikel einfUbren und diene Perpendikel OQ, OP and 
OS nennen, m geht die letale Gleichnng in die folgende ftber; 

aia(S, P) OP.OQ.OR 
OS ’ 

und durch Buchataben •Vertaunchung ergibt nick alsdann nogleteh: 

lia (S. 0) OP.OQ.OR 


^ * ain(Q,Pj*in(R,P) 


(7) 


^, = T *• 


rbi (.P, Q) ata (U, Qj OS 


ä rr 


ainfS.R) OP.OQ.OR 
sin (Q, R) siH (P, R) ' OS * 


( 8 ) 


( 9 ) 


Diridiren wir die beiden ersten der drei vorstehenden Gleichungen in einander, so kommt 


_ sin (S, P) . aia (R, P) 

~ai* tS,Q) ' ata(R,Q) ’ 

und da Qberdiess (S,Q) = (8,P) — tQ.P), 

ist hiernach die Richtung der Linie S, vermittelst einer der beiden Winkel (S,P) oder (Q,P) be> 
stimmt, wenn die drei Asymptoten P, Q nnd R und auf den beiden ersten das Manss der An- 
nabrmng gegeben ist Dann gibt endlich jede der beiden Gleichungen t8) und (9> unmittelbnr 
den Werth von OS und somit die Lage der Linie S. 

Wir bemerken , wie auch hier der Werth von durrh die Werthe von und be- 
stimmt ist 

73. Nach der 68. Nummer ist eine Curve der dritten Ordnung dann vollkommen be- 
stimmt, wenn auf den drei unendlichen Zweigen, derselben in unendlicher Entfernnng besiig- 
lich vier, drei und zwei Puncte gegeben sind, oder, mit andern Worten, wenn wir die 
drei Asymptoten der Curve , fUr zwei derselben (und also auch fUr die dritte) das Maaas der 
Aunlhening und endlich auf einer tiberdiess noch den gemeinschaAlichen Mittelpunct der dm 
entsprechenden Zweig der Curve vierpunctig osculirenden Hyperbeln kennen. Wir wollen 
uns in dieser Nummer mit der (^onstmetion der so bestimmten Curve dritter Ordnung be- 
srhafligen. Es ist diese Aufgabe ein besonderer Fall der Aufgabe der vorigen Nummer, de- 
ren AullAsnng , dadurch , dass der gegebene Punct 0 unendlich w'eit gerückt ist , neue Be- 
trachtungen erfordert 

Zuvttrderst können wir anf jedem der beiden unendlichen Zweige, anf welchen nur drei 
Puncte gegeben sind , einen vierten Punct der Curve bestimmen , wonach auf jedem der drei 
uiiendtichen Zweige vier Puncte, oder auf den drei Asymptoten die drei Miltelpuncte der 
drei Gruppen von vierpunctig osculirenden Hyperbeln , gegeben sind. Denn da einer dieser 
drei Miltelpuncte (wir wollen voraussetzen es sei derjenige , welcher auf der Asymptote P 
liegt) gegeben ist , so kennen wir denjenigen Punct, in welchem dieselbe Asymptote von der 
Curve geschnitten wird , weil nach der 46. Nummer dieser Durchschnitt dadurch bestimmt 
ist, dass die Mitte zwischen ihm und jenem MiUclpuncte mit der Mitte der beiden Puncten, 
in welchen dieselbe Asymptote P von den beiden andern Asymptoten Q und R geschnitten 
wird , zusammenfKIlt. *) Durch eben diesen Durchschnitt geht die Linie S , welche hiernach 
als vollkommen bekannt zu betrachten ist, weil ihre Richtung durch das Maaas der Aunä- 
henuig der Curve an zwei ihrer Asymptoten bestimmt ist. Durch die beiden Durchschnitte 
der Linie S mit den beiden Asymptoten Q und R siud auf diesen Asymptoten die beiden 


*) \ergl. Syitem. Dritter Abiclinitt 178. 
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Mittrlpnncte der dir Curre uf dritselbrn rierpmetig osenlirendm Hyperbeln nsrh drmselbrn 
Satze gegeben , wHcher uns so eben , inigekrhrt , dm Durebsehnitt der Unie S mit der 
Asymptote P durch den Mittelpanct der, die Curre auf dieser Asymptote vierpunctig osculi- 
renden H>'perbel gab. * 

Wenn wir biemach die zu construirende Curre durch die folgende Gleichung darstelirn: 

pqr + A<s = 0, 

so ist ausser den drei Asymptoten P, Q and R, wdebe gegeben sind, auch die Unie S auf 
lineare Weise bestimmt, und es bleibt nur noch Obrig den CoeOicirnten zu Anden. Dieser 
ist aber unmittelbar gegeben , w enn wir das Maass der Annäherung der Curre an eine ihrer 
Asymptoten kennen (14). Statt des CoefAdenlrn n können wir auch direct und auf lineare 
M'eise einen, nicht unendlich wuit entfernten, Punct der Curre coiistruiren. Die Gleichung 
der rorigen Nummer : 


= + S OP 


OM«. OM’ 
OMi ’ 


gibt , wenn und irgend eine gerade Unie , die mit P parallel ist und somit OP gegeben 
sind , die beiden Durchschnitte 0 dieser geraden Unie mit der Curre. Wenn die gegebene 
gerade Linie, ausser dass sie mit P parallel ist, auch noch durch den Durchschnitt der 
Asymptote R mit der Linie S geht , so fallen die beiden Puncte M’ und M| zusapimen. Da- 
durch wird die obige Gleichung zur Bestimmung des Punctes O linear und gibt, indem wir 
OP durch 3 bezeichnen; 


OM« 



§, 2 . 

■mngiaKre Asymptoten. Reelle und InusntnRee elllptUche Asymptoten, 
.asymptolenpnnct. 

73. Wenn wir früher behauptet haben, dass die aUgemeine Gleichung der Cnrren n. 
Ordnung 12, = o 

sich immer auf die nachstehende Korra bringen lasse: 

0, + E pqr — h iul2,-, = o , (1) 

und dass die linearen Functionen p, q, r . . . so wie die Function fcß,— > alsdann rollkom. 
men bestimmt seien, so rersteht sich ron selbst, dass jene linearen Functionen und demnach 
auch die ihnen entsprechenden Asymptoten der Curre, welche in demjenigen Falle, den wir 
bisher ausschliesslich betrachtet haböi , reell sind , keinesweges reell zu sein brauchen. Im 
Gegemheile, dem fraglichen Falle ganz parallel und durchaus nicht untergeordnet, sind die- 
jenigen Falle , in welchen die linearen l^nctiunen alle oder zum Theil imaginlr sind. Wir 
konnten diess nach der Methode der unbestimmten Coeflcienten, indem wir ron der ailgemei- 
nen Gleichung des n. Grades zwischen zwei willkobrlich angenommenen linearen Functionen 
nusgingen , leicht zeigen. Dabei würden wir zu einer Gleichung des n. Grades , durch de- 
ren Wurzeln die Richtuugen der n Asymptoten der Curre gegeben sind , gelungen und diese 
Gleichung Uber die Realität und ImaginariUt der fraglicben n linearen Functionen und ent- 
sprechenden Asymptoten entscheiden. Die vollständige BesUmmong derselben würde nach 
AuAosnng dieser Gleichung auf linearem Wege sich ergeben, so wie auch, und auf noth- 
wendig reelle Weise, die Bestimmung der Constanten der Function ß,_,. 

Aber nicht aus der algebraischen Omformung der einen Gleichung in die andere . son- 
dern aus der Form der Gleichung (1) als selbstständig für sich nnd unabhängig von der 
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wtllkilhrUchm Anaaliaie xweier linearen F^nctiotttn bestehenii , aiebeo wir niiscre Schlässe. 
Weil diese Gleiehung, bei der noibwendii^en Anaabl van einander nnabbangiger ConsUnten, 
die allgemeine Gleichung der (’urven n. Ordnung ist, so gibt es keine Curve dieser Ordnung, 
welche sieb nicht durch die Gleichung (1) dantellen lasst , und umgekehrt erhalten wir alle 
Cnrven dieser Ordnung, wenn wir nach einander in dieser Gleichung alle mOglichea Con- 
Btanten - Bestimmungen raacbett und erhalten alle coordinirten Gattungen der 
t'urren n. Ordnung, wenn wir auf die verschiedenen Kalle, wie das Ima- 
ginäre in der Form der fraglichen Gleichung möglicherweise Vorkommen 
kann, Rücksicht nehmen. 

Jede ConsUnten - Bestimmung in der Gleichung (i) hat gleiche Allgemeinheit, so lange 
die Anrahl der von einander unabhängigen Coostanten dieselbe bleibt, es mögen übrigens 
diese ConsUnten reell oder imaginär sein. Nur müssen wir, wenn wir imaginlre Constan- 
Un wählen , darauf Bedacht nehmen , dass die Function f2„ , deren Entwicklung der erste 
Theil der Gleichung (1) ist, dadurch keine imaginären Glieder erhalle. Diess erfordert, dass 
anrh die Function i gans reell bleibe, weil die etwaigen imaginären Glieder derselben 
auf keine Weise durch die imaginären Glieder der Function aafgehoben werden können. 
Die Function ist UirerseiU ans demselben Grunde nothwendig reell und kann daher nur 
solche imaginäre Factoren des ersten Grades enthalten, deren Product reell ist, also Facto- 
rrn die, paarweise genommen, folgende Form haben: 

u-fov/— I-, n— OVy^— 1, 

und mit einander multiplicirt die nachstehende reelle Function zweiten Grades gehen: 

u= + 

Wir können also jedes Paar linearer FacUren der Function 3. durch eine Function 
xweiten Grades von der vorstehenden Form erseUen. Diese Function kann auf unendlich- 
malige Weise in eine andere Function von gleicher Form umgewandelt werden und enthalt 
deshalb eine fiinfle und überxahlige Constante. Wir können die Anxahl der Constanten auf 
verschiedenem M'ege auf die nothwendige reducirea, insbesondere können wir voraussetzen, 
dass die , den beiden Functionen u und v entsprechenden , geraden Linien U und V auf ein- 
ander senkrecht stehen, dann sind diese beiden Functionen und der Coefficient c durch vier 
Constante auf lineare Weise bestimmt 

Wir werden, um unsere Ausdruckswdse den eben erörterten analj'tischen Beziehungen 
anzupassen, in dem Folgenden auch von imaginären Asymptoten sprechen. Solche 
Asymptoten sind also inuner paarweise vorhanden, in der Art, dass die beiden imaginären 
Asymptoten jedes Paares sieh immer in einem reellen Puncte schneiden. Denn die Gleichnn- 
gen derselben haben folgende Form: 

u-fov/ — 1=0, u — ov/ — 1=0, 

und aus ihrer algebraischen Verbindung ergeben sich die folgenden beiden Gleichungen: 

u «= o, V =s o , 

welche zwei reelle, in demselben Puncte sich schneidende gerade Linien darslellen. 

74. Die meisten geometrischen Sülze and Constnictionen der frühem Nummern fallen 
fort, wenn wir sie auf den Fall imagiuürer Asymptoten übertragen wollrn. Wo aber ins- 
besondere die Realiint der Asynaptoten seihst nicht in Betracht kommt da behalt Alles seine 
unmiltelbart Geltung. Der Durchschnitt zweier reellen Asymptoten wird hierbei von dem 
Durchschnitte zweier zusammengehörigen imaginären Asymptoten vollständig vertreten. Was 
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wir von dner theilweisen Anzahl reeller Aayvptoten einer fcf ebenen Caire bewiesen haben, 
ebne dabei anf die fibrif en Asymptoten Rücksicht zu nehmen , besteht auch dann noch fort, 
wenn diese letztem alte oder znm Theil imaipnar werden'. So gilt, znn Beispiel, auch un- 
ter dieser Varaussetzunf der Satz der 3t). Nununer, dass von irgend drei reellm Asjmpto- 
len einer Curve n. Ordnung nicht zwei npnnctig und die dritte bloss (n— l)punctig oscnli- 
reiide sein können, und hiernach kann eine Curve der 6. Ordnung neben zw« imaginären 
nicht drei reelle Asymptoten, von der Art haben, dass zwei derselben dieCurre fanfpunctig 
und die dritte dieselbe nur vierpnnctig osciilirt. 

7&. M'ir können auch , um wiederum ein analytisches Resultat za bezeichnen , von o s- 
culirendcn imaginären Asymptoten sprechen. Zu bemerken ist aber hierbei, dass, 
wenn eine von zwei zusammengchorigea imaginären Asymptoten eine osculirende ist, die an- 
dere es ebenfalls ist und beide fiberdiess die Curve nach derselben Ordnung osculiren: Es 
ist leicht uns hiervon zu Sberseugen. Denn, wenn wir die folgende identische Gleichung zu 
Grunde legen: ßm s p&,~, + fiß„—,, 

so muss, wenn P eine dreipunctig osculirende Asymptote der Curve ß„ sein soll, eine Asym- 
ptote der Curve i dieser geraden Linie parallel sein (35). Wird p imaginir und von der 
Form (u+ov«/' — 1), so setzt diess zuvorderst den der zugehörigen Asymptote entsprechenden 
Factor (u — ov/ — 1) in der Function Qa—i voraus, und dann muss ß^—t die durch folgende 
identische Gleichung angezeigte Form: 

i2._, = l(n-l-«) + o(v+jSl/— 1]0«_3 + pfiii _4 

’ haben und es bedingt hier wiederum , weil ü„_4 wie 12.— > uothw-endig reell ist , der imagi- 
näre Factor, in der Function Ö„_ j, den zweiten imaginären Factor [ lu-t-o) — o(v+^v' — 1|. 
Die Curve ßo—t hat also zwei solche inuginOre As)'mptotrn, die den beiden zugehörigen 
imaginären As)-mptotea der Curve ß„ parallel sind, und folglich sind diese Asymptoten beide 
dreipunctig osculirende. Gebt der Contaet auf der rrsteo dieser beiden imaginären Asym- 
ptoten in einen vierpunctigen über , so wird diese Asymptote auch eine Asymptote der Curve 
ßu-t. Diess gibt folgende Formbestimmung: 

X2,_, = (U+0V4'— 1)0„-3 -I- eß»-4t 

wobei der imaginäre Factor einen zweiten in 0g-3 verlangt und dieser enlspricbt einer zwei- 
ten Asymptote der Curve Si, , und diese Asymptote wird also auch eine vierpnnrtig oscult- 
rende. Anf diesem Wege können wir weiter gehen und uns so von der Richtigkeit der 
obigen Behauptung fiberzeugen. 

Die Theorie der osculireuden imaginären Asfymptoten ergibt sich durch eine unmittelbare 
Uebertragung aus der Theorie der osculirenden reellen Asymptoten. Wir können die erst- 
geiiannten Asymptoten nicht ganz nnbertthrt lassen, weil einerseits die analytische Conse- 
qiienz uns zur Betrachtung derselben swingt, und andrerseits die Vemaclilässigiing dersel- 
ben als Folge mit sich fuhren wurde, dass viele geometrischen Resultate, ausser ihrem ana- 
lytischen und natürlichen Zusammenhänge, unverstanden bleiben mussten. 

76. Bei dm Curven der d. Ordnung stellen sich die beiden Falle, dass die Curve ein- 
mal zwei imaginäre und zwei reelle und das andere .Mal vier imaginäre Asymptoten hat 
neben den Fall , dass alle vier Asymptoten reell sind. Die in Beziehung auf die Osculation 
der einzelnen Asymptoten untergeordneten Fälle erhält man mit BerUckaiehtignng der Be- 
merkungen der vorigen Nummer, unmittelbar aus dem Schema der 39. Nummer. In dem 
Nachsteheiidra haben wir die frühere Bezeichnung für die Ordnung der Oaculatian wieder 
aufgenommen und überdiess noch die zusammengehörigen imaginären Asymptoten umklammert. 

Wenn die Curve zwei reelle und zwei imagin.1re Asymptoten hat, so sind elf beson- 
dere Falle möglich , welche sich , wenn wir bloss auf die rrrschiedroe Ordnung der Oscu- 
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lation der kridrn reellen Aiynptvteo Rueksieht nehmen wollen, anf sechs redudren 


wfirdeu. [2S|SR |3S)*1 

. . 33 . . 33 

. . d3 . . 4.3 

. . 33 |44j33 

..4S ..41. 

. . 44 


Wenn die Cnrve nur imaginäre Asymptoten hat, so finden wir folgende fünf hesoadere 
Falle. |33||33I 

• . |33I 

|33)|33| 

141JI44J 

Mir werden später in einem besondern Paragraphen, diejenigen Gleiehnagen von eba- 
racteristischer Form, welehe diesen einseinen Fallen entsprechen, mit den Gleichungen aller an- 
dern Falle von Ctirren der vierten Ordnung susammengestellt finden. 

77. M'enn wir die 31. Nummer su Ruthe siehen, erkalten wir, für Curren der 5. Ord- 
nung, ohne alle Mühe die nachfolgende Zusaaunenstellung mttglicher Falle; 

1) Curren mit drei reellen und sw ei imaginären Asymptoten. Die Ansahl der ein- 
selnen Falle betragt 42, und wfirde sich, wenn wir nur auf die Unterscheidung der reellen 
Asymptoten Rtiehsicht nehmen wollen, auf 19 redudren. 


[22]233 

|38]553 

I44J333 

. .323 

. .444 

..333 

. . 428 

. . 544 

. . 432 

. .322 

. . 553 

..522 

. . 333 


. . 333 

. . 432 

. . 322 

. . 444 

..332 

. . 422 

. . 544 

. . 443 

..532 

I55J222 

. . 542 

. . 333 

. . 333 

. . 552 

. . 433 

. . 438 

. . 333 

. . 533 

..522 

. . 433 

..443 

. . 333 

. . 533 

. .543 

. . 555 

. . 443 
. . 543 

' . . 553 



3) Curren mit einer reellen und vier »aginarrn Asymptoten. Di« Ansahl der dn- 
seliien Falle betragt 34, wQrde sieh aber wenn wir die imaginären Asymptoten unter ein- 
ander nicht untersrheiden wollen , auf 4 redndren. 


|29||28}3 

1441132)3 

[33][3S]S 

... 3 

... 3 

... 4 

... 4 

... 4 

... 5 

... 5 

... 5 

I44||83J3 

|33I|28]3 

I»l(*8)* 

|55||33]3 

... 3 

... 3 

[441|44|4 

... 4 

... 4 

... 5 

... 5 

... 5 

[»HS6J5. 
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Das Imaginäre ist swar in geomrtrisclier Hinsirbt gar nicht vorhanden , trotz dem aber 
prägen sich sogar dir Unterschiede des Imaginären im Reellen ab. So sind , zirn Beispiel, 
nrim eine Curvr der S. Ordnung drei reelle Asymptoten bat, ron denen eine dieselbe drri- 
punclig und die beiden andern mehr als dreipnnctig oseuliren, die imaginären Asymptoten 
notbwendig dreipunctig osculirende. 

78. Jede Hyperbel , welche zwei Asymptoten einer gegebenen Cnrre auch zu den ihri- 
gen hat, ist eine byperbolische Doppel - Asymptote der Curs-e und hat mit ihr in unendlirhrr 
Entremung einen reellen Doppel - ('ontact Das System der beiden geradlinigen Asymptoten 
erscheint hierbei als der Uehergang , die Gränze , zwischen zwei Gruppen ron Hyperbeln, 
w elche io den beiden verschiedenen Paaren von Scheiteln inlieln , die ron diesen Asymptoten 
gebildet werden, liegen. In der identischen Gleichung; 

= (pg-hA)fl_, -I- 1 , 

treten , wenn wir für X nach einander alle mOglieben Werthe einsetzeu, alle fraglichen hyper- 
bolischen Doppel - Asymptoten durch den Eactor (pg+X) in Evidenz. Positive M'erthe von X 
bezeichnen die eine, negative M’erthe die andere Gruppe, und beim l'ebergang von einer 
Gruppe zur andern verschwindet X. 

Ganz analoge Beziehungen ergeben sich, wenn die beiden geradliniggp Asymptoten P 
und Q imaginär werden. Dann nimmt die Kunclion S2^ folgende Korm an; 

' a, = (u'-H 7 ’v=-t-X)ßi_, + /ifl’o—, , 

und den hyperbolUrhen Doppel - Asymptoten entsprechen nun Ellipsen, welche, indem wir X 
als willkohrlicbe Constante ansehen, durch dir nachstehende Gleichung dargestellt werden; 

u»-y o’v’ X = o. 

Jede solche Ellipse hat mit der Curve in unendlicher Entfernung einen hnaginärm Doppel- 
Contact und schneidet die Curve , was sogleich aus der Gleichung derselben in die Augen 
springt, deshalb nur in 3(ii — 2) Punclen. Jede ist, um uns consequent auszudrtlcfccii , eine 
elliptische Asymptote und zwar eine Doppel - Asymptote der gegebenen Cnn'e. Nur 
wenn X negativ ist, ist diese Asymptote reell, sie wird imaginär, wenn X positiv wird. 
Zwischen reellen und imaginären elliptischen Doppel - Asymptoten bildet ein Punct, 
und diesem entspricht dass die Constante X verschwindet, den Uebergang. Diesen Punct, in 
so fern er uns, wie hier, ab eine verschwindende Ellipse von bestimmtem Axen-Verhältniss 
und bestimmter Azen - Lage , und nicht als ein blosser Durchschnitt zweier geraden Linien, 
entgegentritt, habe ich Asymptotenpunct genaunU Ein Asymptotenpunct ersetzt voll- 
ständig zwei reelle gerade Linien in der geometrischen Bestimmung der Curve. 

70. M'ir können, im Allgemeinen, die Constante X nicht so bestimmen, dass dadurch, wie 
froher zwischen Curve und Hyperbel, nun zwischen Curve und Ellipse rin innigerer (imaginä- 
rer) Contact hervorgebracht werde. Wenn ein solcher nemlich auf der Asymptote P Statt 
findet, so muss, nach frllhem Erörterungen, die Curve JJ«—» eine mitP parallele Asymptote 
haben. Diess bedingt die nachstehende Korm ; 

J2. = (pq+X)©,_, + /((p-h»)Sb— 3 + 4 . 

welche, wenn P imaginär wird, und wir um die allgemeinste Constanten-Bestimmung zu er- 
halten, a mit a+aßy '' — 1 vertauschen, in folgende Obergeht; 

fi. = (u’+o’vM-X)©»—, 4- ^i[(u 4 -a) + o(v+/S)v^— 1 J 0„_3 + 

Da aber pU «— 4 reell ist, bedingt der imaginäre Kactor einen zweiten, [(u-l-a) — o(v+j^^— 1], 
in der Function 61 — 3 , woraus folgende Form hervorgeht; 

fl« N (u'+o’v’+X)©,« ^4|{u+o)’-|- a’(v+^)’|0,_4 + pß_4, 

5 (u’+o’v’ 4 -X)flo-> + »il.— 3 . 

Diese Form zeigt , dass alsdann die elliptische Asymptote mit der Curve auf einer unendlich 
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weit cDtfernten geraden Linie einen imaginären drei^unrügea Doppel-Cnntnct hat. Zncleich 
aber sehen wir aus der ersten der rorslebenden beiden Entwicklungen der Punctino 12. , dass 

fff ff^^) 

diese Function, indem wir auf dir elliptische Asymptote fünf Conatante nehmen , nur 

Constante einscbliesst , und ihr also, nra die allgemeine ihres Grades su sein, eine Constante 
fehlt. Also gibt es nur bei Curren der n. Ordnung von einer besondern Art eine solche 
elliptische Asy mptote. Diese Ellipse kann alsdann immer noch reell oder imagiuar sein oder 
auch auf den Asymptolenpunct sich reducireo. In diesem letnten Falle findet durch das Ver- 
schwinden von 1 noch eine Reduction in der Anaahl der Constanten um eine neue Einheit 
Statt , und das ist nothwendig , weil hier nur ein einaelner particularer Fall unter unendlich 
rielen heransgebobrn wird. Die gegebene Curre hat alsdann zwei geradlinige, dreipnnctig 
osculirende, imaginäre Asymptoten. 

Es kann, bei neuen Particularisationen der gegebenen Curve, auch solche Ellipsen ge- 
hen , welche mit der Curre in unendlicher Entfernung einen imaginären vier- bis npuncti- 
gen Doppel-Contact haben. 

Das Maass der Annäherung einer Curre an eine imagiaäre Asymptote ist offenbar ima- 
ginär. Wenn es flir swei ansammengehbrige imagiaäre Asymptoten gleich ist, das heisst 
wenn es eine dreipunctig osculirende elliptische Doppel - Asymptote gibt, so nimmt der Aus- 
druck nir dasselbe die Form — 1 an und, fUr verschiedene solche Fälle, können wir das 
Maass für die Annäherung auf reelle Weise vergleichen. Es ist dem reciproken Werthe des 
Inhaltes der dreipunctig osculirenden elliptischen Asymptote proportional ; denn dieser Inhalt 
ist, wie man leicht sieht, gleich d<» früher durch J beaeichaeten reciproken Werthe der 
Annäherung, mulliplicirt mit indem wir die Ludolph'sche ZaU mit n beEfichneo. 

Cm die Uebettragung früherer Resultate von hyperbolischen Asymptoten auf elliptische 
an einem einsigen Beispiele su seigen , wähle ich den Sats der 84. Nummer , aus dem un- 
mittelbar der folgende fliesst. 

Wenn eine Curve der n. Ordnung (lo — ^3) reelle osculirende geradlinige 
Asymptoten hat, so gibt es immer, wenn die beiden Übrigen Asymptoten 
imaginär sind, eine Ellipse, welche mit der Curve, auf einer unendlich 
weit entfernten geraden Linie, einen imaginären dreipuncti gen Doppel- 
Coatact hat 

Es vmteht sich, dass diese Ellipse auch imaginär smn und auch auf einen Punet sich 
reduciren kann. 

80. Auch wenn wir mehrere elliptische Asymptoten sugleich betrachten , erhalten wir 
Rcsttitate, die den ftühon ganz analog sind. Die reellen Asymptoten einer Curve der n. 
Ordnung sind immer in solcher Anzahl m vorhanden, dass (n — m) eine gerade Zahl ist und 

dann gibt es — vollkommen bestimmte Puncte, welche die Mittelpuncte von eben so vielen 

Gruppen unter sich ähnlicher and ähnlich Hegender elliptiseben Asymptoten sind und deren jede 
die Curve nur in S(r— 8) Punctea schneideL Verschiebt amn eine solche Ellipse, ohne dass 
sie sich dreht, so schneidet sie die Curve in jeder ihrer Lagen ima»r nur noch in 3(a — 1) 

Puncten. Wenn man in jeder der obigen Gruppen von Ellipsen eine derselben beliebig 

auswählt, so schneidet das System solcher - -j— Ellipsen und der m geradlinigen Asymptoten 

die. Curve im Allgemeinen in solebmi «{n— 8) Puncten, welche alle auf de» Umfange einer 
Curve der (n — 8). Ordnung liegen. Man kann hierbei auch die m geradlinigen Asymptoten 
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putrwrUe xusamnennrlimni und dann m die Stelle jedes Paares Asymptoten eiae beliebige 
Hyperbel setzen , weiche diese Asymptoten auch su den ihrigen hat. — 

S 3. 

ParaWoilaehe Aaymgtalea. 

81. Wenn wir die allgemeine Gleichung der Curven n. Ordnung unter der nächste- 
heiiden l'orm schreiben : 

B_2 + /tßa— a * 0 I 

so tritt rin Kegelschnitt, dessen Gleichung 

o _ . 

«aj — O , 

als Doppel -Asymptote der Curs'e in Evidenz. Die letzte Gleichung kHnnrn wir, indem wir 
von Vorue herein zwei lineare FuncMonm y und x willktthrlirh annehmen , in die folgende 
entwickeln : y ' + »oxy -t- |*x’ -I- Syy + Sdx -f- • = o , 

wonach alsdann der fragliche Kegelschnitt einzig von den fünf Constanten a, ß, y, t und f 
abhaugt Die beiden Asymptoten dieses Kegelschnittes sind zugleich zwei Asymptoten der 
CuTve; andern wir den Kegelschnitt, indem wir den obigen fttnf Constanten andere M'erthe 
beilegen , so andern sich , im Allgemeinen , die beiden Asymptoten des Kegelsebnittes und so- 
mit auch zwei Asymptoten der Curve n. Ordnung. Diese Aendening hat, wenn die Kunctio- 
nen 12«— i und unverändert dieselben bleiben, auf die Natur der itbrigen unetidlirhen 

Zweige der Curve durchaus keinen Einfluss , und , unbekümmert um diese , können wir uns 
auf die Betrachtung derjenigen unendlichen Zweige, welche der Doppel - Asymptote 22, sieh 
annabern , beschranken. 

M’enn durch eine schickliche Constanten -Bestimmung, indem der Werth des Ausdrucks 
(a^—ß) der urspittnglieb positiv war, negativ wird, der Kegelschnitt von einer Hyperbel in eine 
Ellipse übergeht, su werden die beiden gemeinschaOlichen Asymptoten, die ursprünglich reell 
waren, nun imaginär. Denken wir uns die Constanten-Aeudemng als eine eontinuirliche, so 
muss die entsprechende continuirlicbe Korm - AeiMerung des Kegelschnittes von der Art sein, 
dass, indem der Werth des Ausdrucks (o= — ß) verschwindet , der Kegelschnitt durch eine - 
Parabel bindnrehgeht In diesem Uebergangsfalle sind die beiden gemeinschaftliebm Asym- 
ptoten unendlich weit gerückt und sind in unmdlirher Entfernung als parallel zu betrach- 
ten. Es gibt also im engrrn Sinne keine geradlinigen Asymptoten und an die Stelle der 
hyperbolischen oder elliptiscben ist eine parabolische Asymptote getreten. 

Um eine klare Anschauung von paral^lischen Zweigen einer Curve zu erhalten, brauchen 
wir bloss den Uebergang von einer byperbolischen su einer elliptischen Asymptote auf irgend 
eine Weise naher festzustellen, etwa dadurch, dass dieselben alle einen gemeinschaftlichen Brcnn- 
punct und einen gemeiuschaftliekcn Scheitel behalten. Nähert sieh alsdann der diesem Brcnnpunele 
eatsprecheode Uyperbelzweig einer Parabel, so nähert sich die Richtung der beiden .ksymptoten im- 
mer mehr der Richtung der Axe, wahrend sie selbst immer weiter sich entfernen. Derjenige Asym- 
ptoteii-Winkel, welcher den andern Hyperbdzweig umschlicsst, rückt dadurch, zugleich mit diesem, 
und den an demselben sich ins Unendliche hinziebenden Zweigen der Curve innner weiter bis, 
für den Pall der Parabel , diese Zweige sich im Unendlichen verloren haben. Hier sind also 
die an einer hy perbulisrhcn Asymptote sich hinziebenden unendlichen Zweige der Curve halb 
rersebwundeo , in der Art , dass , b« dem Uebergauge von zwei reellen zu zwei imaginären 
Asymptoten, an jede Asymptote nicht mehr nach der zwiefachen, sondern nur nach einer 
Erstreckung derselben , die Cun e sich hiiizieht ; bis sie auch die beiden letzten unendlichen 
Zweige verliert, und elliptische Asyraptolcn criialt. 
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Wenn wir Mose der CoDsUaten t einet andern beliebigen Werth beilegen, behalt der 
neue Kegelschnitt (S), wie die neue Curve a. Ordnung (1), die beiden urspriloglirhrn 'As]'n- 
ptoten. Der neue Kegelschnitt hieiht hierbei aber auch immer noch eine Doppel - As)'nptote 
der UTspiilnglicheii Curve (1), denn wir können, ohne weder die Gleichung (1), noch auch 
dir Fora dieser Gleichung zu ändern , den Coeflicientea c nm irgend eine beliehige Grosse s 
wachsen innen; wir brauchen dann bloss durch 

fiSlm — ■ — * ^ A* d2n — a 

ZU ersetzen. Diese Wlllkahrlichkeit in der Annahme von t ist unabhängig von 'der Art des 
Kegelschnittes; dieser behält immer als Doppel - Asymptote der Curve (1) eine Überzählige 
Conslaule und , so wie es in dem Falle zweier reellen Asymptoten unendlich viele hyperbo- 
lisciie und in dem Falle zweier imaginären Asymptoten unendlich viele (thcils reelle, theils 
imaginäre) elliptische Doppel - Asymptoten gibt , so bedingt die Ezistrnz einer parabolischen 
Asymptote unendlich viele solcher Asymptoten. Die vorstehenden Erörterungen zeigen, dass 
alle diese parabolischen Asymptoten eine gemeinsame Axe und gleichen Parameter haben, 
und dass man also dieselben alle erhält , wenn man eine derselben , ohne sie zu drehen, 
nach der gemeinsamen Azen - Richtung sich fortbewegen lässt. 

SS. Um die parabolischen Asymptoten in der Gleichung der Curve n. Ordnung in Evi- 
denz zu bringen, wollen wie 

fl. = p’ + Iq 

setzen. Indem wir alsdann, was unbeschadet der Allgemeinheit erlaubt ist, die Function 
fl,_, mit vertauschen, geht diese Gleichung in die folgende Ober: 

(p=+lq)0.— , + (iSK-t = o. 

Diese Gleichung enthält noch zwei Oberzählige Constanten. Von diesen rOhrt eine daher, 
dass man Oberhaupt ein und dieselbe Parabel auf unendlichmalige Weise durch eine Gleichung 
von der obigen Form darstellen kann, und diese Constante kommt daher ausschliesslich auf 
den Factor (pM-iq). Die andere wird nach der vorigen Nummer dadurch bedingt, dass die 
parabolischen Asymptoten der Curve nothwendig in nnendiieher Anzahl vorhanden sind, und 
fällt daher, durch eine Particularisation derselben, aus der Gleichung der Curve ans. ' 

Was die erste dieser beiden Constanten betrilR, so kommt 
p^ + iq = p’ + Vq', 

wenn wir die beiden neuen linearen Functionen p' und H'q' dadurch bestimmen , dass wir 
P'sp + |S. Iq s iq + yp + d, 

setzen, und hierbei die drei Constanten ß, y und d so bestimmen, dass sie den beiden foU 
genden Gleichungen GenOge tbun : 

/J' + d = o, 8/J + At = 0 . 

M'ir können zu diesmn Ende, damit zugleich die BesUmmung der beiden Obrigen Constanten 
linear bleibe ß (oder auch aO willkOhrlich annehesen. Wir werden hiernach in dem Folgen- 
den auf einen Factor von der Form (pM-iq) nur vier , das heisst so viele Constante rech- 
nen, als zur Bestimmung einer Parabel nothwendig sind. Ueberdiess wollen wir der Kürze 
wegen einen Factor von der obigen Form durch das Symbol H bezeichnen, und zur Unter- 
scheidung verschiedener Facloren von derselben Form , diesem Symbol Marken beifügen. 

83. Um die zweite überzählige Constante aus der Gleichung der Curve, die nun die 
folgende sei, -t- ™ o, , 

fortzuschaffrii , wollen wir , durch Einführung einer willkührlichen neuen Constante d , diese 
Gleichung zunächst auf nachstehende Weise schreiben ; 

(/f+d)0„_, + (Aifl.-.-d0._) = o, 

und dann , was immer auf einzige Weise möglich ist , die eingefilhrte Constante d so 
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bestimmen , ääe»_ 

— <>e„_, S pp.Q_j+ |«'X?n-3 E p(p+o)0„_3 + aS2n-,. 
irobet p eine von il' abbingige lineare Knnction bedeutet. Wenn wir biemacb 

J1 4* d s JI 

setsen , entspriebt Jt einer , durch ihre besondere Beaiebung zur Cnrve der il Ordnung voU- 
kommeu bestimmte Parabel, und dann gebt die Oleiebung dieser Curve in die folgende aber : 

+ p(p+o)0_3 + oü _4 = o. (2) 

Diese Gleichung enlbält die nothwendigen and binreichenden f — — I j , von ein- 
ander unabhängigen Constanten. M'ir knrnien sie für die allgemeine Oleichnng der 
Curven n. Ordnung mit parabolischen Asymptoten nebmeii , und, als solche, 
sie allen allgemeinen Gniersuchungen über solche Curven zu Grunde legen. 

Jede der unendlich vielen parabolischen Asymptoten, von welchen eine in der Function 
fV der Gleichung (I) in Evidenz tritt, schneidet die Curve n. Ordnung nur in Sfn— 2) 
Pancten, weil vier Durchschnitts - Puncte , dem asymptotischen Cburacter derselben zu Folge, 
unendlich weK liegen. Von den , im Allgemeinen , nicht unendlich wnt entfernten Durch- 
schniUspuDcten , welche zugleich auf dem Umfange einer Cnrve der (n — 2). Ordnung liegen, 
ist in dem Falle der Parabel il noch einer unendlich weit gcrttckt. Denn die Gleichung 

il EC 0 

reducirt die allgemeine Glekhnng (2) auf 

p(p-Hl)0._3 + — o. 

Diese Glmehung stellt eine Curve der (n — 2). Ordnung dar, welche eine solche Asymptote 
hat , die der Durchmesser - Richtung der parabolischen Asymptoten parallel ist und welche 
somit die Parabel nur in (2n — 6) Puncten schneidet, weil nach der eben bezeichneiea Ricb- 
tung, ein Durrhschnittspunct unendlich weit liegt. Wir werden die hierdurch naher chara- 
cterisirte Parabel eine die Curve in unendlicher Entfernung fünfpunctig os. 
cnlirende, oder im Allgemeinen kurz, die osculirende parabolische Asym- 
ptote nennen. Curven. mit parabolischen Zweigen haben also unter ihren unendlich 
vielen parabolischen Asymptoten izuner eine einzige und vollkommen bratimmte , fiinf- 
punclig osculirende. 

84. Im Allgemeinen hat eine Curve mit parabolischen Zweigen keine mehr als fOnf- 
punctig osculirende Parabel ; bei paraboliscben Curven der il Ordnung von besonderer Art 
kann indess die Ordnung der OsculaOon bis za einer 2npuactigen ansteigen. Die Anzahl 
der Constanten reducirt sich von Neuem um Eins flir jede steigende Einheit in der Ordnung 
des Contactes. 

'' Wir wollen zuvbrderst die Curven der vierten Ordnung betrachten. Die Gleichung 
dieser Curven, in welcher aus der Gruppe der unendlich vielen parabolischen Asymptoten 
' irgend eine , It , in Evidenz tritt , ist die folgende ; 

Jl'0, + = o. (1) 

Damit TI' In die fUnfpnnctig osculirende Parabel 12 Übergehe, muss die Function O, sich so 
particularisiren , dass die Gleicbnng der Curve In die nachstehende fibergeht : 

TlQi + /<[(p-(-o)r-t-/!fI = o. (2) 

Dadurch ist aus der Gleichung (1) die fiberztthlige Constante verschwunden und die neue 
Gleichung (2) enthalt die gerade nothwendige Anzahl von Constanten , nemlich 13. Die 
Curve f}, ist hier nothwendig eine Hyperbel, deren eine Asymptote der Durchmesser- 
Richtung der parabolischen Asymptoten parallel ist, wonaeh sie die Parabel H nur in drei 
Puncten stlhneidet. 


Digitized by Google 


73 


S- 3. Parabolische Asymptoten.- ' 

Wenn die Pttnetlon Si, «ich weiter paitimlarkirt , m da*» der beailglidie Kepdaehnitt 

von der Parabel J1 nur noch in «wei Funden geschnitten wird , »o particularisirt »ich ziv- 

gleich die Curve der n. Ordnung. Eine »echspunctig ogculirende Parabel vertritt als- 
dann, unter uiimdlieh vielen vierpniidig oacalireaden, die Stelle, der Alnfpnnetig oeeulireaden 
Parabel. In der genuchten Vorausnetnung muM die Kanction üj , wenn fl 'verschwindet, 
anf den ersten Gmd sich redociren, wa* folgende identische Qleicfanig bedingt: > 

fiQ; a in + g». • I ■' 

Hiernach ist die aUgmieine Gleichung solcher Curven vierter Ordnnng, welche eine sechs- 
punctig osculirende parabolische As^-uiptnte haben , die feigende mit Vi Censtanten : 

/7(0,+i) + ps = 0. ' I. I > (3) 

Dir beiden einaigen noch übrigen Durchschnitte der Curve mit ihrer parabolischen Asym- 
ptote J1 liegen auf der geraden Linie S ; soll auch einer von - diesen beiden Darchschnitts. 

punrtrn noch unendlich weit rüeken , s« muss die Linie S eia Durehmesser der Parahd fl 

werden. Diess fordert : s a p + o. ) e. . > . i t ! 

Wenn also die nfehr als vierpunctig osculirende Parahel eine siebenpnnrtig osenlirende sein 
soll , so enthalt die allgemeine Gleichung der so partiedarisirien >Cuire vierter Ordnnng nur 
11 Constanten und wird die folgende; ' i > 

ff(0.+i) + P<lH-a) = o. - (4) 

Wenn endlich die Ordnung der Osculation der Curve und der Parabd fl zu dner acht- 
punctigen , und also , weil eine Curve der 4. und dne Curre der 2. Ordnung sich überhaupt 
nur in acht Puncten srhiieiden kUnneii, der hSebstnitiglichea , aasteigen soll, so reduent sich 
die Anzahl der Constanten auf lu, und wir erhalten die nachsteheade Form : 

f/(©.+l.) + /< = 0. I . . (5) 

W'eil , beim Uebergange von der Gleichung (2) zu der Qleichnng (8) , von der Glei- 
chung (3) zu der Gleichung (t) und voll dieser Gleichung zur Gleichung (3) , jedesmnl nur 
eine einzige Constante ausgefallen ist, und diese verschiedenen Gieiehungen also die 
allgemeinen für die eben namhaft gemachten ParticnlarisatioBen der Curveu vierter Ord- 
BUDg sind, so ist, was die Form dieser Gldrhuiigen aussagt, eine uothwendige Folge 
dieser Partien I a risa t i o ne n. Hiernach zeigt, zum Beispiel, die Gleichung (3) dass, 
wenn eine Cnrve vierter Ordnung mit parabolischen Asymptoten, -von der Art ist, dass unter 
diesen eine sechspiinclig osenlirende Parabel sich befindet , es nebco dieser Pnrabei immer 
noch einen sw eilen KegrlschniU: 6. + 1 >= o, i 

gibt, welcher mit derselben Cnrve in nnendlielier Entfernung einen dreipuncligen Doppel- 
Contact hat , und dass alsdann das System dieser beiden Kegelschnitte die Curve in solchen 
vier Puncten schneidet, welche in gerader Uiile (S) liegen. Diese gerade Linie, wird nach 
der Form der Gleichung (4), der Durchmesser- Richtung der patabolisdien Asj-mptoten pa- 
rallel, wenn unter diesen sich eine siebrnpunctig osculirende befindet. Wenn endlich eine ^ 
acbtpunctig osenlirende parabolische Asj-mplote vorhanden ist,’ so gibt es neben derselben, 
nach der Gleichung (5), immer noch einen Kegelschnitt , welcher mit des Curre in imcudli- 
cher 'Entfernung einen virrpunctigen Doppel -Contaet hat. >1 .» ‘ 

85. Für Curven der 6. Ordnung ergeben sich Gleichungen von folgenden Formen: 


1/Öi + /<|(p-H»)r» - 1 - pt] = 0 , 

■ 

(1) 

n{0}+ la) + ^ 0 ,■ '• 


(») 

/i(0j+ lu) t'l(p-Hi)r-l-p| = 0 , 1 

I- , .:•»»•! • 

(8) 

Jl(0j-(- in) ^18 = 0 , > 

1 •, 

• . ■ (1) 

J7(0j-I- lu) + /«(?+•) ^ ®> 


(4) 

J7(0j H- lu) -I- /c 0. • 

10 

(6) 


» 
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Oie Gleichimg (1) M die allgeBcue Gleitung der Cimrea &. Ordnimg mit panütoliscbea 

Asyoplotrn, sie enthält — ^ — ■ — 1 5 19 Coostanten und es tritt in ihr 71 als dir fünf- 

pnnctig osculirende Parabel in Evidenz. In den akh arhrittweise abstufenden besendern Käl- 
len der Gleicbnngen (S) bU (6) steigt die Ordnung der Osrulatiun allmählig an, während 
dir Anzahl der nothwendigen Conatanten von 18 bis auf 14 brruntersiulU. Dir Gleirhnngen 
(2) und (3) haben , iudem wir nach dem PrUheni auf 77 nur 4 Cunstaiiten rechnen, bezüg- 
lich 19 und 18, also eine Conatante zu viel. Diese wird dadurch herrorgrmfrn , dass eine 
sechs- und si^eapnnctig osculirende Parabel nach drz Kono der entsprechenden Gleichungen 
eine Curve der drillen Ordnung; 

6] + In » o, 

bedingt, welche auf jeder ihrer Asymptoten die fragliche Curve 5, Ordnung dreipunctig 
oscalirt und dann eine solche Curve unendlich viele andere von gleicher Beziehung zur Curve. 
(71). Diese Ciirven haben alle dieselben drei Asymptoten, und schneiden dieselben immer, 
so , dass die gerade Linie I) , welche die jedesmaligen drei Durchschnittspuncte verbindet, 
dieiirlbc Richtung behält In Vebrreinatimmung hiermit können wir, ohne die Gleichung (2) 
irgend zu ändern, lu mit /L(n+s) und zuglrirh fiSi, mit (/iTl, — ls77) vertauschen, und dann, 
durch schickliche Bestimmung von *, die überzählige Conslante ausfallrn lassen. Die Glei- 
chungen (4), (5) und (6), in welchen 71 als acht-, neun- und zehnpunctig oseuUrrude 
Parabel in Evidenz tritt , enthalten wiederum die nothweudige und hinreichende Anzahl von 
Coaslanten , um die aligemeinen Gleichungen für Curven der bezttglicheu Art zu sein. 

Die Gleichung 710j + = « 

zeigt, dass alle nicht unendlich weit entfernte Punete, in welrhe die Curve 5. Ordnung von 
irgend einer vierpunctig osculirenden parabolischen and den, dem Factor 0j entsprechenden, 
Asymptoten geschnitten wird , auf einer Curve dritter Ordnung liegen. Diese Curve par- 
ticularisirt sich, von dem Falle der Gleichung (1) aus, durch die Fälle der folgenden Glei- 
chungen hindurch, so, dass erstens P einer Asymptote dieser Curve parallel wird, dass 
zweitens diese Curve parabolische Asymptoten mit derselben Durchmesser - Richtung tJs 
die Curve 5. Ordnung hat, dass drittens die parabolischen Asymptoten der genannten bei- 
deu Curven auch gieicbeo Parameter haben, dass viertens dieselbe Gruppe unendlich vie- 
ler parabolischer Asymptoten beiden Curven angehört, dass fünftens unter diesen unend- 
‘ lieh vielen parabolischen Asymptoten ein und dieselbe diejenige ist , welche beide Curven 
ffinfpunclig osculirt, dass sechstens die Ordnung dieser Osculation zu einer sechspuncti- 
gen ansteigt. 

/ Auf demselben Wege könnten wir zu analogen Betrachtungen über Curven der 6. und 
höbern Ordnungen fortschreiteu. Doch wir wenden uns sogleich zu den allgemeiueai Form- 
Bestimmungen. 

86. Die allgemeine Function der n. Ordnung muss sich, wenn die bezügliche Curve 
eine 3mpnnctig osculirende Parabel 71 haben soll , durch das Verschwinden von 71 auf den 
(n— m). Grad reduriren. Hierdurch wird die Form der nachstehenden identischen Gleichung 
bedingt; = Hß»— » -I- 

Diese Form schliesst, im Allgemeinen, überzählige Constanten ein, weil wir zu Si„—, eine 
willkuhrliche Function addiren können, und dann bloss, damit die vorstehende 

Gleichung unverändert bleibe , die Function !2m—m durch eine andere gehörig bestimmte der- 
selben Ordnung zu ersetzen brauchen, wobei alsdann die Form des zweiten Theiles der vor- 
stehenden identischen Gleichung sich keineswegea ändert. Die Anzahl der Constanten des- 
selben beträgt, indem wir vier auf 71 rechnen; 
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, . f»— aiCn+l) (a— aiKn— n-fS) ' . i ■ •• ! 

5 + ^ + - , . • , 

und rediitirt skJi durdi «Ke Aualtl der wUlkttbrlkkea Conütanleo der Fnnetion iw 

(n— m— 2Xa— 8H-1) 

. -j + I 

Einheiten, nemlich auf; — (2m — 5), 

also auf die aothvendige und Unreiehende Anaabl von Constanten für solche Curvrn der a. 
Ordounx, welche unendlich viele parahulischeu Asymptoten und unter diesen eine 2mpsncfig 
osculirende haben. 

Wenn m eine gerade Zahl 3m' bedeutet, so können wir, iudem wir (Iber alle will- 
kUbrltchen Constanten der Function pß,,—»— , gehörig disponiren, 

i2o_, + piz>— B— a S (©„_,+ O0„_^ + • • + 700 — «I 
setnen , und erhalten alsdann die folgende allgemeine Gleichnng mit der nothwendigea An- 
zahl von Constanten, in welcher fl als dm'punctig osculirende parabolUehe As)'mptote in 
Evidenz tritt: JJ|0n_a + o0n-4+ • • +yO_„] + luß«-« = o. (1) 

Wenn der Coatact ein (4m+l)punctiger wird, so wird dadurch bedingt, dass 
flo— = (p+a)0,_»_, + 

und folglich ergibt sieh alsdann fir die allgemeine Gleichung, in welcher die Anzahl der 
Constanten um eine Einheit sich vermindert hat; 

j + a0,_, + ■ ■ +yO»__] + /([(p+a)0„_B_, + dß.-o,-,] = o. (3) 
Wenn der Contact zu einem S(m'-(-l)puactigen ansteigt , so ergibt sich die identisebe 
Brdinguugs - Gleichang : 

M s (/7+Vr)0n — n— 3 "I" oßo— 1 , 

wobei wir die lineare Function r um eine willkahrliche Constante wachsen lassen kOnnm, 
ohne weder die Gleichung der Curve selbst , noch ihre Form zu Indem, in felgendem Aus- 
druck ist die hierdurch angczcigte überzählige Constante ausgefallen; 

^ /<(fl*f-vr)0o— m— 1 + 0(p+a^0a— »— 3 "i" ißo— ■— 4 
und somit erhalt man für die Gleichung der Curve: 

f7[0o_.+<ie„_,-(- . ] + *r0o__. + o{p-H«)Oo_»_3+rfi,-i,_4 = o. (3) 

Wenn letztlich der Contact in einen (dm'+3)puitctigen ühergebt, ist 
^ ■ * i*(fl+sp)0o— m— ■ + oßo— m— 3, 

wonach die Gleichung der Curve folgende Form' mit der nothwendigea und hinreichcadei 
Constanten - Anzahl anniamil: 

fl(©,_, + o0„_, H h y0B_ B + ^j0„_„_,] i(p+a)0o_4»_i + aSfu-m-i = o. — (4) 

W. Wir wollen, ähnlich wie wir früher die Annäherung einer Curve an geradlinige 
Asymptoten bestimmt haben, nnn das Maass der Annäherung nu parabolische 
Asymptoten bestimmen. 

Der Werth der Funrtioa TI s p’-l-ilq bleibt, wenn dieselbe auf dnen gegebenen Fanct 
bezogen wird, für jede Bestimmung der Sbrncahligm Constanten, die sie einsehÜHst, die- 
selbe. Wir wolleu , zum Behuf der Construetion dieses Werthes , die übemablige Constante 
so bestimmen, dass p der Axe der Parabel und q der Tangente im Scheitel dieser Aze ent- 
spricht und dass ttberdiess diese beiden linearen Functionen kürzeste Abstande von den be- 
züglichen geraden Linien bedeuten. Wenn wir dann durch den gegebenen Pnnet einemeili 
eine gerade Linie paraliel mit der Axe der hezügliehen Parabei fl legm and den Abstand 
dieses Punctes von dem einzigen nurchschnitte mit der Parabel d nennen, und andrerseits 
eine zweite gerade Linie durch den gegebenen Punet , senkrecht gegen die DnrebmeM«'- 
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Ricblang in Parabel, ziebea, welche die Parabel in xwei Pancten arhneidet, deren Abstiade 
von dem gegebenen Puncle wir durch 9 und (ip—9) darstellen kSnnen , indem wir 9 für 
den kleinern Abstand nrtmen, so erkalten wir die nachstehende dnpgelte Gldchang: 

JI = id = »(*p— »). 

* & 

Diese Gleichung zrigt , dass , bet wachsendem M'erthe von p , der Quotient j sich iuuner 

mehr der Grftnze Null nähert. Wenn wir also dir Parabel fl, parallel mit sich selbst, narh 
der Richtung ihrer OKFchmesser um eine Strecke d rrrschiebrn, und auf der Parabel in ihrer 
neuen Lage ein Punct alsdann immer weiter fartrdekt, so nlbert sich der diesem Puncie ent- 
sprechende Werth von 9 immer mehr der GrHnze Nuil. Darum bleibt eine Parabel bei jeder 
soltken Verschiebnog ihre eigene As>'mptote und darum hat eine Curre, wenn sie Überhaupt 
eine parabolische Asymptote hat, deren anendlich viele. Piir den nnendlich weit ent- 
fernten Punct ist 9 ein nnendlich Kleines von der Ordnung j , denn einerseits ist jene 
Entfernung ein anendlich Grosses von derselben Ordnung als q und andrerseits q von der- 
scibeu 'Ordnung als p’, also p ein unendlich Grosses von der Ordnung |. 

1 Wir wollen, für immer weiter sich entfernende Puncle, den reciproken Werth von S 
das Maass der Annäherung au die Parabel II nach der Richtung ihrer 
Durchmesser und den reciproken M’erth von 9 dns absolute Maass der Annä- 
herung an die Parabel 11 nennen. Zur Rechtfertigung der letzten Benennung ist es 
gut zu bemerken, dass, fUr einen immer weiter sich eulfemeuden Punct, 9als kürzesten 
Abstand von der Parabel II zu betrachten ist. 

Wenn die Annäherung nach der Durchmesser - Richtung für die Pnnde eines an die 
Parabel n sich hinziehenden Curveii-Zwciges unendlich gross , also d uusodlich klein wird, 
so ist die absolute Annäherung au die Parabel /I ein unendlich Grosses und also 9 ein un- 
endlich Kleines von einer Ordnung, die um eine halbe Einheit gestiegen ist. Es folgt diess 
unmiUelbar aus der vontehenden Doppel - Gleichung , aus welcher, nach erlaubten Vernach- 
lässigungen , 

sich ergibt. 

88. Wenn wir hiernach eine Cun'e mit parabolischen Asymptoten durch folgende Glei- 
rhung mit überzähligen Constanten darstellen: 

IU2^, + = 0 , (1) 

in welcher U als tapiinctig osculirende Parabel in Evidenz tritt, so kommt, indem wir 
Alles auf einen beiiebigen Punct der fraglichen Cnrve beziehen : 



Wenn dieser Punct auf docin an die Parabel U sieh binziebenden Zweig dieser Curve immer 
weiter fortrückt und wir und für einen Augenblick, als Knnctionen von p und 

q ansebeu in welchen die Coefficienteii der büchslen Potenzen von q gleich Eins sind, und 
dann p gegen q und niedere Potenzen von q gegen höhere vernachlässigen, so reducirt sich 
die letzte Gleichung auf J1 

und hieraus ergibt sich: ‘ d — — ^‘.q“^'*”’) ' 

/ i A 

Diese Gleichung zeigt, wie zu erwarten stand, dass wenn 71, indem wir nr=2 nehmen, eine 
der unendlich vielen nirhti osculirenden parabolischen Asymptoten ist, d immer eine endliche 
'Gritme ist; dass aber wenn in hetondern Fallen m>2, und 77 eine kmpanctig oscnlirende 
parabolische Asymptote ist, d ein unendlich Kleines der (m — S). Ordnung wird. Die Gleichung 
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(1) muss ikh, wfiui J1 in eine (am+l)piincbg osodirenic Parabel übergehen soll, auf faU 
genüe Weise particulorifiren 

4 - 0 . 

Dana finden wir , nach erlaubten VemachlHsHgiuigen : 

^ ° f =- ^ (3) 

PUr die , dem allgemeinen Falle , dass , entspreebende , fliafpunctig oseulirende Parabd 
ist d ein unendlich Kleines von der Ordnung {, was mR der rorigen N'unmer in Oeberein- 
stimmung ist 


Wir können die beiden Cleicbongen (9) und (8) in eine einsige nusammenxieben, wenn, 
indem wir durch k eine beliebige gerade oder ungerade Zahl bexeichnm, die Ordnung der 
Annäherung der C'urve an eine fipunctig oseulireiide parabolische As^xsptote, nach der Durch- 
messer ^Richtung , durch dir nachstehende Gleichung, in der x eine Conatante beseichnet 
ausdrticken : J ■= xq-ils-’). (4) 

Naeh der vorigen Nummer erhalten wir aus dem Maasse der Annäherung einer Curve 
an eine parabolische Asjuiptotc, nach der Durchmesser - Riclilung , sogleich das absolute 
Maass der Annäherung. Zunächst geben aus den beiden Oleirhungeu (9) und (3) die fol- 
geudeu beiden hervor 


ap 8p ^ 




rC»-3) . 



und diese beiden Gleichungen könnt» wir in die folgende xusammenxiehen: 

9 = (5) 

09. Wenn der Contact einer beliebigen Curve und einer Hyperbel nach der Richtung 
einer gemeinschaftlichen Asymptote von einem hpunctigen su einem (h+l)punctigen ansteigt, 
so schneidet die Curve die Hyperbel in einem Puncte weniger und die Ordnung der Annähe- 
rung des an jener Asymptote sich hinxiehenden U)-pcrbcl- und Curven- Zweiges sttigt um 
eine Einheit Wenn eine parabolische Asymptote einer Curve diese in einem Puncte weni- 
ger schneidet, weil ein neuer Durchschnittspunct unendlich weit gerückt ist, so steigt die 
Ordnung der Annäherung der Curve an jeden der beiden Parabel ■ Zweige inn eitfe halbe 
Einheit: es Iheileu sich gleichsam diese beiden Parabel- Zweige in den unendlich weit ge- 
rückten Punct 

Wenn h eine gerade Zahl bedeutet, so erhalten wir ans den Gleichungen (4) und (61, 
demselben immer wachsenden Werth von g entsprechend, für J einen einxigen M'erth und 
für 9 xwei gleiche und enlgegengesetxte Werthe ; wenn h eine ungerade Zahl bedeutet, ver- 
hält es sich umgekehrt, der Werth für d ist ein doppelter, der Werth für 9 ein einxiger. 
Hieraus folgt, dass, wenn k gerade ist, weit genug entfernte Puncte der baden paraholisebeu 
Zweige der Curve , welche an den beiden Zweigen der fipunctig osculirenden Parabel sich 
hinxiehen, entweder beidesmal innerhalb oder beidesmal ausserhalb dieser Parabel liegen; 
dass aber, wenn fi Ungerade ist, ein unendlicher Zweig innerhalb uud der andere ausserhalb 
der Parabel liegt. Nehmen wir insbesondere eine der unendlich vielen nicht osrulirenden 
parabolischen Asymptoten , so liegen hiernach beide Zweige entweder innerhalb oder beide 
ausserhalb. Wir wollen hier voraussetxen , dass beide Zweige ausserhalb liegen und dann 
die Parabel, ohne sie xu drehen, nach der Durchmesser-Richtung so fortrücken, dass sie den 
parabolischen Zweigen der Curve sich nähert. Hierbei bleibt sie, in allen ihren Lagen, eine 
Asymptote der Curve und wir gelangen dann xu einer vollkommen beslimmlen Gränz-Lage, 
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wo‘ sie in eine Rlnfpuiictifr agcvIiTeiiile fiberireht In dieser Grinz-Lagr liegt ein imendlirher 
Zweig sebon ganz innerhalb und der andere noch ausserhalb der paraboUzeben Asymptote, 
lieber diese Granz-Lage hinanagertirkt , unucbliesat die Parabel beide unendliche Zweige. 
Vor dieser GrSiiz-Lage liegt der erste parabolische Zweig der Cnrre ihr (wie man leicht 
siebt, um ein unendlich Kleines von der Ordnung }) näher als der zweite; Aber die Gränz- 
lage hinaus, liegt der zweite Zweig ihr näher als der erste. M’cnn, in besondem Fällen, 
die fllufpnnctig osenlirende parabolische Asymptote durch irgend eine ungeradpunclig oscnli* 
rende ersetzt wird , so ändert sieh hierin nichts , ausser dass , in der Gränz-Lage , der Con< 
tact ein innigerer ist und hiernach die Differenz in der Annäherung der beiden parabolischen 
Zweige an irgend eine ihrer unendlich vielen gememsrhaftlichen Asymptoten ein unendlich 
Kleines von hbherer Ordnung wird. Wean aber eine geradpunctig osenlirende parabolische 
Asymptote die filn^unctig osculirende vertritt , so treten bei der Gränz - Lage die paraboli- 
schen Zweige der Curve beide zugleich in die Parabel hinein. Die Annäherung der bei- 
den parabolischen Zweige an eine beliebige ihrer gemeinsefaafüichen , nicht osculireaden 
Asymptoten, ist alsdann nur um ein unendlich Kleines der ersten oder einer hdhern Ordnung 
verschieden. — 

90. Eine Curve der n. Ordnung hat, neben ihrer parabolischen Asymptote, im Allgemei- 
nen, noch (a— 2) geradlinige Asymptoten ; diese ktlnnen in untergeordneten Fällen, alle oder 
theilweise mit der Curve in unendlicher Entfernung auch einen Contact höherer Ordnung 
haben. Die allgemeinen Gesetze, von welchen dieser abhängt, werden sich sogleich erge. 
heo , nachdem wir die verschiedenen möglichen Fälle für Corvea der i. und 5. Ordnung zu- 
saaunengestellt haben. 

Die folgenden Schemata enthalten die diesen verschiedenen Fällen entsprechenden allge- 
meinen Gleichungen mit der nothwendigen und hinreichenden Anzahl von Constanten. Bei 
jeder Gleichung ist die Ordnung der Oscnlation für die geradlinigen Asymplolen, wie bisher, 
durch arabische Ziffern, die Ordnung der osculirenden parabolischen Asymptote durch eine 
römische Ziffer bezdehnet , in der Art , dass die Ziffer V zum Beispiel eine Rlnf^unctig oo- 
culirende Parabel anzeigt. Ueherdiess ist die jeder Glekbung naebgesetzie und mit Klam- 
mern umschlossene Zahl die Anzahl der Constanten. 

A. Curren der d. Ordnung mit einer fUnfpunctig osculirenden parabolischen Asymptote: 


V *2 /Irs + ;i(p+o)u + A = 0 , |I9) i 

. 32 /Irs 4- |U(p+a)(r4-|f) -H A » o , |12] 

. <2 ilrs + ju(p-Hi)r + A o. jllj 

B. Curven der d. Ordnung mit einer sechs punctig osculirenden parabolischen Asymptote : 

22 /7(rs+/0 -I- Au = 0 , 112| 

.83 /Irs + Au = o, |Hl 

. dS JIrs -t- A(r+«) = o. (loj 

C. Curven derAOrdnuug mit einer sichen punctig otculirenden parabolischen Asymptote. 

VII 22 mn+ft) + A(p+o) =r o, Ill| 

. 33 /Irs + A(p+a) = o. |10| 

D. Curven der d. Ordnung mit einer achtpunctig osculirenden parabolischen Asymptote: 

VI1I22 /I(rs+/«) + A = 0 , [1«1 

.dl Iln + X = o. i 9 1 

81. Curven der 5. Ordnung. 

A. mit einer fünf punctig oseulirendeu parabolischen Asymptote; 

V 222 /Irst + jufp+«)uv 4- Aw = o, [19] 

• 322 /Intt + /u(p4’o)(r-h;l)v 4- Aw «= o, [18] 
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V 422 iirst + /<(p 4 .a)nr 4 - tw «= 0 , [17] 

. 522 JIrst + /<{p+o)rv + i(r+^) = o, [16] 

. 832 JIrst + #* **) (p-H»)(r+.S)(»+?-) + iw = o, [17] 

. 482 J/rst + /w(p+o)r(s+)') + iw ~ o , [16] 

. 532 Jlrgt + /<(p+<»)r(s+/) + i(r+^ — •, [15J 

. 442 Jlrst + f<(p-|-a)n + iw = o, [15] 

. 542 Uni + ^cp+a)n + M.T+fl) *- «, [14] 

. 552 iirst + ^(p+«)cs + i = o. [13] 

B. mil einer sechspunctig oscalirtiulen parakoliseken Asymptote : 

VI 222 ÜCrst+^iu) + ifl, = o , [18] •) ' 

. 322 il(rst+/tr) + i4^ = o , [17] 

. 422 il(rst+^r) + l(r+a)ii+<r c= o, [16] 

. 623 Jl(nt+/4T) + ini + o = o, [15] 

. 333 ilrat + Ü2j = o, [16] 

. 433 Jlrst + ifr+o)u + e = o, [15] 

. 533 Jlrst + in + ff — o , [14] 

. 443 Jlrst + i(r+o)(s+/l) + er = o, [14] 

. 548 Jlrst + ir(s-(-iS) 4 - 0 = 0 , [18] 

. 553 Jlrst 4 - irs 4 - o = o. [12] 

C. mit einer sieb enpHnctig oscalireaden panboliscben Asymptote: 

VII 222 J1 (rst4-/oi) 4 - i(p 4 H»)v 0 = 0 , [17] ••) 

• 322 Jl(rst4-/<r) 4- lCp 4 -a)» 0 = 0 , [16] 

• 422 Jl(nH-fir) 4 - i(p+«)(r4-/J) 4- o = o, [15] 

. 522 Jl(rst-l-/<r) 4- i(p4-o)r -t- o = 0 , [14] 

. 333 Jlrst 4- i(p4e«)v 4-0 = 0 , [15] 

. 433 JInt 4- i(p4-oKr+ff) 4 - 0 = 0 , [14] 

. 533 Jlrst 4- i(p4-«)r 4-0 = 0 , [18] 

O. mit einer aehtpuoctig osculirenden parabolischen Asymptote: 

VIII 222 Jl(rst4-/<u) 4- iw = o, [I*] 

. 322 Jl(rst4-/*(r4«)) 4 - iw = o , [15] 

. 422 Jl(rst4-Mr) -t- iw = 0 , [14] 

. 522 Jl(rst4-^r) + i(r4-a) = 0 , [13] 

. 333 JlCT8t4-/<) 4- iw = 0 , ■ [14] 

. 444 Jlrst 4 - iw = o, [13] 

. 544 Jlrst 4- i(r4-oD = 0 . [18] 

E. BÜt einer nesnponctig osailirenden paraboliseben Asymptote; 

IX 232 Jl(rst-l-;iu) + i(p4-o) = o, [15] 

. 322 JI(rst4-j«;r4-/S)) 4- i<p4-o) = o, [14] 

. 422 Jl(rst+/ir) 4- i(p-H») = o, [13] 

. 333 Jl(rst 4 -|U) + i(p-H>) = 0 , [13] 

. 414 Jlrst + i(p-f-o) = o, [18] 

F. mit einer sebnpiuKtig oscalirendmi parabolischen Asymptote: 

X 222 H(nit-f-^n) 4 - i = 0 , [14] 

. 322 J1 (rst4-^(r4-o)) -t- i = o, [13] 


*) Di*«e ClrlchuRg «nthilt «ine überzülilige , Dicht nitger^ebaet« CoDiUnte (85)- 

**) Auch liier i«i dne übcrublige CooiUate nicht nitgereebnet (65)* 
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X S22 

/I(rst+/ir) + 1 = 0 , 

[12] 

. 333 

Il(ni+fi) + 1 = 0 , 

[12] 

. 555 

ritst + 1 = 0 . 

[HJ 


92. Auf diesem Wege können wir phne Srhwieiigkeit weiter gehen und sowohl die 
Ordnung der Curve als die Ordnung der Oseulalion der parabolucben Ag)mptate beliebig 
ansteigen lassen. Hierbei gelangen wir i|u dem folgenden Resultate. 

Nachdem wir fUr Curveo der a. Ordnung das Schema fOr alle möglichen Falle in Be- 
aiebung auf die verschiedenen Ordnungen' fttr die Annäherung der Curven an ihre a gerad- 
linigen Asymptoten gebildet haben, erhalten wir sogleich das Sebema der möglichen Kalle, 
in welchen sw ei Asymptoten nnendlirji weit gerttckt sind , und durch parabolische A.sympto- 
ten vertreten werden. Ist nemlich unter diesen parabolischen Asymptoten die oscuiireude 
eine 2mpnnc(ig oder (2m + l)punctig osculirende, so brauchen wir bloss in dem allgemeinen 
Schema diejenigen Combinationen zu nehmen , in welchen beztlglieh das ZUTern - Paar m m 
und m m-f-1 vorkommt und erhallen alsdann, wenn wir dieses Zidern -Paar ganz ausser 
Acht lassen , das Schema ffir die verschiedenen möglichen Falle , welche , in Beziehung auf 
die Ordnung des Contactes , an die noch übrigen (a— 2) geradlinigen Asymptoteji der Curve 
Statt finden können. 

Es würde, w enn alle verschiedenen Falle möglich waren , die Anzahl derselben der An- 
zahl der Combinationen mit Wiederholungen von (n — 1) Elementen zu (a — 2) gleich sein. 
Erstens aber fordern die Symbole m m und m m-f.1 , welche bezüglich dir parabolische 
Asymptote vertreten, nach der 2S. Nummer gewisse Combinationen rücksichtlich der Ordnung 
des Contactes der geradlinigen Asymptoten, und dann scheiden sich , nach der 34. Nummer, 
unmögliche Combinationen unmittelbar aus. (Vergleiche die folgende Nummer). Dann zwei- 
tens aber scheiden sich, nach der 34. Nummer, noch andere Falle als unmOgliclie aus, weil 
das, die parabolische Asymptote vertretende Ziffern-Paar mit andern Zifieru zusammengestellt 
unmögliche Combinationen geben kann. (Vergleiche die 91. Nummer). 

93. Wenn eine Curve von einer beliebigen ». Ordnung unter iliren unendlich vielen 
parabolischen As>niptoten eine nur fünfpunctig osculirende hat, so hat sie ausserdem, 
wenn überhaupt geradlinige Asymptoten vorhanden sind, unter diesen nothwendig eine 
nicht osculirende. Die übrigen (»— 3) geradlinigen Asymptoten können alle muglichen 
Combinationen, in Beziehung auf die Steigerung der Ordnung des Contactes, darbieten. 
Wir erkennen hierin sogleich , wie die parabolische Asymptote, bei der Bestimmung der ver- 
schiedenen möglichen Falle, die Stelle des Systems einer gewöhnlichen und einer dreipunctig 
osrulirenden geradlinigen Asymptote einnimmt. Auszuscbliessen von den möglichen Fallen 
sind indess, wenn n grosser als 5 ist , alle diejenigen Combinationen, welche für sich allein 
schon , nach der 34. Nummer, als unmögliche sich darslellen. So zum Beispiel ist, für n^€, 
der dem Symbole V6652 entsprechende Fall, wegen der Corobinatioii 665, nicht möglich. 

Abstrahireu wir für einen Angenblick von den hieraach auszuschliessenden Combinalio- 
nen , so erhalten wir überhaupt eine Anzahl von 

(n— Da . . . ( 2 n— 5 ) 

1.2... (a— 3) 

verschiedenen Fallen , was sich sogleich ergibt , wenn wir erwägen , dass diese Anzahl der 
Anzahl aller Combinationen zu (a — 3) der (a — 1) Elemente 2, 3..a gleich ist. Was die 
auszuschliessenden Falle betrifft, so wollen wir, iudem wir beispielsweise a=ti setzen, nos 
zur 37. Nummer zurückwenden. Es ergeben sich hier 


1 


+ 6 + 


6.7 
1 .2 


7.8 
1 .2 
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itaniAgliche Falk, wekhe beadgUeh 4cn das Unmögliche bedingenden Conbbationen SS8S7, 
8887 und 887 eatspreebea , inner S(l+5), welche den sechs letxten Comhinal innen der er- 
sten Vertkal-Colunne, and endlich S’, welche den neun letateo Cnnbinatioaea der zweiten 
Vertical - Colomne entsf rechen, also znsamnien 

+ 8 . 6 + 8» s 55. 

einen beliebigen Werth von n ergibt sich , wie man bald erkennt , und ganz auf glei- 
che Weise, wie wir zu dem ersten Ausdruck auf der 88. Seite gekommen sind; 

(n-l)n . . . (2n -8) (n-8)Ci»— «... («»-10) . 

1 . 8 ... (»— 6 ) 1.8 ... (»— 7 ) ■ ■ 

+ S-» + 8”-’ . 6 + 8“-*. (8) 


Wenn die Curve eine sechspnnctig oscnlirende parabolische Asymptote hat, so 
hat sk ausserdem entweder zwei oder keine nicht osculirenden geradlinigen Asymptoten 
and in dem lelzigenannlen Falle immer eine dreipunctig oscnlirende. Hierin liegen die 
einzigen Besrhrankungen rttcksichllieh der Ordnung des Contactes der verscbiedenett gerad- 
linigen Asymptoten. Ausser diesen Beschränkungen ist jede Combination miiglich . welche 
sich nicht an und fUr sich schon nach der 88. nnd 81. Nummer als nnmOglich darstellt. 
Abstrahiren wir auch hier zuvorderst von den ausznscbliessenden Combinationen , so ist die 
Anzahl solcher Falle , in welchen zwei nicht oscnlirende Asymptoten Vorkommen, gleich der 
Anzahl der Combinationen dmeiben (ii— 1) Elemente als im vorigen Falk, mit Wiederho- 
lungea, zu (»—<), also (■—!)». . . f8n— 8). 

1.8... (n-dj 

Oie Anzahl der Falle mit einer dreipunctig osculirenden Asymptote ist gleich der Aimahl der 
Combinatiotten der (»— 8) Elemente 3, 4 . . a , mit Wiederholungen , zu (»— 3) , also : 

fw— 8)fn— 1) . . . (8»— O 

1.8 ... (»»— 3) ■ 

Summiren wir die beiden vorstehenden Ansdrtkke , so erhalten wir den Ausdruck (1). tim 
die Anzahl der auszimchliessenden Falle zu bestimmen , wollen wir zuvörderst nehmen. 
Unmöglicher Falk mit zwei gewöhnlichen Asymptoten , gibt cs alsdann 

+8.1 

unmöglicher Falle mit einer dreipunctig osculirendea Asymptote 

+ 8 (1 -i- 4) ( ^ 

+ 8’ . I } 

Summiren wir diese beiden Ansdrfleke , so kommt : 


+ 3.5 + 8’. 


J^ + S.6 + 8’s55. 

1 o V 

Die Anzahl der aDsznschliessendeu Falle mit einer bloss fUnfpunctig oecutirenden paraboli- 
schen Asymptote ist also der Anzahl der anszuschHessenden Falle mit einer sechspuuetig 
osculirendea parabolischen Asymptote gleich. Und diess gilt offenbar für jeden Werth von n. 
Es ist also bewiesen , dass wir auch im letatgenanoten Falle die Anzahl der verschiedenen 
möglichen Falk erhalten, wenn wir von dem Ausdrucke (1) den Ausdruck (8) abziehu. 

I Wenn die Curve eine siebenpnnetig oscnlirende parab^ische Asymptote hat, so 
bat sie hberdkss entweder zwei oder keine zieht osrnlirenden geradlinigen Asymptoten. 

11 
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und im UUIero Pnllc iiothweodig zwei dreipuetig Mcalireade. Oie fiirabolUche Asym- 
ptote wird hier durcb das Symbol 43 vertreten. Schliessea wir vorerst aech keine PlUe 
aus . so ergibt sick die folgende Anzabl ; 

(n-l)n^ ß) (ji — 8)(n— 1) . . . t8n— 7) 

1 . 2.:. (n— 4p 1.2 ... (n— 44 ' 

Kür »=^8 betragt die Anzahl der au-szuscbliessenden Kalle mit gewabnlieben Asymptoten 

3, 


(3) 


3.1 


'!■ 


oliiir gewöhnliche As)'mptoten 

Für einen beliebigen Werth von n erhalt man 


%»• 1 SW P-.V" •iT • • 

1.2.. (b-74 1.2 . . 

. . 

lB-84 


-t- 8"-» . 7 + 8"-' , 


(44 

(B-2KB-I) . .(2n-IO) (B-3)(n-2) 

. . (2a-12) 


1.2 . . tB— 7) 1 . 2 

. . («— 8) 


-t- 3«-» . 6 -P- 3“-'. 


(S) 


Oie mOglkheii Kalle erhallen wir also, wenn wir die Summe der Ausdrücke (4) und (S) von 
dem Ausdmeke (3) abziehu. 

Wenn die Cnrve eine achtp|iactig osenlirende parabolische Asymptote hat, so ist 
die Anzahl der verschiedenen möglichen Kalle der eben beslinunten gleich. Eine solche 
Asymptote fordert nemlich zwei gewöhnliche, oder drei dreipunctig, oder endlich zwei 
V i er punctig osenlirende geradlinige Asymptoten. Der Ansdmek (3) erhalt hiernach, statt 
des zweiten Gliedes die felgenden beiden Glieder 

(n— 21t«-l) . . f2n— 8P tn — Slf« — 2P . . f2n— 81 

I . 2 . '' i r~2 . . (n— 4) ’ 

von welchen das erste die Anzahl der Combinatiooen mit drei dreipunctig und das zweite 
die Anzahl der Combinationeii mit zwei vierpnnctig osculirenden Asymptoten anzeigt. Die 
Summe dieser beiden Glieder ist aber dem eben genannten zweiten Gliede des Ansdnickes 
(31 gleich. Was die auaznschlieasenden Kalle betriA, so ist die Anzahl solcher Kalle, in 
welchen zwei gewöhnliche Asymptoten Vorkommen, der vorhin bestimmten Anzahl gleich. 
Nehmen wir , so ist nur ein Kall mit drei dreipntietig osculirenden Asymptoten unmög- 
lich, nemlich der dem Symbole VUI 887333 entsprechende, wahrend 

1 f 4 
3.1 

Kalle mit zwei vierpnnctig osculirenden Asymptoten unmöglich sind. Bei beliebiger Annnhme 
von n sind überhaupt / 

(>»-2i(n— n . . ( 2 n— in 


= S-t- 3 


1.2 . . ( B — »4 

Kalle mit drei dreipunctig nnd 

(B— 8)tB— 2) . . . (2 b— 11) 


S"-« . 7 + 3"-' 


+ 3”-’. 


6 


3“-*,5 3" 


1.2 ... (b-84 1 

Kalle mit zwei vierpnnctig osculirenden Asymptoten auszuscbliessen. Wenn wir die vortte- 
beiiden beiden Ausdrücke siimmireii , so erhalten wir den Ausdruck (&). 

Ich verfolge diesen Gegenstand von untergeordneter Wichtigkeit hier nicht weiter. Wir 
finden keine Schwierigkeit wenn wir erwägen, dass eine (2p - l)pnictig osenlirende parabo- 
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lische Asymptote, noliiti'eiidig «ne 4er (g — 1 ) Camkinaträoen 23, 333 , 4444 . . und sulrtst 
( 5 — 3)mal das Symbol und (g — l)mal das Symbol g fordert, nährend bei einer 

Sypunctig osculireuden parabolischen Asymptote , die letzten beiden Combinatioiien , diireh 
(y— l)mal das Symbol ( 5 — 1) und (^-3)mal das Symbol g vertreten werden.* Ich mache 
nur noch daranf aufmerksam, dass mnn sich hiernach leieht davon überzeugt, wie die Ai». 
zahl der verschiedenen möglichen Falle dieselbe bleibt, wenn die Osenlation der paraboli. 
sehen A.<ymptote von einer ( 2 p — Dpunctigen zu einer 2ppunctigen ansteigt Es ist jedoch 
zu bemerken , dass wir hierbei auf die nach der folgenden Nummer aiisznschlieosrajeii Falle , 
noch keine Rücksicht nehmen. 

94. Keine Combination , welche nach der 31. Nummer sieh als unmöglich darslellt, ent- 
halt (vorausgesetzt, dass wir Curven, welche wenigstens von der & Ordnung sind, betrachten 1 
eine Zifler die geringer ist als 4 und höchstens diese Ziffer ein einziges Mal. Deshalh sind 
auch daun erst, nach der Schluss- Bemerkung der 92. Nummer, neue Falle als unmögliche 
abzusonderii , u emi die Ordnung der Oscaladon für die parabolische Asymptote mindestens 
zu einer neunpuuetigen austeigt- Hier ergeben sich aber, indem wir das Symbol IX 
in 64 anflOseu , nach der 31., 33., 33- und 37. Nnnuner, die folgenden Symbole, welche 
neue unmögliche Falle anzeigriu 


Für «=3 e i n einziger Fall : 

IX 322. 


Für »SS« drei Falle ; 

IX 6622 


1-1 II ■ 

IX 6322 


Für n-=7 nenn Falle; 

IX 3323. 

1 

IX 77723 

IX 76622 

IX 66622 

IX 77322 

IX 76322 

IX 73522 

IX 6«322 

IX 63332 

IX 33322. 

Für »=8 sieben und zwanzig 

Falle; 


I.V 888822 

IX 877723 

S IX 886622 

IX 8r(sG22 

IX 866622 

IX 777722 

IX 776622 ' 

IX 766623 

IX 666622 

IX 888322 

fX 877322 

LX 886522 

IX 876323 

IX 866322 

IX 777522 

IX 776322 

IX 766322 

IX 666322 

i LX 883323 

LX 873322 

IX 863322 

IX 835522 

IX 773323 

U 'IX 763322 

IX 73552S 

IX 633322 

• IX 333322. •) 


Wenn wir Curven mit einer zehnpunctig osciilirendon paraholischru Asymptote 
betrachten, so ergibt sicli eine gleiche Anzahl von nraen uumöglicheu Fallen, als bei einer 
bloss neunpnnctig oeculirenden ; und man dberzeugl sich leicht ,' dass man die diesen Fallen 
entsprechenden Symbole sogleich erhalt , wenn man bi den vorstehenden Sdwmap IX mit X. 
und die letzte 3 (wenn überhaupt diese Ziffer vorkommt) mit 4 vertanseht. 

• • i . 

Wir hali«n (Tir ie*len Werth vrm n ilie oomoglichen Fähe in »'*ei Gruppen ebgesiuulert. tu jeileni 
Kelle der ersten Gnippe geliArl nur eine Ziffer des in j) aiitgelüsten Sjfiutu.is IX der lUs rnnwtg- 
lichc bedingenden Combinstion nn i so ewiii Beispiel löset sieh IX 662J in 6tk'i.422 etil und tiöä 
bedingt hier des Uomiiglicbe. In ledern Falle der zseeiteii Gruppe geburrti beideZiiTern 5t der das 
( tiuinugliche bedingenden Combination so, so iiua Beispiel loset sieb 1X6522 in ö i,'t.a22 lut . wo- 
bei 655) das tlnmuglielie bersorrurt. , 
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Wir sehen hienuis , dass die Schloss - Bemerkung der rotigen Nununer aneh ohne die 
beigerttgte Beschrlnknng gilt , wenn g nicht grosser als 5 ist ; wahrscheinlieh gilt sie fir 
jeden heliebigen Werth von g. 

9h. Wenn eine Curre swei Omppen parabolischer Asymptoten bat, so befindet sich in 
jeder der beiden Gruppen eine, im Aligeweinen ftlnfpunctig oscnlirende. Schreiben wir die 
Gleichungen sweier Parabela auf folgmide Weise: 

il, = 0, Jlr ■= o, 

indem wir durch die Marken p und r anaeigen, dass die Durchmesser .Richtung der beiden 
Parabeln den beiden geraden Linien P und R beatiglicb parallel ist, so ist folgende Gleichung ; 

flp/Ir0.-4 + #«(p+aKr+/t)ö',_4 + = o, 

die allgemeine Gleichung solcher Curven der n. Ordnung, in welcher il, und il, als die bei- 
den fünfpunclig osculireuden paraboltechen Asymptoten in Bvidens treten. Die Ansahl der 
G>nstanten betragt, indem wir deren vier auf jede der beiden Functionen il rechnen : 

iKu-t-3) „ 

S 

und ist die gerade nothwendige, weil die Bedingung sweier Gruppen parabolischer At)«- 
ptoten die allgemeine Constanten. Ansahl f&r eine Curre der IL Ordnung offenbar um swei 
Einheiten reducirt 

96. Die Ordnung der Osculation der beiden parabolischen Asymptoten ilp und il, kann 
bei neuer Particularisaliou der Curve hoher aasteigen. Wir wollen uns hier darauf beschräii. 
ken , die Gleichungen der verschiedenen Falle bei Gurren der 4. und & Ordnung susammen- 
sustellen, indem wir, wie in der 90. Nummer vor jeder Gleichung die Ordnung der Oscula. 
tion anseigen, und die Ansahl der noth wendigen Constanten, wdehe sie enthalt, ihr nach- 
. setsen. 

Bei Gurren der 4. Ordnung mit swei Qn^pen parabolischer Asymptoten gibt es 4 ein- 
seine Falle: 


V 

V 

JlpJl, + Kp+«Xr-HJ) + X = 0 , 

[U] 

VI 

VI 

UfTIt + fiu = 0, 

[IIJ 

VII 

VI 

Upll, + #i(p+a) = 0, 

(10] 

VIII VHI 

Upll, + ft = 0. 

I»1 


Die Curre der S. Ordnung mit swei Gruppen parabolkrJier Asymptoten haben flberdiess 
immer auch noch eine geradlinige Asymptote. Indem wir die verschiedene Ordnung der An- 
näherung nn diese ebenfalls unterscheiden, ergeben sieh die nachstehenden cinselnen Falle: 


V 

V 

3 

Hp/l,s + (ufp+oXr-HJ)u + iw = 0 , 

(18) 

« 

. 

3 

JlpllrS + ^Xp+o)(r-HJK»y+) + iw = 0, 

(17] 

. 

. 

4 

HpH,s + >«(p+o)(r4-/l)s + iw = 0 , 

[16] 

. 

0 

5 

ilpllrS + ji(p+wKr+/J)s + i(»t-d) = 0, 

(15) 

VI 

V 

3 

JlpHrS + /<(ilp+ini)(r+/I) + iCp+») = 0. 

|1T] 

VI 

VI 

3 

/Ip/l,s + ^12, = 0 , 

(16] 

. 

. 

4 

ilpllrS + ft(s+y)u + i = 0, 

(18] 

• 

• 

5 

ilpJlrS + ft§lt + i = 0, 

[14] 

vn 

M 

3 

JlpilrS + ^(p+a)n + i = 0, 

115] 

• 

0 

4 

Tlfll,» + fi(p+a)(8+y) + i = 0 , 

1‘1] 

. 

• 

5 

IlpllrS + ^tp+4>)8 + i = 0, 

[13] 

VII 

vn 

3 

TlflltB + (ufp+oXr-HJ) + i = 0, 

[14] 

VIU VUl 

4 

Ilfll,» + ^U = 0 , 

(13] 


» 

6 

UpflrS + K»+<^) = ® , 

[13] 
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K VUI4 nftltt + Kf+a) “ 0, [W] 

X X 5 ilpHrS + /» = o. [11] 

97. Es kann eiiie Cunre höherer Ordnuiif auch drei und aehrere Gruppen parabolU 
scher Asymptoten haben, in deren jeder alsdann eine osculirende sich befindet. Nach der 
fülhrm Beseichnung ist 

JIpn,J7. + /u(p4<«Kr-H*X'H-y)v + Iflj = o 

die allgeuKtne Giekhung der Cnrven der 6. Ordnung ndt drei Groppen parabolischer Asya- 
ptoten , und enthalt die gerade nothwendige Anaahl von ^ — 3^ Constanten. Es tre- 
ten in derselben ilp, TI, und JI, als die drei fBnfpunctig oscuUrenden Parabeln in Evidena. 

Dnrch schrittweise Particnlarisationett dieser Gleichung, die ich jetnt nicht mehr aossu- 
nhreu brauche, erhalten wir diejenigen einseinen Kalle, in weichen die Ordnung der Oscu- 
lation der drei, im Allgemeinen nur fttnfpnnctig , oscnlirendea Parabeln hoher ansteigt, und 


wir in folgendem Schema zusammenihssea können. 


V V V 

VI VI VI 

vnivn VI 

X 3in 3in 

VI V V 

vn n VI 

IX vn VI 

XI 31U VUI 

vn V V 

vnivi 31 

X VII 31 

xii vni vin 

vni V V 

IX 31 VI 

XI vn 31 

IX IX vin 

IX V V 

X VI VI 

XU VII VI 

XXX 

X V V 

XI VI VI 

VII vn vn 

XI X X 

XI V V 

XII VI VI 

viu 3in vin 

XII XU xn: 

XU V V 

vn vn VI 

IX VIII vui 



Wenn wir in einem beliebigea der vorstehenden Symbole jede der drei durch römische 
Ziffern beseichnetai Zahlen in sw ei andere, die, je nachdem jene eine gerade oder ungerade 
ist, einander gleich oder um eine Einheit von einander verschieden sind, auffösen und diese 
durch swei arabische Ziffern beseichnen , erhalten wir stets eine mit ROcksicbt auf die 
und 34. Nummer mögliche Combination ; stets aber eine unmöglkhe , wenn wir auf gleiche 
Weise ein unter den vorstehenden nicht befindliches Symbol, wie zum Beispiel VI VI V und 
IX IX IX , welche bestlglich dnrch 333332 und SSM44 so ersetzen sind , behandeln. 

98. Wenn wir die Schloss . Bemerkung der vorigen Nummer umkehren und in einem 
Schema mOglleher Kalle bei geradlinigen Asymptoten eine beliebige Combination nehmen, so 
erhalten wir im Allgemeinen mehrere mögliche Kalle mit parabolischen Asymptoten. Ein 

Beispiel gibt hier die beste Erläuterung. Indem wir in der möglichen Combination 

0655383 

66. 65. 65, 39 bezüglich durch XII, XI, X und V ersetzen, ergeben sk* unter den fibrigeii 
möglichen Falten anch die folgenden beiden nut drei Gruppen parabollschmi Asymptoten : 

XU X V 8, XI XI V 8. I 

Auf diesem Wege tritt uns eine Reihe einzelner Satze über die Ordnung der Osculation pa- 
rabolischer Asymptoten entgegen , ich begnüge mich mit ein paar Einzelnheiten. 

Eine algebraische Curve, wdehe eine Gruppe paraboltocher Asymptoten hat, unter denen sich 
(in dem allgemeinen Falle) eine nur fllnfpunctig osculirewle betedet, bat überdiess nsthwen- 
dig noch eine zweite Gruppe solcher parabolischer Asymptoten, unter denen sieh eine nur 
fünfpunctig osculirende befindet, oder eine reelle nicht osculirende geradlinige Asymptote. 

Es ist dieser Satz demjenigen analog, dass, wenn nur geradlinige Asymptoten vorhan- 
den sind, eine nicht osculirende immer eine zweite bedingt. Aehnlich ist der felgende Satz 
abgeleitet 

EineCnrve, welche zwei siebenpunctig osculirende Parabeln hat, hat überdiess wenigstens 
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1) zwei nickt o$nilirrni)r, oder 3) eine dreipunrli^ oscalireiide geradlinig Asymptote, oder 3) 
zwei ffiiifpunctig , oder 4) eine seebspunrtig , oder 6) eine zweite siebenpiuictig oseuUrrndr 
parabolUrbe Asymptote., oder endlich 6) eine nickt ooenUrende gerndliaige und eine ftiur- 
puuetig osculirende pamkaliHciie Asymptote. 

Weil rtlr eine Turve der n. Ordnung die Combination 

n B n — 1 

mimtiglicJi Ut, kann aiick eine Cnrve dieser Ordnung, neben einer Supanctig aoenUrmden 
parabolisehen Asymptote keine (3a — l)punctig, (3a — 31pnnctig und selbst keine (Sa— 3)pun. 
rtig osculirende haben. Weil (erner die (olgenden beiden Combinalioneii 
B B — 1 a — 1 B — 3 B— 1 B— 1 B — 1 B — 3 

uiunoglieke sind , kann eine Cnrve der a. Ordnung weder neben einer (3a — Dpnnetig noch 
einer (3a — 8)punclig osrulirenden parabolischen Asymptote eine (3a — 8)punciig osculirende 
haken. Beispiele geben die vorhergehenden Kümmern in hiulanglieber Anzahl. 

; ; ■ I • §. d. ■ . - 

l*a«re reeller oiler IniaainXrer parallelen tsymptolea. 

I I . 

99. Den Gang der l'ntersurbung der vorhergehenden Paragraphen kitnien wir in (»1- 
gendeii Haupt - Momenten zusammenfasseu. Es lasst sieh im -Allgemeinen die Gleicknng der 
Curveii der n. Ordnung unter der folgenden Form srhreiben: / 

’ p.'4— I + j = 0 ; (1) 

wobei die Function p einer geradlinigen Asymptote der Cnrve entspricht und vollkommen 
und au( lineare Weise bestimmt ist , sobald wir unter den n möglichen .Asymploten-Riehtnn- 
geii eiue einzelne answkblen. Diese Asymptote kann reell ($. 1.) und iiiugiuar ($. 8.) sein. 
In dem ersten Falle steht sie selbstständig (kr sich da, in dem letzten Falle bediagt sie eine 
zweite imaginäre Asymptote und somit hat sie anf die Form der Function ß„_, Eiiiflass. 
Dadurch werden wir veraalaast statt p ein Product zweier linearen Fnuetionen in der Glei- 
ebung der Cnrve in Evidenz treten zu lassen : 

+ nü^ = o. (3» 

Hierbei ist 0. immer reell nnd beziebt sieh entw eder auf zwei reelle Asymptoten oder auf 
einen Aaymptoleapttnct. Die vorstehende Gleirhung behalt dieselbe Form, wenn wir zu 0^ 
eine wUlkfibrliche Coastante binzufligen ; wir können sie alsdann auf folgende Weise sebrei- 
Iftt: ü ß„_j + fiSa-, <=» o. (3) 

Die Funetion ß, entspricht Ellipsen oder Hyperbeln. 

Zw’isehen den beiden allgemrinen Fallen ist der Uebergangs - Fall dadurch bezrieburf . 
dass die Bestimmung der Function p dadurch illusorisch wird , dass für diejenige Coustantc, 
von der sie anf lineare M'eise abhüDgl , unendliche Werihe sich ergeben. Dann konneu die 
Formen (1) nnd (3) nicht mehr Statt finden. Die Form (3) particularisirt skh in die nach- 
steheude: . y7ß._, + /<ß,^, =* o, (J| 

indem die an dir Stelle von ßj getreteae Fnuciiou U nun Panibeln entspricht ($. 3.). 

I Ein letzter, mehr norb niilrrgeordacter Fall, der in Beziehung auf die Bestimmung der 
Function p Statt finden kann und mit dem wir uns im gegenwärtigen Paragraphen zu besebaf- 
ligeu haben , iat dci}eaige,' wo der Werth der eben erwahuten Conslanteii, von welcher diese 
Function abhangl , unbmitimmt wird , weil er unter der Form $ erscheiut- Daun lasst sich 
die Gleichung der Cnrve auf miendlicbmalige Weise auf die Formen (!) nnd (2) bringen, 
wobei, was die letzte Form betriflt, die Fuiiclimi 0. ein System von zwei parallelen gera- 
den Linien bezciebnet. Ein solches System wird alsdann audt, durch die Functiou ß„, welche 
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von S, nnr um eine Constante venchieJen iat, ugezeigt, so 4a«i die Gruppe von 'unend- 
lich vielen Kegebchuitten , hier durch unendlich viele Systeme svreier pinllelen geraden Id- 
iiien , deren Richtung inuner dieseihe bleibt , vertreten wird. Eines dieser Systeme besieht 
aus zwei parallelen Asymptoten der Curve. Diese künnen übrigens reell und imaginär 
sein und bei einer neuen PaTticularisation auch zusara raenf al len. ■' 

Uiemaihi bÜUen wir denn alle müglicben Falle ereebüpft, welche eine Curve der n. 
Orduuug in Beziehung auf Doppel-Asymptolen darbieten kann. Dir Function Ü 2 in der Glei- 
chuug (3) bezog sich tmch einander auf Hyperbeln und ElUpoen, rin System von zwei reeU 
Iru geraden Linien und einen Puuet , auf eine Parabel , auf ein System von zwei reeHeit 
und von zwei imaginären Parallelen nnd endlich aof eine Doppelliuie; die einzigen 
Falle, welche bei Cnrven zweiter Ordnung Statt finden kttnaen. 

tUO. ln demjenigen Falle, der Gegenstand dieses Paragraphen werden soll, können wir, 
nach dem Vorbemerkten , 

fl, s (p^- 1 ) a (p+/i)(p-/i) ! 

setzen. Indem wir alsdann, was hu Allgemeinen erlaubt ist, fl'n — 3 mit Gn— > vertauacben, 
ergibt sich für die Gleichung der Curve; • 

(p^— + (niia—t = 0 . (1) 

Es ist A eine willkUhrliclie Constante. Demi diese Gleichung geht in die folgende über > 

(p»-V)S._, + = 0, (*) 

wenn wir X mit V nnd demnach />fl.-> mit ’ 

/<fl_, + a Ai'fli-. ■' 

vrriauscbrn. Wir können also zwei solche gerade Linien , weiche zu beiden Seiten der ge- 
raden Linie P gleich weit von ihr abatehen , von Vorne herein beliebig anaehmen und dann 
diesen eatsprechend die Function fl, besümmeo. Inabesoiidere können wir, unbeschadet der 
Allgemeinheit , jene beiden geraden Linien in der Linie P zusanunenfallen lassen . ' Dann er- 
gibt sieh, indem wir X' verschwinden lassen, folgende Gleichung 

p’0»-i 

welche die, einer zweimaligen Partirularisation der Curve entsprechende, gerade nothwenr 

dige Anzahl von Couslanten bat , nemlicb — 2^. . , 

Wir können aber auch der allgemeinen Gleichung der fk'agUchen Cnrven noch eine andere 
Form geben, welche nnserer Absicht, die Natur der unendlichen Zweige zu disentiren, naher 
liegt. Das Charaeterislisehe der Form derGleichnng (1) liegt überhaupt darin, dass jede mit 
, P parallele gerade Linie die Curve nur in (n — 2) Puncten schneidet, weil zwei DurthicluuOs- 
puncte unendlich weit liegen. Bestimmen wir aber V, was immer auf einzige Weise mög- 
lich ist, dadurch dass ' 

/i'fl"_, a /r'(p-i-a)©,:_j -► oflo-4, • ■ ■ ■• 

so kommt für die Gleichnng der Curve, wenn wir alle Accente anterdrücken: ' ■ 

Ip' — i)0n— » /«(p + B)0n— 3 -«-'Ofl,,-., =* 0 . . (1) 

Dann aber schneidet jede der beiden geraden Linien, welche dem Eactor (p’— entspre- 
chen, die Curve nur in (» — 3) Puncten, weil auf jeder drei Durchschnitlspuncte aneadlich 
weit Hegen. Diese beiden geraden Linien, wdefae auf eia^e Weise bestinuttl sind und also 
in ausgeueiehneter Beziehung zur Curve stehen, sind zwei parallele Asymptoten <!«■. 
selben. Die vorstebrude Gleiehung enthalt, wie die Gleichung (3), die gerade nolhwendige 
Anzahl von Constanten und kann mit derselben Allgemeinheit' als jene den Uiilersudwmgen 
dieses Paragraphen zu Grunde gelegt werden. j-i i ! I.-- •' 

Je nachdem die nun vollkommen besümmie Constante X positiv > oder negativ ist , sind 
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die beiden psnllelen Asynplolen reell »der imtgiaSr. Un diese F^lle zn nntetscbeideii, ka> 
ben wir in den felgenden beiden Oleichnngen A besttglidi durch nnd ( — £’) ersetzt: 

(p+5)(p— 5)ö»-j + ^<(p+a)©._j + oi4,_4 = e, (5) 

(pM^')Öo—, + ^(p+a)9o_3 + of%_4 = e. (6) 

Der Uebergugs - Fall , ln welcbea die beiden paralielen Asymptoten znsanmenfal- 
len, ist durch das Verschwinden von $ angezeigt. Diesem entspricht die felgende Cleiehung 
p'6.— • + Mp+“J®»-o + Id o, {T> 

welche, wie die vorstefaeiiden , die gerade nothwendigc Anzahl von Constantcn hat, nemlicb 

101. Um die Natur einer Cmrre mit zwei parallelen Asymptoten zn reransehaulicbtn. 
wellen wir eine geometrische Grtnz-Betrachting an Hülfe nehmen. Wir wallen nemlicb van 
einer beliebigen Curve mit einem Doppelpuncte ausgehen , und ans durch diesen Punet eine 
Reihe von geraden Linien , welche eine gegebene gerade Linie schneiden , gezogen denken. 
Nehmen wir alsdann, ausserhalb der Ebene der Curve. irgend einen Punet beliebig als Pro- 
jeclioas - IHittelpunrt an und als Ebene auf welche projidrt wird, diejenige welche ursprüng- 
Reh mit der Ebene der Figur zusammenfallend um die gegebene gerade Linie als um eine 
feste Axe eantinuJrlicb sieb dreht , so behalt im perspectirischen Bilde die Curve immer 
ihren Doppelpuuct nnd die durch denselben gehenden geraden Linien schneiden die gegebene' 
immer in denselben Puncten. Der Doppelpunct rückt, bei gehöriger Drehung der Ebene des 
Bildes, immer weiter und wenn zuletzt diese Ebene derjeuigeu geraden Linie parallel wird, 
welche den Projections-Mittelponct mit dem ursprünglichen Doppelpuncte verbiudet, so werden 
alle die fraglichen geraden Linien mit der eben genannten , nnd also auch unter sich , pa- 
rallel; es hat alsdann die neue Carre einem Doppdpuart, welcher nach bestimmter Richtung 
unendlich weit liegt ' 

Auf jeder geraden Linie , welche durch einen Doppelpunct gebt, fallen in diesem Pnncte 
zwei Durchschniltspuncte mit der Curve zusammen und nur auf zweien derselben, den bei- 
den Tangenten in demselben , Ihllt mit den beiden noch ein dritter Durdtschnittspnnct zu- 
sammen. Von solchen drei Duracbnittspuncten ist einer als demjenigen Zweige, der berührt 
wird , fremd anzuseben and hat auf die Ordnung der Annäherung keinen Einfiuss. So ist 
auch in dem Falle, dass der Doppelpunct nach gegebener Richtung lueadlick weit gerückt 
ist , eine beliebige gerade Linie , weiche diese Richtung hat keine Asymptote mehr, obgleich 
auf ihr in unendlicher Entfernung zwei DurebsthniUspunete zttsammenfaHeu. Auf jeder der 
beiden Asymptoten fallen solcher Ourchsihaitte drei zusammen, darum aber ist die Annähe- 
rung derselben an die Curve doch nicht von einer hohern Ordnung, als in de« aUgemeinen 
Falle einer Asymptote , der keine andere parallel ist, und auf der nur zwei Durchschnitte in 
unendlicher Entfemui^ zusammeufallen. 

Wir können also sagen , dass eine Curve mit zwei pacailelmi Asymptoten nach der 
Richtung dieser Asymptoten in unendlicher Entfernung einen Doppelpunct habe. Wenn die 
bmden parallelen Asymptoten imaginär sind , so ist der unendiieh weit iiegende Doppelpunct 
eia isolirter , eonjngirter Punet der Curve. Wenn insbesondere die beiden parutleien Asym- 
ptoten in dieselbe gerade Liaie zusanunenfallen , so nabera sieh dieser gerad« Liaie im AU- 
gemeinen zwei Zweige der Carve; um aaf ihr in nnendlkber Eatfemuag eine Spitze , einen 
Rürhkebrpnnct, zn bOdea. 

109. ln partirulareu FUIea können die beiden parallelen Asymptote» einzeki, oder auch 
beide zugleich , mit der Curve einen innigem Contact haben. Wean aaf einer von zwei 
paralleleB Azymptotca m Dnrehsebnitte mit der Curve iiaendlicfa weit liegen , so müssen wir 


Digitized by Google 



$. 4. Pure paralleler Atyinplolen. 89 

den Coutact, iia die Ordnun); desieibea in UebereinstinunuDjt nit dem PrOhern eti bezrich- 
nrn, einen Cm — l)pnacligen nennen. Hieninch kann, anf jeder der beiden parallelen Asym- 
ptolett , uiiabhanjfig von der andern , der Contaet von einem gewöhnlichen bi« zu einem 
(M — Dpunctigen ansteigen , W'enn n die Ordnung der Curve bezeichnet und die beiden paral> 
leien Asymptoten reell sind und nicht zusamnenfallen. 

Pur die Curven der 4. und 5. Ordnung wollen wir die, den veracbiedenen möglichen 
Pallen entsprechenden, Gleichungen zusammenstellen , hierbei aber bloss auf dir beiden pa- 
rallelen .Asymptoten Rflrksicht nehmen. Nach jeder Gleichung ist die nolbwendige Constan- 
ten-Anzahl, vor jeder Gleichung die Ordnung des Contactes fttr die beiden parallelen Asym- 
ptoten angegeben. 

Carven der 4. Ordnung; 


38 

(p= 

-r^r 

+ 

^(p-t-a)s i = 0 , 

1121 

33 

(p’— rXir 


;x(pt-;)8 i =x 0, 

im 

33 

(P* 

-V)U, 

-f- 

/<Cp-*-«) = o- 

[lOj 



C u r v 

en 

der &. Ordnung: 


93 

fP’- 

— 5*)®S 


^(p-t-a)rs -h iw = 0 , 

[18] 

.38 

(P’ 

-;0®3 

4- 

/<Cp-^S)rs ■«- iw 4= 0 , 

(17] 

48 

(P*- 

-1^)01 

-*• 

/'(p+s)rs ■+■ iCp-*-o) = 0 , 

[16] 

33 

(P'- 

-t^J®4 


8Cp-*-«)Cp-*J^)r ifp-t-}') = 

= 0, [16] 

43 

(P'-S0®3 

-f- 

8(p-t-«Xp*t-u)r -h iCp+y) = 

: 0, [15] 

44 

Cp’- 

-v^.% 


M(P+“) = ®. 

[14] 


i03. Wir wollen sogleich zu den allgemeinen Porm- Bestimmungen Ubergeben. Wenn 
eine Curve der n. Ordnung zwei parallele Asymptoten bat, und’ diese beide mpunctig oscu- 
lirende sind, so erhalten wir, in der Voraussetzung, dass m eine gerade Zahl ist, die fol- 
gende Gleichung: 

(p2_{l)(ö,_, p0„_, flfp-t-u) 14^0-1 = 0. (I) 

Wenn m eine ungerade Zahl ist, ergibt sich die folgende Gleichung; ‘ 

Cp* — « 4" p©n_^ + • • ^ j -s-ziCp+uKp+i^JÖ.— 1_, iCp+y)0«-~-i 

o42„_n— 3 “= O. (2) 

Wenn anC den beiden Asymptoten die Ordnung der Oscalation eine verschiedene ist, auf 
der einen eine mpnnctige, auf der andern eine Cm-t-m'=m,)pnortige, so müssen wir, zum Be- 
huf unserer Form-Bestimmungen, wiederum unterscheiden oh m und m_ gerade oder ungerade 
Zahlen sind. Ist m gerade, so muss in der Gleichung CI) der folgende Ausdruck 

Cp-*-a)0„.-a— > *42,.— «.—X, 

indem er zugleich m' Constante verliert, sich so partieuiarisirea , dass er sich, wenn wir 
p = ±5 setzen, auf den C*> — *. — 1). Grad rcdndit. Dieser Bedingung entspricht, wenn erstens 
auch m' eine gerade Zahl bedeutet und also m und beide gerade sind, die folgende Porm : 
Cp’ — 4O[0«— X pÖo -4 r0o— >3 ufp+5)[0 ,_»— 1 ■+■ »0D— a— 3 9Ö.-si,»t3 

+ f(p^U)0a— m.»f o 4 2>— w.— X O, (31 

und wenn m eine ungerade ZaM bedeutet und also m gerade und m_ ungerade ist, die fol- 
gende Form: * 

(P° >*)[0.-I -t- P©x — 4 + •••♦• I©.—»! -t- A»fpt5)[0«-B— I »6o— ■— 3 B.I 

-8 i42.__, =4 o. (d) 

Wenn ferner m und m, ungerade sind , so particularisirt sieh die Gleichung (8) , nach- 
dem sie m Constante verloren hat, in die folgende: 

(p’— 5O10X-X f Ö»-4 • "t- r©4_B.i3 /<Cpi»)[(P+“)®»— »—x't- • • -t-p®«-»,! 

A42.-a,-i » o, (5) 

12 


Digitized by Google 



90 


Enter Abschuilt. Uaendliche Zweige. 


und «renn eudlidh m ungerade und m, gerade ist, kommt; 
tp’— + e®»-4 + • • + r0o-.-l)+#<(P±ig)((|H-O^0._«_I + »ÖM_tH 

+ i(p+y)0n-«_, + oi2._„_. — o. (0) 

In jeder der vonlekenden secJu Gleichungen ist die AnxaU der Coutanlea die gerade noth- 
wrudige ; sie betragt : 

n(n+3) 

- ^ — — (m+m — S). 

104. M'enn die beiden parallelen Asymplolen imaginir sind, so kann auch auf ihnen 
der Cotttact mit der Curve n einer hübern Ordnung ansteigen , nur dass alsdann fttr beide 
die Ordnung des Contactes gleich bleibt. Die Gleichungen (3)~(B) verlieren ihre reelle 
Bedeutung , und nur die Gleichungen (1) und (2) können auf den fraglichen Fall übertra- 
gen werden, indem wir $ mit — 1 vertauschen. 

105. M'ir wollen, für unsere nächsten Absicblen, p und irgend eine andere lineare 
Function als diejenigen beiden betrachten, von welchen alle übrigen Functionen abhängen, 
und hiernach roraussetsen , dass in jeder Function Ü der Exponent der höchsten Potenx von 
q der Einheit gleich sei. 

Dir folgende Gleichung stellt, bei übenäbligen Constaiiten, eine Curr'e mit swei paral- 
lelen Asymptoten dar: 

(p’— = o. 

M'enn wir q = x seinen, so kommt, vnrausgesetnt, dass alsdann p nicht auch unendlich wird, 

ßa— 1 : — * ** 1 f 

und diese Voraussetzung ist staUbaft für Puncte der Curve , denn cs gibt ihre Gleichung 
alsdann 


p = ± ? /(l-^,). 


Zugleich aber sehen wir, dass die Curven sich nur bis zu einer gewissen endlichen Gränze, 
wenn sie überhaupt unendliche Zweige bat, den beiden geraden Linien 

P ± S = o 

annähert. Diese beiden geraden Linien werden dann erst Asymptoten der Curve , wenn q 
nur in der (a— 3). Potenz in der Function fi„— > voikommt Aus folgender Gleichung: 

(pJ — 4. /«(p4.o)fl,_3 + = o, 

ergibt sich fttr die fraglicbea nnendlicbcu Zweige ; > 

und also , weil hiernach (p^$) unendlich klein wird: 

P + ? = + “gf- 1 • 

Die Annlhening ist also der Annäherung an eine gewöhnliche Asymptote gleich. 

Legen wir, unbekümmert um überzählige Constante, die folgende Gleitung au Grunde: 
(p»--Ofl.— + #ifp+J)a._« + 144_.,= o, tl) 

wobei wir m_>m und m>3 nehmen, so linden wir bei gleichem Verfahren: 

(p+;) = 


Es stellt aber die Gleichung (1) eine Curve dar, welche zwei solche parallele As)in- 
ptoten hat , von denen die erste eine (m— 3)punctig und die zweite eine (iri— 3)punctig 
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oenilirrnde irt. Bei beiden isl, wie bei iikht iNmllelen Asymptoten, die Ordnung der Anna- 
hemni; um eine Einheit treringer als die Aasabl der im Osoilalianspuacte sich vereinigenden 
eonserutiven Durebsebnilts - Piinele der Curve und ihrer Asymptote. 

Was die Lage der unendlichen Zweige gegen swei parallele Asjinplotm betrifft, so er- 
kennen wir diese aus den letnten beiden Gleichungen wie in der dff. Nummer und Überhaupt 
verhalt sich hier Alles gerade so , als wenn zwei gew öhnliche Asjmptoten mit ihren unend- 
. lieben Zweigen die parallele Lage angenommeii hatten , und um alle uOglicheii Lagen zu 
bestimmen , können wir von zwei parallelen Asymptoten jede , abgesehen von der andern, 
fOr sich allein betrachten. 

106. Wenn eine ('nrve der n. Ordnung zwei parallele Asymptoten und mit einer der- 
selben einen bloss gewöhnlichen Contact hat, so hat sie einen Contact derselben Ordnung 
mit jeder beliebigen Hyperbel , welche dieselbe Asjmptote zu ihrer eigenen hat. Eine solche 
Hyperbel schneidet denjenigen Zweig der gegebenen Curve, welcher an der andern paralle- 
len Asymptote sich hinzieht, in noch einem Punctc, der unendlich weit liegt, aber als rin, 
dem Contacte auf der ersten Asymptote fremder Punct zu betrachten ist. Die firaglicke H\- 
perbel bangt noch von drei Coastantrn ab. Ober die wir w illktlhrlich gebieten und dadurch 
den Contact von einem gewöhnlichen zu einem flinfpuuctigro ansleigrn lassen köiiiieii. End- 
lich wird noch, hei Curveii der n. Ordnung von besonderer Art, die fOnfpunctig osculireude 
Hyperbel durch eine mcbrpunctig osculireude vertreten, und hierbei kann der Contact, bei 
zunehmeader Particularisation, bis zu einem (3a — Ijpunctigen sich erheben. M'ir wollen als 
besonderes Beispiel die Curven der dritten Ordnung nehmen und dasselbe, indem wir für dir 
BebandJuiigswrise selbst den allgemeinsten Grsichtspnnct wählen , vollständig diseutiren. 

Die allgemeine Gleiebung der Curven dritter Ordnung mit zwei parallelen Asymptoten 
nimmt, wenn wir in ihr nach einander als drei-, vier- und ftinfpunctig usculirrnde 
Hj'perhel diejenige, deren Gleichung die folgende ist: 

(p-fj)s + i = o, (II 

in Evidenz treten lausen, die nachstehenden Können au; 


(P— ?)[(P+»)a + + l‘(P+JKp+'«Xp+i'J) • 0 , (3) 

(p— r)l(p+j)|* + M + .''(p+;)’(p+“) = “• (3) 

' . (p— 5)l(p+i)s + + t‘(p+i>)‘ “ 

Diese Behanptung ist ohne Weiteres gerechtfertigt, wenn wir einen Blick auf die Korm die- 
ser Gleirhungru werfen und dir in ihnen vorkommeiiden Coiislanten zählen. 

Die Korm der Glrirhiiug (4) zeigt , dass die fraglirbe Hyperbel (1) die Curve nur auf 
der ersten der beiden Asymptoten 

P -I- I = o, p — J = o, (5) 

in unendlicher Entfernung schneidet, nad also des fremden Punctrs wegen, der dem, an der 
zweiten Asymptote sieh hincirhendrn Zweige angehört nirht sechs- sondern nur fttnf- 
punctig oscnlirt. in dem Kalle der Gleichung (3) ist der Contact rin bloss rirrpunctiger und 
der einzige nicht unmdlich weit entfernt liegende Dnrchschnittspunct belindrt sich auf der 


geraden Linie: 


p + o = o. I*) 

Endlich ist, in dem Kalle der Glekhung (3), der Contact ein bio.ss dreipuncligrr und zwei 
ukrhl nucudJich weit entfernte Dnrcfaschaittapunete liegen auf den beiden geraden Linien; 

p4~Oxi£0, P+J^“0. l?) 

Die Curven dritter Or^iung mit zwei parallelen Asjmptoten hangen von T Coastantrn 
ab. Diese Constanten linden sich in der Gleichung (4) wieder. Diese Gleichung gestattet 
also durebans keine Particnlari-sation ihrer Furm mehr, wenn sie die allgemeine blribrn soll. 
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Die Gleicliani; (3) muss eine, die Gleiehanx (3) awel iihersablifre Censtanfe einschliessen, 
n eun die GleidiaDg (1) jede mdglirhe, beattgliek vier- und dreipimctif osrulireiide, Hyper- 
bel darstellen sull. Dirss Andet wirklieb SUII. 

l'm die Herleilung der vorstehenden Gleichungen (S), (8) und (4) brnuchen wir uns hier- 
nacb gar nicht in ktlmmern ; sie sind durch sich selbst gerechtfertigt. Uebrigens ergibt sich 
' dir erste der genannten Gleichungen aus der letiten Gleichnng der M. Nununer, indem wir 
in dieser p mit (p— ;*) und (s+>) mit (p+{) rertausrhen. l'nd daun ergeben sich die bei- 
den letzten dieser drei Gleichungen aus der ersten. 

107. In der Gleichung (2) kann die lineare Funrtion s mit jeder andern vertauscht 
werden, ohne dass, bei gehöriger Bestimmung der Constanten in ihrem zweiten Gliede, diese 
Gleichung irgendwie sich ändert. Jeder andern Fnucliou-Bestimmung entspricht eine andere 
dreipunctig osculirende Hyperbel , welche die C'urve in zwei andern Puncten schneidet. Um- 
gekehrt können wir diese beiden Pnncte willkdhrlich annefamen und dadurch die lineare 
Function s vollkommen bestimmen. Selzen wir insbesondere voraus, dass diese beiden Dureb- 
schuitxsputtclr unendlich weit liegen, so redociren sich die ersten Theile der Gleichungen (7) 
auf blosse Constanten, und indem wir alsdann q statt s schreiben, kommt: 

fp— ;)Lfp+i)q + i] -f /«(p-f-;) = o. f8) 

in dieser Gleichung tritt die dritte Asymptote der Curve durch die Kimction q in Evidenz; 
dirss ist eine nothwendige Folge unserer Voraussetzung und geht auch aus der vorstehen- 
den Gleichung , die durch das Verschwinden von q auf den ersten Grad sich reducirl , un- 
mittelbar hervor. Diese Gleichung enthalt nur noch sieben Constante, die, wenn die Curve 
gegeben ist , vollkummen bestimmt sind. 

Die vorstehende Gleichung (H) können wir anch unter der naefaatehenden Form schreiben; 

(p+?)l(p— j >q + /'] + i(p— 5) = o . W 

in welcher offenbar dir Hyperbel : 

(p— ?)q + M “ o, (10) 

als diejenige in Evidenz tritt, welche die Curve auf der zweiten der beiden parallen Asym- 
ptoten (5) dreipunctig osculirt und zu ihrer zweiten Asymptote die dritte Asymptote der 
Curve hat. 

Wir können endlich die Gleichungen (8) und (0) auch folgendergestalt schreiben: 

(p— ?)l(p+?)q + (p+^)l + 2^1 = (>i) 

(p+j)l(p— i)q + (#t+i)J — =“ ®. 

wobei die beiden Hyperbeln; 

(p^;')q + Ot+i) = o, (18) 

als diejenigen hrrvnrtretrn , wrlclir die Curve auf der driUen Asymptote Q dreipunctig oscu- 
liren und eine der beiden parallelen Asymptoten der Curve zu ihrer zweiten Asymptote lubrn. 

Zum Behuf geometrisrher Cnnslructionen wollen wir die beiden linearen Funclionen p 
und q nun dahin naher bestimmen , dass die erste derselben den kOrscsten Abstand des 
Piinctes , auf welchen sie bezogen wird , von der Linie P bedeutet , wonach 8$ der kürzeste 
Abstand der beiden parallelen Asymptoten von einander darslellt; und dass die zweite jener 
beiden linearen Functionen dasjenige Segment bedeutet , welches , auf einer mit den beiden 
parallelen Asymptoten parallelen geraden Linie, zwischen dem bezüglichen Puncte nnd der 
drillen Asymptote Q liegt. Dann ist der constante Inhalt derjenigen drei Dreiecke, welche 
von den Asymptoten-Wiokeln der drei Hyperbeln (1), (10) und (12) durch ihre Tangenten 
abgesdinilten werden und die wir J“ und -i, nennen wollen, diirrh die folgenden drei 
Conslantrii bestimmt ; 

± 21 , ± 2 « , ± 9 ()+/ 0 . 
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' Bierdurch erhallra aunacbsl die beidea Constaatea >■ und ft der allgeaieiaeB Gletchunf 
(S) ihre geiMBetriiirhe Bedeutunf. 

Die Werthe dieser beideB CoaiiUBteB haben ftbcrriuslimiBeBde Zeichen, wenn die Curve 
die dritte Asymptote Q awiseben den beiden parsllrlen Asymptoten schneidet ; (hllt hinge- 
gen dieser Durchschnitt ansserhalb denelben, so haben X und ft enigegengesetate Zeichen. 
Diese ergibt sich auf analytischem Wege eben so leicht, als durch die unmittelbare geome- 
trische Anschauung. Denn wenn wir durch p*' denjenigen Werth beaeichnen , welcher dem 
Durchschnitte der Cunre mit der dritten Asymptote Q mitnpricht, so gibt die Gleichung der 
Curve, indem wir q gleich Null aetsen: 

K = - — 

ä /‘-r* 


(13) 


worans wir sehen, dass, ahgesehn vom Zeichen, p"<S oder p">S, je nachdem ft und X im 
Zeichen ilbereinstimmen oder nicht. M’ir erhalten hiernach den folgenden Satz. 

Der. conataute Inhalt derjenigen Dreiecke, die von dem Asymptoten- 
Winkel einer, die Curve auf ihrer dritten Asymptote dreipunctig osculi- 
renden Hyperbel durch eine Tangente abgeschnitteii werden, ist entwe- 
der derSumme oder derDifferenz des coiistantenlnhaltes der beiden, von 
den Asymptoten - Winkeln zweier, die Curve auf ihren beiden parallelen 
Asymptoten dreipunctig osculirenden Hyperbeln durch eine Tangente 
ahgeschnittenen Dreiecke gleich, je nachdem die Curve von ihrer drit- 
ten Asymptote innerhaib oder ausserkaib der beiden paralleien Tan- 
genten geschnitten wird. 

Zur geometrischen Constniclioo der beiden Constanten ü und ft ist es hinreichend, wenn, ausser 
den drei Asymptoten der Curve, noch irgend zwei Puncte derseiben gegeben sind. Wir woilen 
hier fdr diese beiden Puncte den eben bestimmten Durchschnittspunct der Curve mit ihrer dritten 
Asymptote Q und ihren Durchschnittspunct .mit der Linie P nehmen. Ktir diesen ietztern 
gibt die Gieichung der Curve, indem w ir p girieh Nuii sctnen und den resultirenden M'erth 
von q durch eine Marke unterscheiden, 


q"i ft —X. 

Aus den beiden letzten Gleichungen erhaiten wir durch Oivisioa 

-.l.q"- =ft+X, 

uud hiernach 


(Id) 

(15) 


«0_S 

• yr — ^p.r 

Ich füge eine Figur hinzu, um die geometrische Bedeutung der letzten vier Glcichnn- Fi(. l. 
gen anschaulicher zu machen. IfG' und und U'G " sind die beiden paralieien Asymptoten und 
werden von der dritten Asymptote Q in den beiden Puncten G und G" gescbiiiCten. Die 
gerade Linie P, weiche in der Milte zwischen den beiden parallelen Asymptoten bindurrhgeht, 
schneidet die Curve dritter Ordnung in dem Piiucle M. Wenn wir alsdann durch diesen 
Puiict eine beliebige (etwa mit der Asymptote Q parallele) gerade Linie \'IV" legen, so ist 
der Inhalt des resultirenden Vierecks N'N 'G ’G' , das von dieser Linie und den drei Asympto- 
ten gebildet wird, gleich ±ai /<—*). also gleich der Differenz oder der Summe der beiden 
Dreiecke und J' , je nachdem die Curve von ihrer dritten Asymptote zwischen G' und O' 
geschnitten wird oder nicht, ln der Figur haben wir den leistem Fall in Anschauung ge- 
bracht, uud den fraglichen Durchschnitt S genannt. Diejenige gerade Linie, welche die 
Puncte M und S verbindet , schnmde die erste der beidea parallelen Asymptoten (5) in K' 
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und die zueite in K". K'P^’ und K''F' sind parallel mit der Asymptute Q gezogen and da- 
durch auf der Linie P die Pniicte P" und P beslimmt worden. Dann ist G’P' und 0"P' und 
endlich , parallel mit S.M , die gerade Linie G~li gezogen worden. Nach dieser Couslm- 
ction iät ; 

.JCHT." = — 21 = J', 

-iO 11 "O ^ ^ \ 

JQ~VlG‘ = 20«+il «= J“~J' = J,. 

Diese drei Dreiecke hohen akerdiess eine solche Lage, dass ihre dritten Seilen UTG", H"G' 
und L'G’ Tangenten dreier Hyperbeln sind , von welchen die beiden ersten (1) and (10) die 
Curve auf einer der beiden parallelen Asymptoten dreipunctig osruliren und die dritte Asym- 
ptote der Curve auch zu der ihrigen haben , und von welchen die dritte die Cune anf Q 
dreipunctig osculirt and zugleich die erste der beiden parallelen Asymptoten (5) auch zu der 
ihrigen hat. Da endlich IfG", H"G’ und L"G' auf der Linie P bezüglich in P‘, P' und P” 
faalkirt werden, so sind diese drei Puncte diejenigen, in welchen die genannten drei gera- 
den Linien von den drei fraglichen osculirrnden Hyperbeln berührt werden. 

Aus der obigen Cointructioii felgt , dass M in der .Mitte zwbchru P’ und P' liegt und 
OP® gleich P'M und MP' ist. 

An die vorstehenden Eritrtemngen schliesst sich die Constructioa mehrerer Aufgaben an. 
So, zum Beispiel, küimrn wir eine Cur>'e der dritten Ordnung mit zwei parallelen Asympto- 
ten roiistmiren , weiui diese beiden Asymptoten , auf ihnen das Maass der AanKberaag und 
zugleich die dritte Asymptote der Curve gegeben ist. (Diese drille Asymptote braucht, wenn 
nicht die absolute Lage der zu coiisimirruden Curve in Betracht kommt, bloss der Richtung 
nach gegeben zu sein). Denn alsdann sind durch das Maass der .Annäherung auf den bei- 
den parallelen Asymptoten die Puncte P und P" bestimmt , fulglicb auch die Puncte K' und 
K' und der Punct S. Ausserdem ist M, als die Milte zwischen P und P' bestimmt and so- 
mit die Curve. llnmilleibar erhalt mau das Maass der Annaherupg auf der dritten Asymptote. 

Scblieaslich bemerken wir noch , dass nach den Gleichungen (14) und (Ib) das Maass 
der Annäherung an die beiden parallelen Asymptoten dasselbe ist. einmal wenn q' verschwin- 
det und also die Asymptote Q von der Cuive in der .Mitte zwischen ihren Durchschnitten mit 
den beiden parallelen Asymptoten geschnitten wird, das andere Mal wenn p® unendlich wird, 
und also die Asymptote Q eine dreipunctig osculirende ist. Nur liegen in diesen Fällen dir 
oiwulirenden Hy perbeln auf verschiedenartige Weise gegen die beiden parallelen Asymptoten. 

106. VA'enn in der Glricbuiig (2) der 106. Nummer die Constante ß insbesondere gleich 
^ wird, so fällt, indem diese Gleirbung in die Gleichung (3) übergeht, rin neuer DurcbschnitU- 
punet mit dem Osculationspuncte auf der ersten der beiden parallelen Asymptoten (5) zusam- 
men , wodurch dir Osculation zu einer vierpuoctigen ansteigt. Nehmen wir ferner an. dass 
der einzige noch übrige Durehschnittspunct nach der Richtung der dritten Asymptote Q un- 
endlich weit liege, so muss sich (p+o) auf eine blosse Constante rrduciren. Dann ist die 
zweite Asymptote der osmlirenden Hyperbel , die Linie S , mit Q parallel und indem wir 
demgemäss (q+y) für s schreiben, wird die Gleichung der Curve: ' 

<P*-»)|fp+?'>C'i+y) + M + /<(|h-5)’ = »• 

Die Bedingung , dass Q eine Asymptote der Curve ist , fordert , dass durch das Versebwin- 
den von q die vorstehende Gleichung auf den ersten Grad sich reducire. Soll diess ge- 
schehn , so muss y gleich ( — ft') sein. Hiernach verliert die vorstehende Gleichung eine 
Constante und hat in der folgenden Form die gerade nothwendige Anzahl von Constanten : 
Cp— ?)|(p4-SKq— (0 +1] + ü(p+5)’ = 0 . (17) 

Dir Constante Ä bat dieselbe Bedeutung behalten , welche sie in der vorigen Nummer hatte : 
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die CoMtante ft ist derjenife Werth von q, welcher dmIHiUelpuiKte der, die Ciirve auf der 
enten ihrer beiden paraJIelen Asymptoten rierpuDctii; oscnlirenden H)-perhel entspricht. 

Wenn wir q" and p» wieder in der bUheri^ea Bedeutung nehmen, so kommt, indem wir 
in der letalen Gleichung nach einander q and p gleich Null setaen ; 

pO 31— 4«£ 

i X+Sfti’ 

5q0 = _ , 

nnd hieraus 



p» A— Xfts Jq«’ 


Diese Gleichung aeigt, dass, wenn wir den Punct C, welcher dadurch bestimmt ist, dass t ig. 2. 
CO c; OS , mH demjenigen Puncte I , welcher anf der Linie P der As)'mptote Q tiermal na- 
her liegt als der Punct M, durch eine gerade Linie verbinden, diese gerade Linie die erste 
der beiden Parallel-Asymptotcn in dem Mittelpuncte C der vierpuuctig oscnlirenden H}’perhel 
schneidet. Dieselbe gerade Linie schneidet auch die zweite Parallel - Asymptote in dem ge- 
meinschaftlichen Mittelpuncte C derjenigen Hyperbeln , welche die Curve auf dieser zweiten 
Asymptote vierpunctig osculiren. Denn man erhalt offenbar denjenigen Werth von /i, wel- 
cher diesem Mittelpuuct entspricht, wenn man in der letzten Gleichung das Zeichen von £ ändert. 

M'ir sehen hieraus , wie auch in dem Falle , dass eine Curve dritter Ordnung zwei pa- 
rallele Asjmptoten bat, die gemeinschaftlichen Mittelpuncte derjenigen drei Gruppen von 
H)'perbeln , welche die Curve auf den drei Asymptoten vierpunctig osculiren in gerader Li- 
nie liegen. Denn C ist nach dem Satze der 48. Nummer dieser MittelpuiKt auf der Asym- 
ptote 0. Die Construetion der Mittelpuncte auf den beiden Parallel • Asymptoten nach dem 
genannten Satze wird illusorisch, und wir haben dieselbe direct construiren müssen. 

Zur vollständigen ConsUuclion der osculirenden Hyperbel; 

(p+i'Xq— f<) + i »= 0, 

kUnnen wir statt ^ auch denjenigen Punct bestimmen , in welchem die Hyperbel die Linie P 
oder die zweite ParaJIel-Asymptote schneidet. In beiden Fallen wird diese Bcstinunung leicht. 

109. Indem wir uns zu der Gleichung (4) der 100. Nummer: 

(p— 5)l(p+l)s + 1] + f'(|H-'0 ’ = o , 

wenden , in welcher eine , die Curve auf der ersten Parallel - Asymptote fllafpunctig osculi- 
teude Hyperbel sich daistellt, wollen wir, um auch die dritte Asymptote der Curve in Evi- 
denz treten zu lassen , 

s = q + dp + X 

setzen , dann ergeben sich , damit die Gleichung der Curve durch das Verschwinden von q 
auf den ersten Grad sich reducire, zur Bestimmung der beiden Conitanten d und y die fol- 
genden beiden Gleichungen ; 

d + #« = o, 

X -H 3(u£ .= o; 

somit kommt : 

a 5 q — /<(p+3|), (18) 

und die Gleichung der Curve wird: 

(P-5)((p-tS)(q-/c(p+S?)) -i- M + /«ClH-n’ = ». 

Ans der identischen Gleichung (18) fallt in die Augen , dass zugleich 
s»o, q = o, p = — 3£, 

wonach die Linie S, die zweite Asymptote der fün^unctig osculirenden Hyperbel, die Asym- 
ptote Q, in einem Puncte A' schneidet, welcher, auf entgegengesetzter Seite von der ersten 


Digitized by Google 



96 


Erster Abschnitt. Unendliche Zweige. 


Parallel - Ag)iuptu(e , so weit als die sweite ParallebAsyiaptste abileht. Da Oberdiess, narb 
der Tori)tea NoBiffler, der MiUelpunet C der fraelirhra Hyperbel bekannt ist, so ist die Linie 
S diejenipr. weirbe dir beiden Punrte A' nnd C verbindet. Nach einer analogen Cnastni- 
. rtiun erhallen wir die gerade Linie A'^'" als die aweile Asyipplale derjenigen Hyperbel, 
welche dir Ciirve auf der zweilrii der beiden Parallel - Asymptoten (5) fünfpunctig oseulirt. 
Um die fünfpunctig osculirriide Hyperbel 

(p+{)(«I— ,«'>+.S5]'» + i = o, 

wenn dir Curve gegeben ist, zu construirrn, ist es am rinfackstrn, statt A, denjenigen Pnnct 
D’ zu bestimmen, in welchem diese Hyperbel die Linie P schneidet. bVenn wir, zur Unter- 
scheidung , diejenigen Wrrthr von q , « eiche diesem Durchschnitte und dem Mittripunrir der 
Hyperbel entsprechen q' nnd q" nennen , and q” in der bisherigen Bedeutung beibehalirn , so 
geben die Gleichungen der Curve und der Hyperbel, indem wir p gleich Null setzen: 

t(q«-3^<|) = ;/i' — 

Kq— •= — 

woraus skb , durch Abziehn , sogleirh ergibt : 

• q" — s' “ = W> 

so dass man den gesuchten Punct D' erhalt , indem man D’itl = ^G'C’ macht. — 

110. Ks kann eine Curve auch mehrere Paare paralleler Asymptoten haben, dann re- 
ducirt sich in ihrer allgrmeinrn Gleichung dir Anzahl der Constautrn für jedes Paar um 
zwei Einbrilen. M'ir wollen als Beispiel die Curven der 6. Ordnung mit zwei Paaren pa- 
ralleler Asymptoten nehmen, und dir verschiedenen Kalle in Beziehung auf die Ordnung des 
Contaetes auf diesen Asymptoten zosamnenstellrn. Wir wollen hierbei der frühem Bezeichnung 
uns bedienen, und vor jeder Gleichung die Art des Contaetes, nach jeder Gleichung die 


Anzahl ihrer Cozatanten bemerken. 

82,Sa,2 (p^— «'Kl’— s’)r + l(p+oKq-t-^)s + /tv =■ o, |I6] 

32. . . (p=— «’Xq'— ?’)r + ä(p-t-il(q-i-;i)s /cv = o, jisj 

4t,.. (p'— JJ'Kq’— ?')r -I- iCp+«Mq+i*ls + i<(p+y) — 0 , |14| 

83. . . fp'— S'Kq'— C')r 4- Afp+«)(p+d)(q+|S) -t- Kp+yl = 0 , |14J 

43, . . (p'— i'Kq'— v’)r + ifp+5Kp+«Xq+.«i + .«(p+y) = ®, |I3| 

44, . . fp'— UKq'— j')r + i(p'— rxq+ji) + .iitp+y) — 0 , jltl 

32.32.2 (P'-I-Xq'— ?')r + l(p+«Kq+J)s + f>v = o, |I4| 

42, . . (p'— DCq’— Hr + i(p-t-?Kq+D* + Kf+Y “ o, |l*l 

33, . . (p>_|J)(qi_r7)r + l(p4-5)(P+«Xq+C) + #<v = 0 , 1131 

43... lp'-l’Kq'-«')r + A(p+«Jfp+«Xq+?) + .“(p+y) = o, |12] 

44. . . (p'— «•‘Xq’— ?')r -I- l(p’— l'Kq+D -i- /<(p4-y) = o, |il| 

48.42.2 (pi-e^xq'-C'lr + i(p+;Xq-»-?)» + /» - o> l«*l 

33, . . + A(p+a)(p+d)(q-t-:) + o, (12] 

-43,.. (p'-«'Kq'-J’)r + i(p+«)(p+oKq+?) + /» = o, (11] 

44, . , (p=-J'Xq’-?>jr -f- ICp'-rXq+O + i« -= ®, IlOj 

33.33.3 (p'— 5’Kq'— f*)r + l(lH-aKq+i?) + M = «, l«I 

43, . . (p’-?-'Kq'-;')r + i(p-t-5Xq+lH + M = o, - IllJ 

41, . 4 tp'- 'rXq’— ?')r + /<(P+> ) = 0 . 

43.13.3 (p'-S'Xq*-S')r + Kp+SXq+O + #*■=<», l>»I 

41.11.5 (p*_|»)(q'-C'1r + = o. I»I 


Wir haben in dem vorstehenden Schema auf die verschiedene Ordnung der Osrulation 
' der fünften , jedesmal reellrii, Asymptote keine besondere RUcksichl genommen und jedesmal 
nur den allgenetnslen Pall hert orgehobeu , wo diese Ordnung die möglichst niedere ist. 
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Dninöglich siod die den nacbsteltenden Combinationen eatsprecbenden Falle ; 
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Es wBrde uns hier Su sreit filbreii , wenn wir (tlr den nnterireordneten Fall paralleler 
Asymptuten diejenigen- SlUe entwickeln wollten , naeh welchen Oberhaupt die nnmOglichen 
Falle ausxiiscbliessen sind. Zn diesen Ende müssten wir die Betrachtungen der S8. und 34. 
Nummer unter den gehurigen Modibcatioiien wieder aufnehmeu. Es mag uns genügen, im 
Staude zu sein , naeh unserer allgemeinen Methode zu erkennen , oh ein vorgelegter Fall 
möglich oder unmöglich ist , and zwar lediglich daraus , ob es mUglich ist , die demselben 
entsprechende Gleichung unmittelbar binzuschreihen oder nicht. 

§. 5 . 

Doppel- .tsymplot«!!. Beriihranw zweier reellen oder imagiaMren nnendlleben 
Kwelge. Vpllxen erztcr nnd zweiter Art ln unendlicher Knilternnng. 

111. Wir babrn schon in dem vorigen Paragraphen dem mehr particularisirten Falle, dass 
die beiden parallelen Asymptoten einer Curve in eine Doppel -Asymptote zusammenfallen, , 
seine Stelle angeuiesen (99). ln diesem neuen Paragraphen wollen wir diesen Fall mit 
AusführKchkrit discutiren. 

Wir bemerken zuvörderst, dass (Sr alle Zweige einer Curve, welche einer Doppel- 
Asymptote sich annahern, die Ordnung der Annäherung dieselbe ist. Denn in den Glei- 
chungen der 103. Nummer hört der Unterschied des Zeichens von £, mit dem Verachwiaden 
dieser Constanten, ganz auf. 

Setzen wir in den Gleichungen (1) nnd (8) der eben angeführten Nummer, welche auf 
den Fall zweier Parallel - Asymptoten , auf deren jeder der Conlact ein mpunctiger ist, und 
m einmal eine gerade und das andere Mal eine ungerade Zahl bedeutet , Bezug haben , { 
gleich Null, so kommt: 

p=[0w + pö»-4 + • • -I- tÖ.— ml + |U(p-t-«)0o— m— I -t- lf2„_m— , = O , (1) 

p’[0._, + +• • -t- »0ii-m+l]+lc(P+«)(p-t-|S)S»— m — 1 -I- l(p-|-y)©ii— ■— I-t-ofl»-m-3=0. (9) 

In diesen Gleichungen hat sich die Anzahl der Constanten unfeine Einheit, nemlich auf 

?^^-(2m-1), (3) 

redudrt. Wir können beide in der folgenden mit überzähligen Constanten zusammenfassen : 
p-f2„-, + 9;|<P‘ßa— m— I + lß‘n—m —1 = 0. (4) 

Dividiren wir diese Gleichung durch so kommt, wenn wir die Function - Bestimmung 

der 10&. Nummer beibebaltcn und dann niedere Potenzen von q gegen höhere vernachlässigen ; 

13 
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+ iq-'”-’) = o. (5) 

Die beiden M'erUie von p, die, bei wsclisendem Werthe von q, diese Glekbung befriedigen, 
sind beide unendlich klein , sie ergeben sich sogleich , wenn wir dss zweite Glied der vor- 
stehenden Gleichung vernachlässigen ; dann konuul : 

p = ± v^(— iq''""')). (6) 

Cs bat also die C'urve unendliche Zweige , welche der Doppel - As}mptote sich immer mehr 
annKliern. 

Der allgemeine Fall einer Doppel - Asymptote ist deijenige , wo m^. Dann kommt : ' 

P = ± /(li) (Tq)*b 

Dieser Ausdruck zeigt, dass die Ordnung der Aiinaberuug hier nur | und also der Ordnung 
der Annäherung an eine gewiihnliche parabolische Asymptote gleich ist (87). Das Zeichen 
der CousUuiten Ä bestimmt ob, für positive oder negative Werthe des immerfort wachsenden 
q . die entsprechenden Werthe von p reell oder imaginär sind. Die Werthe von p sind im- 
Cis 3. gleich und von entgegrogesrlztem Zeirheii. .Also iiAJirrn sich der Doppel - Asjuiptote 
zwei unendliche Zweige gleich stark auf den beiden Seiten derselben; sie ziehen sich nach 
derselben Richtung an dieser Asymptote hin, um in unendlicher Entfernung eine 
Spitze erster Art zu bilden, wahrend, nach entgegengesetzter Richtung, kein uneiui- 
licher Zweig der Curve an der Doppel -Asymptote sich hiuzieht. 

112. Setzen wir m^, so kommt; 

p = ± q-', 

oder pq ± v'' — 1 = o , 

lig 4. woraus wir sehen, dass alsdann der Doppel -Asymptote P sich vier h)'perboIische Zweige 
(H| und 11’, llj und II') nahem, die auf den beiden Seiten derselben narb ihrer doppelten 
Erstreckung sich hinzichn und dass die Ordnung der Auuähening gleich Eins ist , w ie b<'i 
einer gew ühnlicbrn Hyperbel. Es können hierbei übrigens die hyperbolischen Zw eige sowohl 
alle vier imaginär, als auch alle vier reell sein. , 

Eis zeigt uns aber der Ausdruck (S) dass, wenn m nm Eins steigt, die uothwendige 
Constanten-Anzahl der allgrmrineii Gleichung um zw ei Einheiten sich reducirl. Diess weiset 
uns darauf hin , dass zwischen dem allgemeinen E'alle, wo m— -2, und dem eben betraclitelen 
Falle, wo m=‘i, noch ein Debergangsfall in der Mitte liegt. 

Wenn die Gleichung : 

(p’— + /'(p+«)0n_3 + = o, 

ln der zwei gewöhnliche Parallel - Asymptoten in Evidenz treten , in die folgende Ubergeht ; 

(p-— + /<{p±4)©n-3 + “ «. 

so steigt auf einer dieser beiden Asymploten der Cuntacl zu einem dreipunqtigeii an. M'enn 
wir Ü=o setzen, so rückt immer noeh durch das Verschw inden von a ein neuer Darebsehnitt.«- 
punct auf den beiden zusammenfalleuden Asyroptulrn miendlich weit. Dieser Punet gebürt 
aber keiner der beiden Asymptoten aussclilicsslirh an, es steigt auf jeder von beiden 
die Ordnung des Contacles um eine halbe Einheit an, nemlieh von | zu 1. 
Die Ordnung der Annäherung ist also hier schon dieselbe als in dem zuletzt betrachtetru 
Falle. 

Dem neuen Falle enLspricbl , dass die Gleiehiing (,S) nachstehende Form aiinimmt: 
p' + 2/ipq"' + iq”’ = 0 . 

Lösen wir diese Gleichung in Beziehung auf p auf, so kommt: 

oder pq + (/* T v-T/«’ — i)) = 0 . (7) 

H.enns sehen wir, dass die Annäherung der Curve au ihre Doppel- Asymptote von der 
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ersten Orilnun|' ist, and dass sieb vier hyperbolische Zweige dieser Asymptote nähern. 
Diese vier Zweige sind reell oder imaginär , je nachdem 

— X > o oder i < o. 

M'enn, in den ersten Palle ^ negativ ist, so erhält das ronstante Glied in der Gleichung (7) 
sn'ei M’erthe von verschiedenem Zeichen und es liegen die vier reellen Zweige, wie in dem 
za Anfänge dieser Nummer betrachteten Palle, der sich bloss dadurch auszeichnet, dass das 
Maas der Annäherung fär beide Zweigen - Paare gleich ist Wenn H hingegen positiv ist 
so liegen die vier unendlichen Zweige paarweise wie die Zweige dersdben H)'perbeL Der 
Pall , dass /t’ — 1 = o , 

bildet den Debergang zwischen den beiden Fällen vier reeller und vier imaginärer Asym- 
ptoten. Im Allgemeinen sind, bei diesem L'ebergangs-Falle, zwei Zweige schon verschwun- 
den und die beiden noch übrigen bilden dann in nnendlirher Entferuuilg eine Spitze zweiter 
Art Die Discussion dieses Falles und seiner Partirnlarisatioiien wird später ihre Stelle finden. 

113. Die folgende Gleichung mit überzähligen Conslanteu; 

(p^— — a "I" »jfi— n, — , *4* — 1 — O, 

ist, indem wir vorausselzen , dass m>2 und iR,>ni, die allgemeine Gleichung für Curven 
der n. Ordnung mit zwei parallelen Asymptoten , von welchen die eine dir Curve mpunctig 
und die andere mpunctig osculirt Srlzeii wir S gleich Null, so kommt: 

P'ßo— I 4- 2/ipf2„— = o. (1) 

Diese Gleichung slellt also Curven der n. Ordnung dar, welche eine solche Doppel - A.syin- 
ptotc haben, welche als daraus hervorgegangen sich darstellt, dass zwei parallele Asym- 
ptoten, von denen die eine eine mpunctig und die andere eine mpunctig osenlirende war, 
znsammengefallcn sind. Auf jeder von solchen zw ei Asymptoten liegt ein Punct welcher dem 
an der andern sich binziehendrn Zweige augehürt , unendlich w eit , auf beide zusammen 
kommen also nicht (m -f- m, -I- 2), sondern nur (m+m/) unendlich weit entfernte Durrbschnitts- 
punctr. Eine mit der Doppel - Asymptote zusanunenfallendc gerade Linie schneidet die Curve 
in (m +1) unendlich weit eiilferiileu Puueten; eine zweite solche gerade Linie sclineidel die Curve 
zwar auch in einer gleichen Anzahl solcher Piincte, unter diesen sind aber nothw endig (m, — m) 
der obigen (m_-t-l) DurclischnitLspunctc enthalten, und die Zahl der neuen Durclisrhnitts- 
puncte beträgt nur (m-H 1). M’ir erhalten also wiederum, wenn wir auch hier noch zwei ab- 
ziehen, (m+m.) als die Anzahl der auf der Doppel-Asymptote unendlich weit liegenden Puncte. 

M'ir können, um die Gleichung (1) zu beledigen, niedere Potenzen von q gegen hühere. 
indem wir q unendlich gross nehmen , daiui jedesmal vemachlässigen , wenn durch diese 
Vernachlässigung p nicht auch unendlich gross wird. Wird p unendlich klein, so bat die 
Curve unendliche Zweige, welche an der geraden Linie P, als einer Asymptote sich hinzie- 
hen. In der vursteheuden Vörausselzung über ffl und m, findet diess jedesmal Statt, l'm 
die Ordnung der Annäherung der Curve an diese Doppel-Asjuiptotc P zu beslüumen, kommt : 
p= + 24 ipq':"‘"’) + /.q"i"'”’) = o, (2) 

und wenn wir diese Gleiclinng in Beziehung auf p auflösen , ergibt sich : 

p = — >iq-0“-‘) ± v'(/<’q~’("“') — Iq-C"*--';]. (3) 

114. Wenn erstens m— m_, so entspricht die Doppel-Asymptote zweien gleicbvielpun- 
ctig osculirendeu Parallel - As)'mptoten und dann kommt: 

p -= d- (— lq>"^. (4) 

Je nachdem also m eine gerade oder ungerade Zahl ist , wird die Ordnung der Annäherung 
der Curve an ihre Dnppcl - Asymptute durch einen Bruch oder durch eine ganze Zahl dar- 
gestellt, wenn wir die Ordnung der Annäherung einer Curve* an eine gewöhnliche Asymptote 
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durch die Einheit ausdrllcken. In dem Falle , dasa m eine gerade Zahl bedeutet , hat die 
(.'urve eine Spitze erster Art in unendlicher Eutfernnug ; die Ordnung der AuuaJiemug kann 
tun I zu j , I und so fort bis (je nachdem die Ordnnug der Curt'e eine gerade oder nuge- 

rade ist) oder | ansteigen. Hierhin gehUrt insbesondere der am Ende der 111. Xinn- 

mer betrachtete Fall, in welchem, weil die Ordnung der Annlherung nur | ist, jeder un- 
endliche Zweig einer gewöhnlichen H)'perbel , welcher an der Doppel - Asymptote sich hin- 
ziehl, zwischen dieser und der Curte liegt, l'mgekehrt verhalt siclis , wenn die Ordnung 
des Contartes eine höhere ist, dann liegt ein iinendiicber Zweig der Curre immer zwischen 
der Doppel . Asymptote und einem au ihr sich hinzielienden Hyperbel - Zweige. Wir können 
den Lauf der in Rede stehenden unendlichen Zweige der Curve annäherungsweise durch fui- 
geiide Gleichung darstcllen: 

p^m-i + 1 -= o. 

Wenn m eine ungerade Zahl bedeutet, so kann man die Oleichnng (2) mit Hinweglas- 
suiig des zweiten zu vernachlässigenden Gliedes, auf folgende Weise in zwei rationale Fac- 
toreii auSösen : 

[pq »' — (— l)'][pq~r + (— i)’j = o. 

Diese Gieichung stellt rin System von zwei hyperbolischen Curven dar, die dm Lauf von 
vier unendlichen Zweigen der Curve annäherungsweise darstellrii , und mit diesen zugleich, 
je nachdem X negativ oder positiv ist, entweder reell oder imaginär sind. Die beiden hyper- 
bolischen Curven liegen , in Beziehung auf die beiden Seiten der Doppel-Asymptoten , entge- 

jjj I 

4. gcngescizt. Je nachdem aber — ~ eine gerade oder ungerade Zahl bedeutet, ordnen sich 

dir vier unendlichen Zweige der Curve paarweise entweder so zusammen , da.« diejenigen 
beiden, welche auf dmselben Seiten der Doppel - .Asymptote liegen (ll‘ und H| , lU und II.) 
durch das ITiiendliche hindurch sich fortsetzeii nnd gleichsam nur einen riozigm Zweig bil- 
den , oder so , dass die sieh entsprechmden Zweige auf rntgegnigeselztcr Seite der Dop- 
pel-.Asymplole liegen (H' und H, , und H|). Letzteres findet Statt in dem zu .Anfänge der 
112. Xummer betrachteteu Falle, in welchem die Ordnung der Annäherung der Einheit gleich 
ist. In untergeordneten Fallen kann diese Ordnung, durch alle ganzen Zahlen hindurch, bis 

(je nachdem n eine gerade oder ungerade Zahl bedeutet) ^ oder — auwachsen. 


115. Wenn zweitens m <2m— 1, so ist das letzte Glied in der Gleichung (2) immer 
noch das ITeberwirgeiide, es bleibt also in Beziehung anf die Lage der unendlicheu Zweige der 
Cun'c gegen ihre Doppel - Asymptote und die Ordnung der Annäbening, Alles wie in dem 
rrslru Falle, in der Art, dass, wenn gerade i.st, eine Spitze erster Art vorhanden ist, 

die Cun'e aber vier unendliche Zweige bat , wenn m_ ungerade ist. 

Fis. i— 7. 116. Wenn drittens m.> 2 im— 1 = 2m— 1 -l-y , so können wir die Gleichung (2) auf 

folgende AVeise schreiben; 

p(p-l-2.uq~'"’~’') + = o, 

und dann in die folgenden beiden aiillösen; 

p = - 2.«q-;'”-’) , 

p = _ ± . 

ZU ^ 

Wir können diese beiden Gleichungen als die Entwicklung der beiden durch die Gleiehung 
(3) gegebenen W'erthe von p anseben , oder wir können auch unmittelbar , um die vorste- 
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Iiende Gleicbaiig zu befriedifen , einmal das Glied fce^ea p nnd daa andere Mal 

p fegen vernachlässigen. In diesem Palle hat dieCun-e vier nneudliche Zweige, 

welche paarweise zusammeogehUren , nnd von der geradlinigen Doppel . As)-niptole P heaUg- 
lich mpunctig und (m+^)pnnetig oseulirt werden. Wenn m und beide gerade Zahlen 

bedeuten, so haben, je nachdem X eine positive oder negative Grosse ist, die unend- 
liehen Zweige II' und H; , H’ und Hi die Lage, wie in der 5. oder der 4. Figur. Wenn 
m und (m+<t) beide ungerade Zahlen sind, so erhalten wir, je nachdem 1 eine positive oder 
negative Gritsse ist , den Fall der 6. oder der 4. Figur, io denen die Zweige H' und 
lli, B' und H. zusanunengehören. Wenn endlich von den beiden Zahlen eine gerade und 
dir andere ungerade ist, so erhalten wir die, durch die 7. Figur dargestelUe Lage der vier 
Zweige . von welchen der eine U' entweder mit H| oder H. zusammengehtirt. 

117. Wenn viertens m_=2m— I , so kommt: Fi|j. 4— 8 

p = t— 

Die Ordnnng der Aanäberang der Ciirve an ihre Doppel - Asymptote wird also durch eine 

2jj 4 

ganze Zahl ausgedrückt , und diese kann von Eins bis zu — - — oder wenn dieser Ausdruck 

O 

keine ganze Zahl ist, bis zu der unmittelbar kleinem ganzen Zahl ansleigen. Curven der 
fraglichen Art mflsseo also den dritten Grad nothweiidig übersteigen. 

Die letzte Gleichung stellt mit Berücksichtigung des doppelten Zeichens zwei hyperbo. 
lische Curven von derselben Ordnung dar, die reell oder imaginär sein und auch zu- 
sammenfallen können. Wenn ' 

1*’ — 1 > o. . 

so sind sie reell und zugleich mit ihnen tier unendliche Zweige der Ciirve, welche an ihnen, 
als an Asymptoten sich hinziehen. Je nachdem 1 positiv oder negativ ist. liegen die zwei 
bj'perboliscben Curven auf entgegengesetzte oder auf gleiche Weise in Beziehung auf die bei- 
den Seiten der Doppel - Asymptote. Je nachdem ferner m eine gerade oder eine unge- 
rade Zahl ist, liegen die beiden Zweige jeder der beiden hyperbolischen Curven auf der- 
selben oder auf entgegengesetzter Seite der Doppel - Asymptote. Hierdurcli sind die folgen- 
den vier verschiedenen Lagen der vier unendlicbm Zweige der Curve gegen ihre Doppel- 
Asymptote bestimmt. 1) Wenn 1 positiv m gerade ist, erhallen wir den Fall der 4. Figur, 
und es gehören die Zweige H' und H, , H' und H| zusammen; 2) wenn X positiv und m 
ungerade ist, ist dir Lage der unendlichen Zweige die vorige, nur gehören H' und H|, 
und H. zusammen ; 3) wenn A negativ und m gerade ist, ergibt sich die Lage der 5. Figur, 
in welcher H' und H. , IF und H| zusammengehören, 4) wenn endlich A negativ und m un- 
gerade ist, liegen alle vier Zweige, H' und H|, H’ und H. auf derselben Seite der Doppel- 
Asymptote. (Pig. 6.) 

Wenn iu’ — A < o, 

so sind die beiden hyperbolischen Curven. und zugleich mit diesen, die vier unendlichen Zw eige 
der Curve imagiiiBr. 

Wenn endlich /u’ — A — o , 

so fallen die beiden hyperbolischen Asymptoten zusammen , indem die Gleichung (2) in die 
folgende übergeht: 

(pq"-> + /ly = 0 . , 

Dm in diesem Falle die Lage der unendlichen Zweige der Curve zu bestimmen, müssen wir 
in der Gleichung der Curve mit den Gliedern der höchsten Ordnung 

auch noch die Glieder der unmittelbar niedem Ordnung zusammenneluneii. Wenn wir erwägen. 
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dass, (ttr immer w-schseode Werthe von q, das Product pq"'* einer Constanten gleich 
wird, so erhalten wir hiernach folgende Gleichung: 

(pqiu-i+fi)iq"-ä»+i + 2x(pq’»-'+y)q"-»“> = 0 , (5) 

oder, indem wir 

pq"-* + fl ~ Y, r — fl = 1, 
seUen , und durch q°"*“ dividiren : 

Y=q + a«(Y+o) = o. 

In dem aweitea Gliede dieser Gleichung verschwindet Y gegen o und somit kommt: 

pqra-1 + /« = Y = ± /(±8ox) . (+q)-i. 

Der vorstehende M'erth fUr Y neigt, dass die rellen Puncte der Cnrve nur nach einer ein- 
zigen der beiden Erstreckungen der Doppel - As)'mptote P liegen, und dass das Zeichen von 
ax bestimmt, nach welcher von beiden. 

Wir künneu , zum Behuf der geometrischen Deutung, p und q als Parallel -Coordinatrn 
construiren und Uberriiess, da q jede beliebige lineare Function sein kann, ohne der Allge- 
meinheit Abbruch zu thun , annehmen , dass die beiden Coordinalen - Axen P und Q auf ein- 
ander senkrecht stehen. Fallen wir hiernach von einem Puncte (p, qt der Curve ein Per- 
pendikel auf P, so Bchiieidet dasselbe die hyperbolische Curve Y in einem solchen Puncte, 
dem derselbe Werth von q und irgend ein W'erth p, entspricht, der dadurch auf lineare Weise 
bestimmt ist, dass 

pqm-l + /4 = o. 

Ziehen wir diese Gleichung von der vorhergehenden ah , so kommt : 

(p— pOq"'' = ± .(+q)-i, 

mithin fp— Pi) = ± /(13“*).(Tq)-("‘S;. 

Wir sehen hieraus , dass zwei unendliche Zweige der Curve nach derselben Richtung an die 
hyperbolische Doppel - Asymptote sich so an beiden Seiten derselben hinziehen, dass die Ord- 
nung der Annäherung, die (p— pO zum Ausdruck hat , um eine halbe Einheit höher ist, als 
die Ordnung der Annäherung derselben Curven - Zweige ndrr auch der hyperbolischen Dop- 
pel-Asymptote an ihre gemeinschaftliche geradlinige Doppel . Asymptote P. Die Annäherung 
der beiden Curven-Zweige unter sich, welche 2(p— pO zum Ausdrucke hat, ist ebenfalls von 
der (m — {). Ordnung. Es sind von den vier Zweigen der Curve in den p'ttllen der b. und 
6. Figur zwei , nach derselben Richtung sich erstreckende, verschwunden und dir beiden Übri- 
gen bilden in unendlicher Entfernung eine Spitze der zweiten Art. (Fig. 8.) Es findet 
diess Statt, gleichriel ob m eine gerade oder ungerade Zahl bedeutet. 

Die unendlichen Zweige der Curve äuderu ihre Form, wenn a verschwindet, oder, was 
dasselbe ist, y und ft gleich werden. Daun müssen wir, um den Lauf derselben annäherungs- 
weise darznstellen, zu den beiden Gliedern der Gleichung (5) noch ein drittes von iiachste- 
heuder Form: 

5(pq'"-i+;)q*-Ji»-s s (äY4-<nq"-!»-2 , 

welches von der unmittelbar niedern Ordnung ist , liinzunchmen. Hiernach verwandelt sich 
die genannte Gleichung, wenn wir zugleich durch q"-’'°'-^ dividiren, und Y gegen d vemach- 
llssigen , in die felgende ; 

Y-q’ + 2»Yq + J = o. (6) 

Lösen wir diese Gleichnng in Beziehung auf q auf, so ergibt sich 

Y = | — X ± /(x»— (J}jq-’, 
und also, mit Beibehaltung der frliherii Bezeichnung; 

(p— P i) = j— X ± v^{x»— djq-". 

Die Curve hat in diesem Falle im Allgemeinen vier unendliche Zweige, welche paarweise 
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S- 5. Doppel - Asymptoten. 

ziuammrDgehdreBd , an der byferbolisrhen Doppel-Asymptote sieb hüuiehea , und unter ein- 
ander und mit dieser Asjmptote einen Contact haben, dessen Ordnung um eine Einheit liüber 
ist, als die Ordnung der Annäherung an die geradlinige Doppel- Asymptote P. Der fragli- 
che Contact ist ein (M+l)pnnttiger. Es sind die beiden Paare unendlicher Zweige reell, 
wenn — d > o 

und dann bestimmt das Zeichen ron d ob sie auf entgegengesetzte oder auf gleiche M’eise 
gegen ihre hyperbolische Doppel - Asymptote liegen. Sie sind imaginär, wenn 

K* — d <0. 

Wenn insbesondere — d = o, 

so nimmt die tileichung (6) die nachstehende Form an ; 

( Vq sj’ = o ; 

und dann müssen wir wieder zur allgemeinen Gleichung zurflckgehen, um deii Lauf der un- 
endlichen Zweige zu bestimmen, und aus jener Gleichung noch die Glieder von folgender 
Form hiuzunehmen: 

yfpq'"''+‘)q""’""* = 0’^+«)?°"'”"'. 

und dann kommt, indem wir durch dividiren und y gegen a vernachlässigen: 

(yq-Hx)’q o = o. 

Diese Gleichung gibt: Y= j — x±/(T®K+q)">|q~', 

und zeigt, dass in dem vorliegeiulen Uebergangs- Falle von reellen zu imaginären unendli- 
chen Zweigen der Curve, schon zwei der vier Zweige verschwunden sind und die beiden 
übrigbleibendrii eine Spitze zweiter Art bilden , welche ganz auf derselben Seite der hyper- 
bolischen Doppel-Asymptote Y liegt. Diese beiden Zweige habe» mit dieser einen Contact von 
derselben Ordnung bcibehaltcn, die Ordnung der Annäherung der beiden Zweige unter sich 
und mit der Cun’c : 

Yq -h * = o, 

ist um eine halbe Einheit, zu der fm-t-5). angestiegen. Die Ordnung jener Annäherung der 
bridrii Zweige an einander hat zum Ausdruck: 

iy'a , 

Erst wenn o verschwindet, steigt, indem die Ordnung der Annähemng an die hyperbolisch* 
Doppel • Asymptote auvertndrrt bleibt, der Contact der unendlichen Zweige zu einer (m+ä)- 
pnuctigeu an (die Annäbening wird von der (m-fl). Ordnung). Die Curve hat dann ün 
Allgemeinen ihre vier unendlichen Zweige wiedererhalten , die reell und imaginär sein kön- 
nen , wozwischen wieder ein Uebergangs-Fall liegt, in welchem zwei Zweige, wegfallen und 
die beiden noch übrigen in unendlicher Entfernung, imcli der (nt-t-l). Ordnung sich an ein- 
ander nnnäbemd, eine Spitze zweiter Art bilden. Auf diesem Wege können wir weiter 
gehen. Wenn überhaupt zwei Zweige in unendlicher Entfernung eine Spitze zweiter Art 
bilden, so haben sie mit der geradlinigen Doppel - Asymptote P einen Contact, dessen Ord- 
nung durch eine ganze Zahl ausgedrückt wird; die Ordnung ihrer Annäherung an einander 
wird aber immer durch eine grossere und zwar gebrochene Zahl deren Neuner 8 ist aus- 
gedrUckt. 

Der Gang dieser Untersuchungen ist zur Genüge in dem Vorstehenden angezeigt; wir 
brechen mit der blossen Andeutung hier ab , dass die zuletzt discutirlen Gleichungen in der 
folgenden Form enthalten sind : 

Y'q» + 2/1 Yq*" + i = o , 

in welcher die hj'perbolisehe Doppel - Asymptote Y auf dieselbe Weise in Evidenz tritt, wie 
in der Gleichung (2) die geradlinige Doppel-Asjmplotc P. Die Discussion beider Gleichungen 
ninuat ganz denselben Weg. i 
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Ei-äter Abschnilt. Unendliche Zweige. 

M’ir wallen diesen Paragraphen damit bescbliessen , dass wir alle reneliiedcBen mttgli- 
cben Palie für Cnrven der 4. und 5. Ordnung aasfohrlich diacatirea. 

118. Fttr Curren der 4. Ordnung ergeben aidi, wenn wir in den Fonnen der drei er- 
sten Gieicbungen der lOS. Nummer s verschwinden lassen: 


p'ra -1- /i(p-l-n)t A = 0 , 

(I) 

p^rs + Mft + A = 0, 

(«) 

p'rs + + A(p+n) = 0 . 

tS) 


Wir wollen vorausseUen , dass die drei linearen Functionen r, s, t von der Form (q+np+j}) 
seien. Die erste Gleichung, mit ihren 11 nothwendigen Constanten, entspricht dem Zusara- 
ramifallen sweier nicht oscalirenden Parallel-Aspmptoten, und gibt, indem wir p gegen Con- 
stante und Constante gegen q vernachlässigen, lUr dir, au der Doppel-Asymptote P sich bin- 
ziehendeu uaendlicheu Zweige 

p’ = ± »''(T /•'■;(±q)-i. 

Die Curve hat also in unendlicher Entfernung eine gewöhnliche Spitze erster Art 
119. Die Gleichung (2) rrducirt sich, bei gleicher Vernachlässigung, und indem wir 
ifi au die Stelle von /< schreiben, auf folgende Weise: 

p-q- + 2/ipq + 1 «= o 

und zerfallt alsdann in die folgenden beiden : , 

pq + ± /(/«’— U = ®. 

Die Curve hat also in diesem Falle vier uuendlicbe Zweige, welche an den durch diese bei- 
den Gleichungen dargestelllen Hyperbeln, dreipunctig osculircnd, sich binzieben. Die Fun- 
ction q ist eine willktihriiche ; und diess wird geometrisch dadurch bedingt dass die Bestim- 
mung einer bloss dreipunctig osculirenden U>-perbel zwei willkiihrliche Constante zulasst 
Jedes Paar der vier unendlichen Zweige der Curve bat offenbar seine fhnfpunctig osculircnde 
Hyperbel, die wir jetzt in Evidenz bringen wollen. Wenn wir zu diesem Ende 
pq + #i=y, fi‘‘ — X ~ 

Selzen, so können wir die Gleichung der Curve (2) auf folgende Weise schreiben: 

C V— /u ) -t- iptl+d) + pp-(V-K) -t- op' -t- tp« = 0, (4) 

Wobei die einzelnen Glieder so auf einander folgen, dass, für die an P sich biuziehenden 
unendlichen Zweige der Curve , jedes spatere Glied ein unendlich Kleines von höherer Ord- 
nung ist Diese Gleichung wird befriedigt, wenn zugleich 

y = o, + p*p‘ + ®p' + 'p’ 

woraus ersichtlich ist, dass die Hyperbel V die Cnn-e nur in vier Puiicten schneidet, weil 
vier nach der Richtung der Doppel-As)-mplote unendlich weil liegen. Von diesen letztem vier 
Puncten kommen zwei auf die BerUbniiig mit jedem Paare der vier Hnrudlichea Zweige der 
Curve. Die Hyperbel (V+ju^) schneidet die Curve nur in drei Puncten, weil sie ein Zwei- 
genpaar dreipunctig osculirt und das andere beröhrt. Soll diese Hj-perbel jenes Zweigenpaar 
vierpuBctig oscnliren , so müssen wir setzen , damit es nur zwei Durchschnittspuncte 
gebe, and in dem Falle einer fünfpuncligen Ocvlation, muss auch t=n^ genommen werden. 
Hierbei bleibt die Hyperbel (Y—fi ) eine das andere Zweigenpaar bloss dreipunctig osculi- 
rende ; soll sie eine vierpunctig osculirende sein , so muss das zweite Glied in der Gleichung 
der Curve (4) ganz ausfallen; es muss auch das dritte Glied verschwinden, wenn sie fünf- 
pnnclig oscuiiren soll. Sind demnach 

Vi = o , 's = ® . 

die Gleichungen der beiden fünfpunctig osculirenden Hyperbeln , so kommt für die Gleichung 
der Curve: 

liVs -i- op’(p-l-a) = 0 . (5) 
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$. 5. Doppel - Asymptoten. 

Dirte ClFtchnBi; kat die volle, dein vorIie|eendeii Kalle entafrechcnde Anaabl von CoBstaulen. 
uenlick 10, und findet s« in sicli selbst ihre Rechtfertigung. 

ln besondern Kalten von Cnrven der 4. Ordnung, kann die Ordnung der Osculalion zu 
einer s e e h s pnnctigen anzteigen. Die Glekbung der Curve geht dann, indem sie eine ein- 
zige Conslante verliert, in die folgende über: 

y'i y, + op» s= o , (6> 

und zeigt , dass alsdann nicht nur eine, sondern dass die beiden fünfpunctig osculirenden 
Hyperbeln des allgemeinen Kalles durch sechspunetig osculirende vertreten werden. 

Ss können die vier, in dem Vorstehenden discutirtcu, unendlichen Zweige der Curve so- 
wohl reell als imaginär sein, in dem Vebergangs- Kalle, wo 

— 4 ^ i“,' = o. 

verwandelt sich die Gleichung (41 in folgende; 

V' 4- »p(y-(-J) -t- pp=(y-M) -t- op^ -H ip* = o. 
und gibt, bei gehörigen Vernachlässigungen, für die unendlichen Zweige der Curve; 

y- 4- edp = o. 

Zwei der vier unendlichen Zweige sind verschwunden, die beiden itbriggeblicbenrn bilden 
eine Spitze zweiter Art auf der Hyperbel V, in der Art, dass die Ordnung ihrer An- 
näherung an einander und an diese Hyperbel J betragt. 

Dir obige Gleichung der Curve hat noch zwei überzählige Constantr , uni diese fortzu- 
sch.allrn, brauchen w ir bloss 

y 4- jep 4- jpp- ^ y« 

zu setzen, und erhalten alsdann für die Curve eine Gleichung von folgender Korm mit den 
9 nnthw endigen Constanten : 

' y«“ 4- op 4 {if- 4- J'p* -t- dp' = o. (7) 

Wenn insbesondere in der letzten Gleichung a verschwindet , so kommt 
y«’ 4- /Sp’ 4- J'p^ -t- dp' = o , 
oder , indem wir — ß := 4 io setzen , 

• ( yii4-/<,.p)( V,i— .«npl 4- >T>’ 4- dp« = o. 

Die Curve hat ihre vier unendlichen Zweige wiedererhalten. Beide Paare dieser Zweige 
werden von der Hyperbel Vo dreipunctig osculirt. Jede der beiden Hyperheln 

>0 ± = o 

osculirt ein Zweigenpaar vier- und das andere dreipunctig und schneidet überdiess, hiermit 
in L'rbereinstimniung , die Curve nur noch in einem einzigen Punrle auf der geraden Linie: 

dp 4- 7 = o. 

M'enn wir auf gleiche Meise, wie in deui frühem analogen Kalle, die beiden, ein Zwei- 
gmpaar fünfpunctig osciilirendeii, Hyperbeln, welche hier auch das andere Zweigenpaar drei- 
punctig oscnliren, in Evidenz bringen, so ergibt sich folgende Gleichung, welche ebenfalls 
die acht nothwendigen Constanten hat ; 

. y, y, 4- op« = 0, ») (81 

Die unendlichen Zweige der Curve sind, je nachdem ß negativ oder positiv ist, entwe- 
der alle vier reell oder imagniitr, M'enn ß versebw^det , wird die Gleichung der Curve 

y«' + rp‘ + ^p* = “• I 

Dir Curve hat alsdann von ihren unendlichen Zweigen wiederum zwei verloren , und dir 

•) Weil die Oeiilen IWpcflicln V, und V, lieh dreipimclij! oiculireo , und demnarh V, die Fiim. 
(V, +np-(-j9pi) liat, Iloiuiucu aiif dai Clied y,V, nur ;.-K2^7 Cnnilanle. 

. 1 -» 
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briden Qbrigbleibnidrn bilden eine Spitze zu eiter Art, und haben unter einander und mit der 
Hyperbel einen Contacl von der Ordnung j. Die letzte Gleichung achliesst die nothwen- 
dige Anzahl von Conatanten in zieh ein, nemlirb 7, 

M'eiler können wir hier nicht parliculariairea , denn , wenn ana der letzten Gleichung 
auch das Glied yp* ausfhilt , lOset dieselbe in die Gleichungen zweier reellen oder iBaginh- 
ren Hyperbeln sich auf. 

120. Die Gleicbnng (3) der 118. \ummer: 

p’rs + ^<p’ + i(p+u) = 0, (3) 

enlsprieht dem Ziisammenfallen zweier osruKrenden Parallel - A.s)'mptolen. Hier ist die An- 
näherung der Curie au ihre Doppel-Asymptote, wie in dem Palle der vorigen Nnnimer, von 
der ersten Uniiiuiig. Wir köiineu diese Gleichung zunächst unter der folgenden Korm 
schreiben ; 

tpq+ii<)(pg— /'() + »p(pq+d) + pp-'(pq+»l + Op' + rp» = o. 
welche sieb von der Gleichung (I) der vorigen Nummer nur dadurch unterscheidel, dass pq 
an dir Steile von Y geirrten ist. Die Curvr hat demnach zwei solche uiieiidiiche Zweigrn- 
paare, für welche das Maass der Annäherung dasselbe ist; nur liegen diesel- 
ben , wegen des entgegrngrsetzlrn Zeichens von ft, , rntgegrogesetzt in Beziehung auf dir 
Doppel -Asymplnle P, Die letzte Gleichung können wir wiederum, um die beiden filnfpun- 
ctig o.sculirenden Hyperbeln in Bvidenz treten zu lassen , folgcndergestalt schreiben : 

V,y, + op'CjH^.^) = o; 

sie schliessl , auch in dieser Form , die 9 nuthwrndigen Constanten ein. 

Weuu n verschwindet, so werden auch hier die beiden fSnfpunctig oscalirenden Hinter- 
bein durch sechspunctig osculirende vertreten. — 

121. Wenn wir in den letzten sechs Gleichungen der 102. Nummer S gleich Null setzen. 


erhalten wir die folgenden; 

p'0j -f /((p-<-a)rs + Iw = o, CI) 

p'©3 + ^prs -I- Iw = o, (2) 

p’0j + ,«prs + l(p+o) = o, (3) 

p=0j + ^/(p+«)(p-t-;i)r + Ifp-l-y) = o, (4) 

p^öj + ^p(p+a)r + l(p+;’) = o, tb) 

p’ßj -t- /ifp+al = o. (6) 


Diese Gleichungen entsprechen dem Zusammenfällen zweier parallelen Asymptoten , die 
mit der Curve in den verschiedenen möglichen Ordnungen der Amnähemag stehen. In dem 
Palle der ersten und letzten Gleichung, die dem Zusammenfällen zweier gewöhnlichen und 
zweier vierpunctig oseulirenden parallelen Asymptoten entsprechen, bildet die Curve eine Spitze 
erster .Art; die Ordnung der Annäherung der beiden Zweige an eiaander und an die Doppel- 
.Asy mptote beträgt brzilglich | und J. In dem Palle der 4. Gleichung sind zwei dreipunctig 
osmlireiidc parallele Asymptoten zusammengefalle n , und wir erhalten zwei Paare gewöhn- 
licher hyperbolischer Zweige, die entgegengesetzt in Beziehung auf die beiden Seiten der 
Doppel . Asymptote liegen und für welche das Masss der Annäherung dasselbe ist. Die Ord- 
nung der Annäherung ist dieselbe wie bei einer gewöhnlichen Asymptote (114). Die 3. Glei- 
chung endlich entspricht dem Zusammenfallen einer genOhulichen und einer vierpunctig oscu- 
lireiiden parallelen Asymptote; und stellt eine Curve mit vier immer reellen unendlichen 
Zweigen dar, von welchen zwei mit der Doppel - Asymptote einen Contacl der zweiten und 
zwei einen Contart der ersten Ordnung haben. Die Gleichungen der beiden hyperbolischen 
.Asymptoten sind : 

pq + /< = o. pq’ -h Ao = o. 
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i 5. Doppel- Asyroptolen. 

iwd die Le^e der uneadlidieii Zwäge gegen die Dvppel-A«>'iBgtote ist wie in der?. Figur. (116.) 
In den Falle der vorletctca Gleiefauiig, wo eine vierponctig nit einer dreipuuctig oseuliren- 
den Parallel -Asymptote siuainnenfitllt. ist wiederum eine Spitse erster Art rorhandeu und 
die Ordnung der AnnlAerung betrtigt hier, wie in dem leisten Falle, |. (11&.) 

12i. Hiernach hedarf nur noch die sweite Gleichung, die, wenn wir in ihrem zweiten 
Gliede ft durch ift ersetzen , die folgende wird : 

p-0j + 2f<p0< -I- iw »• o, (1) 

einer auafUhrlichem Disaisainn. Die eulsprecheiide Cnrve hat, im Allgemeinen, vier unend- 
liche Zweige, die an der Doppel - Asymptote P sich hinzielieu. Diese Zw eige haben mit der 
Doppel - Asymptote einen gewöhnlichen (zweipunetigen) , und, paarweise, mit den durch fol- 
gende Gleieliung 

p’qJ -t- 2 |,pq 4- i = (p<| + o)(pil + o') = o 

dargrstellten beiden Hyperbeln einen dreipunctigen Coutacl. Je nachdem der Ausdruck (fi‘ — i) 
positiv oder negativ ist , sind die in Rede stehenden vier unendlichen Zweige reell oder 
imaginär. 

Wenn insbesondere ft'=X und also o=o', so können wir, indem wir Fund ioiien von der 
Form 

1 + «p + dp- -t- yp *•+•••• -4- Jp“ . 

der kürze halber durch <f„ bczeicbtien, die Gleichung der Curve auf folgende Weise schreiben: 
(pi|-e,n)-s + + t<fi =o; 

oder, indem wir pq -h ^ 5 y 

setzen, auch folgendergestalt: 

V's -t- 2xy9T3 -t- ififi = 0 . (2) 

l'm den Lauf der unendlichen Zweige der Curve annäherungsweise darziistellrii , ergibt sich 
die uaclisteliende Gleichung: 

i’- + 2*yq-' pq-' = o, 

w eiche , weil wir das zweite Glied gegen das dritte ohne Weiteres vernarhUsoigen können, 
sich auf fnlgeiide: 

y* 4- pq~ ' «= o , 

rediicirl und y = + (xq)*! 

gibt. Es hat also die Curve in iinendliober Entferiiuiig auf der Hyperbel )' eine Spitze 
zweiter Art. Oie beiden Zweige, welche dir Spitze bilden, haben unter sich und mit' 
einem, durch das Zeirheii von p bestimmten, Zweige der eben genannten Hyperbel einen 
Conlact von der Ordnung (117.) Die Gleichung (2) enthalt 17 Constaute und imter die- 
sen zwei ttbrrzaiiligc , denn die neue Bedingung fi'=X rednrirf die 16 Conslanten der Glei- 
chung (1) auf 15. Diese beiden überzähligen Constanten konmien auf dir willktihrliche An- 
nahme der Function q , welche in keiner Beziehung zur Curve steht. Wenn wir insbeson- 
dere anuehmeti , dam dir Linie Q eine Asy mptote der Curve sein soll , so redneirt sich der 
Exponent der Function >/j um zwei Einhrilrii und wir erhalten alsdaiw dir folgende Glei- 
chniig mit der gerade nothwendigeii Anzahl von Constanten : 

y-s 4- + of'j =c o. 

Dass aber dir Function q wlllkulirlich von Vorne herein angenommen werden kann , wird 
geometrisch dadurch bedingt, dass die Hyperbel V von den beiden unendlichen Zweigen der 
Curve nur nach der Ordnung j osculirt wird , und folglich jede beliebige Hyperbel , welche 
dir- Hyperbel Y nach der zweiten Ordnung (dreipunrtig) osculirt, zu der Curve in gleicher 
Beziehung steht. . 

Wir können auch die folgende Gleichung: 
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UW 

’ y=s *»p-(n-«p)y H* p9i = 0, (s) 

welche 15 , nnd unter diesen keine willkttbriichr« ConsUnten entkall , anstnU der letsten 
Gleichung. fUr die allgemeine Gleichung iwlcher Curren der 5. Urduung nehmen, welche eine 
nicht oscuUrende Doppel - Asymptote P haben und deren, an dieser Asymptote sich hinaiehen- 
den , Zm eige unter sieh in einem mehr innigen Contacte , als eine blosse BerUbning isl, 
.sieben. ®) 

Die Natur der nnendlichen Zweige ändert sieh schrittweise, wenn in der Knnction ifi 
der letsten Gleichung das constaiile Glied und die niedrigsten Poteiiceii von p anafalleo. 
Scbreiben wir deinnarh, um zugleich alle particnitren Kalle hers'orznbebeii. diese Gleichung 
folgendergestall: 

V-s + 2 *p^l+np)y + ep'*?;!—!, = u, 
so ergibt sich für die imcndlicheii Zweige: 

V-'q Ssp^y s- pp‘ = o; 
indem wir aiiuHhennigsweise q >= — /ip'' setzen, kommt; 

y‘ — 2*|ip ' y — p.np'’ * ‘ = o , 
und hiernach Y = *«p^ ± ((*al’p'’+p,«p'‘+')t. 

So lange h<5, redurirt sich diese Gleichung auf; 

y - -t (e/'P*'*')!: 


*) Da «li^ Furtu der Gleiciiiiiig (3) deu mulkrulgfatieu Belrachtungra zu Gruudr> wird, »chetul 

piir ao^riBFa*<>8. dir B^haiipiuog dei Tr&tr«, imgraclUrt ste in sich zelhit ibrr Krfhtfrrtigimg tia* 
drt, dadurch zu Leblmimru, daai wir immiUribar zeigru* wie die Gleichtiug (!2), wrlrlic wir iinlrr 
tolgeNdrr'-Form Kchreiben künnrn: 

1''« -f- 2ftaY + rpY -f- 2xp*;V-f-Jp) + Qip., » « , (a) 

in lot^rude Konu verwandeH werden kann: 

V,*, 4- 2*>*(V*+dp) 4- Q(f \ O. (fc) 

In drr urkprüoglichen Gleichung ist: 

• s/i 4- rp + '* ~ r«i + 

Da iedr Ilyperhrl V| , wrlcbe V itreipuQclig oicuUrl, zu der Ctm'e in derselben bezitrltung at» Y 
»tebt, io uius» die Form (a) im AllgemiMiicu umerindert bleiben, wenn wir in derselhrii , nach 
foJg^nttrr i<lrnti»chen (Weichung rail zwei imbcfiimrotra Coiulaoten: 

y ■= y% + «p 4" ?p* • 

blau der Function Y die nritr Function V, rinfiihren. Ki ist oIFcnbar, daaa, bei üie«er Umformiiog. 
die beiden leUtea Glieder der er«leii Gleicliung iu den beiden letzten der zweiten Gleichung sieb 
wiederfinden. Die drei ersten Glieder der GIciduing (n) geben, weiiu wir diejenigen Ausdrucke, 
welche wir in den beiden letzten Gliedern der Gleichung {h) zubamiuenrassen können, unberuck- 
sicbtigl lassen, folgentle Kntwicklung t 

V,N 4 - 2 BpV/q 4 .«) 4 - 4- + 2 uoV, 4 . Ipv, . 

und da 


sok onunt : 



>'t\»+3,?p4-2n) — 2 ^(b— •)!', 4 - (2nd— 2^4-«*4-i)p V*. 

In diesem Ausdrucke verschwinden die Cudlicieoten von und p)', wenn wir über die beiden nn« 
bestinnnten Guiittaolen (wai immer, ohne dass dieselben uuemUidi «erden, iiiugltch ist) so *erfu> 
gen. dass 

a o, =* 2od 4" "f" *■ 

Setzen wir Ineniach, der Kurte halber, 

+ Si-tp 4 - 2a Ä 

SU ergibt |tdi , was tn retgen war, gsuz einfach: 
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lüJ 

il«o koBiiBt . « enn h eine ungerade Zahl bedeutet : 

• - ^ 

= ± p ‘ , 

und die Curve hat vier unendliche Zweige, die, je iiaehdem p,u ^eitiv oder negativ ' 
iat, entweder alle vier reell oder alte vier imaginär sind; wenn aber A gleich Kuli oder 
gerade ist , konunt 

b^i 

1" = ± /(±?/*) (ip) ' , 

wonach dir l'urvc eine Sp itae nw eiter Art bat; das Zeichen von eft bestimmt, auf 
welcher Seile der Doppel - Asymptote P diese Spitae liegt. Wenn endlich A=5 , so kommt : 

V = 1 ± ((»i«)M-PA<)»|p‘. 

wonach die Cun'e wiederum vier unendliche Zweige bat, die reell oder imagi- 
när sind, je nachdem der Ausdruck ({x/«)-+p|4) positiv ml er negativ ist. 

£!s ergibt sich auf diese Weise, dass die Curve, wenn ihre allgemeine Gleichung fol- 
gende Formen hat; 


✓ 

+ a*p-(l+ap) Y -h P 9 s = o. 

ri5i 

(3) 


Y-s + 2xp-(l4-op)Y 4- epVs ” 

|13| 

(d) 


y^s + 2*p=<i-(-ap)Y + ep*U+ßp) = 0, 

l"l 

(5) 


in iinendliehrr Kntfrrnnng auf der Hyperbel V eine Spitae aweiter Art bildet. Die Spitaen 
in den Fallen der vorstehenden drei Gleichungen iinterscbeiden sich durch die Ordnung der 
Annäherung derjenigen beiden unendlichen Zweige, welche dieselben bilden, unter einander 
und an die Hyperbel Y. Diese Ordnung ist beaOglich J , J und 
I Wenn aber die Gleichung der Curve eine der nachstehenden Formen hat; 


V-s 4- 2irp’(l4-op)Y + ppy >4 = o. 

|id| 

(«) 

Y=s 4- 8Jtp=(l4-op) Y 4- pp V; =* ®. 

l«l 

(7) 

Y=s 4- 8xp=(l4-op)y 4- pp* = 0, 

(10) 

(8) 


so ziehen sich an der Doppel- Asymptote P, ohne von ihr osculirt zu werden, zwei Paare 
unendlicher Zweige hin. Diese osruliren sich aber unter einander, so wie die Hyperbel Y 
bezüglich drei-, vier- und fOnfpunctig. Bei jeder Gleichung ist die nothwendige Con- 
stanlen - Anzahl bemerkt. 

123. In dieser und der folgenden Nummer wollen wir die Disrussion der vorigen aus 
einem andeni Gesichtspuncte wieder aufhebmen und hierbei bloss unser allgemeines Princip 
der Behandlung in Anwendung bringen. 

Wenn die Curve zwei Paare unendlicher Zweige bat, so hat jedes derselben seine, an 
der Doppel . Asymptote P sich hinaiehende , fllnfpnnctig oseulirende Hyperbel. Diese beiden 
H) perbeln . welche wir dnreh Y| und V; bezeichnen wollen , kttnnen wir in der Gleichung 
der Curve unmittelbar in Evidenz bringen , und erhalten alsdann, den Gleichungen (I), (6), 
(7) und (8) entsprechend, als vollkommen aguivalent, die folgenden; 


Y|Y.s 4- »p’(Y|4-d) 4- pp*(yi4-c) + op* *t- rp* = 0 . 

.ll«l 

(») 

YiY.s 4- rp’-(Yi4-dp) 4- pp'(Yi4-«p) 4- op‘ •= o. 

|ld| 

(10) 

Yi YjS 4- rp'f Y,4-dp=) 4- pp*(Y,-Mp>) = 0 , 

|12| 

(11) 

Yi'S 4- vp-’(Yi4-dp') 4- pp^Y| = 0 . 

(101 

(13) 


In dem allgemeinsten Falle der Olelefanng (1) haben die zwei Paare nneiidlirher Zweige 
der Curve, welche an der Doppel - Asymptote sieh binziehen, einen gewUhnlichen Contact. 
Diejenige Hyperbel also, welche rin Zwrigeiipaar nach der iUehtaiig dieser Doppel -Asym- 
ptote fUnfpunetig osculirt, berührt zugleich das andere Zweigenpaar, so dass sie, weil nach 
dieser Richtung sieben Durchsehnittspuncte unendlich weit liegen, die Curve nur noch in 
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drei Punrten schneidet. Diess (ritt aus der Form der GleidiuRg (9) uninil(e)har hei^'or. denn, 
setzen wir in dieser Gleichung Vi (oder 1',) gleich NuH, so ergibt sich eine Gleichung von 
der Fonn: p '73 •= o. 

Diese Gleichung stellt zwei mit der Doppel - Asymptote znsanmmrallende imd drei dir pa- 
rallele gerade Linien dar. Jede dieser letztem schneidet die Hyperbel V| (oderF-l in eiueni 
einzigen Puncte, Die beiden fünfpuiictig osculireuden Ihperbelu haben unter sich einen ge- 
lt ühnlichen Contact , weil die von ihnen nsculirten unendlichen Zweige der Ciirve ebeiitalls 
unter einander einen solchen Cmilarl haben ; daher ist 

Ij" ^i+“+fip + 

iiuiiach auf T| F. nnr acht Coiislante kommen. Somit ergibt sich sogleich 16 als dir An- 
zahl der Cunstanlen in der Gleichung (9). Wenn anf einem der von l'i (oder Vy> flliifpun- 
liig osculirlen uneiidlichen Zweige der L'urve eia Pnncl immer weiter rückt, so wird dir 
Fuiirtinn J'i (oder Vj) ein uueudlidi Kleines der dritten Ordnung, wahrend V, (oder V|) 
•mistant und gleich -fo (oder— a) und zugleich s rin uuendlich Grosses der ersten Ordiiiiiig 
wird. Das erste Glied der Gleichung (9) ist also unendlich klein und von der zweiten Ord- 
nung, von derselben Ordnung als das zweite Glied; dann steigt diese Ordnung in jedem 
rolgriiden Gliede um eine Einheit. 

Wenn die unrndliehen Zweigeapaare der Ciirvr sieh dreipnnClig osculireii. so 
mfls.sni die beiden ruafpiinctig osriilirendrn Hyperbeln F| und Y; unter rinaiider einen Cim- 
lact derselbcu Ordnung haben, wonach 

Fj 3 "i I -f- ,ttp -f yp-. 

Jede dieser Hj'perbeln schneidet die t’urve nur in 2 Puncten, w eil 8 Darclisehniltspuncte. von 
welchen drei demjenigen Zweigenpaare, das von eben dieser H)perbrl nicht fünfpuiictig osru- 
lirt wird, angeboren, nach der Richtung von P uiieudlich weit liegen. Diess fordert, dass 
in der Gleichung (9) iiorh d versrliwiiidet , wonach dieselbe, gaclidem sie 2 Couslanie ver- 
loren hat, in die Gleirhuiig ( 1 ( 1 ) übergeht. 

Wenn die beiden uneudlirben Zw eigenpaare sich rierpnnrtig oscnlireii, so kommt, 
damit auch die beiden fün/puuetig osculireuden Ui perbeln unter einander einen vierpuiirtige!i 
Contart haben : 

y, = V, ; p^ 

Dann schneidet jede dieser Hyperbeln die Curve nur nuch iii einem einzigen Puiictr, weil 
9 Punrie, von welchen 6 dem einen und 4 dem andern Zweigenpaare angehtnru, nach der 
Richtung von P unendlirli weit liegen. Indem wir demgemäss in der Gleiehung (10) d»o 
setzen, geht diese Gleiehung, nach Verlust zweier Constanteu, in die Gleichung (il) über. 

W'enii endlich die beiden Zweigenpaare sich fünfpuiictig osculireii. so ist dir fünfpiuirlig 
oseulirendr Hyperbel für beide dieselbe. Sie tritt in der Gleiehung (13), in der sieh dir 
Constantea-Anzahl wiederum um zwei Einheiten vermindert hat , in EviJriiz. Diese Hyper- 
bel kann , ausser dem doppelten Osculationspunctr. knnen Punrt mehr mit der (.'urve gemein 
haben. 

124. Zw ischen den vier, durch die Gleirfanngrii (9)— (12) der vorigen Nummer darge- 
stellleii , Falle viin t'urven mit vier unendlkhcu Zweigen sehaltrii sieh die drei, durch die 
Gleicbiuigen (3)— (5) der 122 . Nummer dargest eilten , Falle von Cunen mit einer Spitze 
zweiter Art in der Art ein , dass die Cobstaaten-Anzahl nun sebriltweise durch jede Einheit 
hindurch von 10 bis 10 abnimmt. Die znnelimmide Partirularisation kommt also lediglich 
auf die zu diseutirendrn uneadliebeii Zweige. Der Grund, warum für die zwischciiiiegeudeii 
Falle die Form der Gleicliiingen (9)— ( 12 ) illusorisch wird, wird iii den foigeaden Andeu- 
tungen ihre Erläuterung finden. 1 
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Mil Bribrhaltiing der obigen BeseidiDuiig i»t in der Gleicbnng (9) ; 

v,y» = y,’ + (o+iip-i-ypoyi = y ' — i (“+.ip+}T*)S 

indem wir Y durch die Bacbsteheode ideatiscfae Gleicbmig einfobreii: 

Vf + 1 (o+,9p+yp') = Y. 

Hiernach kliuien wir die eben genannte Gleichung, wenn wir, der Kürze wegen, 

i«= = - I, laß = — *, i(ß^+iar) = - i, (13) 

setzen, auch anf folgende Form, mit der gerade nothwendigen Anzahl von Constanten, 
bringen : 

( VM-ä+ep+Ap’)* + »p’fy+iT) -i- p'p’(y+«) + o’p* + t'p» = o. (11) 

Diejenige Ciirvc der vierten Ordnung , deren Gleichung : 

V* 4- I + *p 4- Ap- = o, 

steht hierbei in derselben Beziehung zu den unendlichen Zweigen der Cun'e , als früher das 
System der beiden fflnfpunctig osculirenden Hyperbeln Vf und Vfr. 

Wenn wir von der Fonn der Gleirhung (14) ausgehen, so hitnnen wir nur dann auf 
reelle M'cise zu der Form (9) zurttckkehren , wenn $ negativ Ist. Wenn $ und somit auch 
u verschwindet, so werden, im Allgemeinen, die Werthe von ß und y, als Folge der Glei- 
chungen (13), unendlich und darum kann alsdann die Form der Gleichung (9) nicht mehr 
bestehen, ln diesem Falle ergibt sich die Gleichung : 

(y‘+*p-i-Ap')g + »'p’( y-t-ii'j + e'p’(Y-t-«') + o'p* + i'pt = o, * 
als äquivalent mit der Form der Gleichung (3), für di<; allgemeine Gleichung der Curven b. 
Ordnung mit einer Spitze zweiter Art. Hierbei stellt diejenige Curve 4. Ordnung, deren. 
Gleichung folgende i.st; 

V' -I- xp + Ap’ = o, 

und welche selbst eine Spitze zweiter Art bat, den Lauf derjenigen unendlichen Zweige, 
welche die fragliche Spitze bilden, genauer dar, als die Hyperbel Y, 

Wenn auch z=o, so werden die drei Gleichungen (13) befHedigt, wenn w'ir a=:o und 
,)‘'4-4 A^o geizen. Dann klinnen wir also wiederum zu der allgemeinen Form der Gleiciiiing 
(9) zurückgehm, und zwar auf reelle Weise, wenn A negativ ist. — 

§. 6 . 

.aaym|><o<«a der driUea Ordntuw *) 

125. In denjenigen Fallen , wo wir der allgemeineu Gleichung der Curven der «. Ord- 
nung nicht mehr die folgende Furni: 

pß„_, .1. = <1 

gehen konnten, oder wo diese Form nielit mehr eine einzige und volikomineii besliunule blieb, 
haben wir die allgemeine Gleichung auf die folgende Form gebracht : 

-I- jufl,-. = 0. 

Dadurch lassen wir, statt der geradlinigen Asymptote P, Asymptoten der zweiten Ordnung 
durch die Function 42, in Evidenz treten. Jede besondere Bestimmung über diese Function 
42, hat uns zu Curven der n. Ordnung mit Asymptoten von eigenlhümlicher Art, nuineullich 
zu (.'urveii mit parabolischen Asymptoten und mit Parallel-Asymptoten geführt. Es ist klar. 


*) Wir nennen übeHuupt Aiyreploten der m Ortlnoai; «oicbe Ciirvio, weicht m geradlinige Aijniptoir» 
Tcrtreleo, nicht aber eine Curve der m. Orduung, welche mit der gegebenen Curve bla«« eine uder 
mehrere y jedoch »lebt alle, Asymptoten gemein bat. 
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dass der friihrrf' Fall erradlinigor Asymptolrn in dum Mlf von Asym|ilo(on der zueilen 
Ordnung riiibe^rilTcu ist. 

Wenn wir der alljceaeinrn (ileichuiiK der Curven der R. Ordunnir aurh die letzte Form 
nicht mehr ^rben kbnnrn , oder wenn , indem auflibrt eine Asyniptolr der Ciirve zu sein, 

diese Fonn unbeslimmt wird, so müssen wir uns zu der uarhslrlienden Form wenden: 

flilU-i + = 0. 

in welcher dnrrh den Faelor Uj Asymptoten der dritten Urdnnni; in Kridenz treten. Alle 
rrtlliern Falle linden uir aurh hier wieder. Die peradeii Linien und keurlsehnille, welche 
Asyniplolen der Ciirve /Jj sind . sind es aurh für die viirliegende (’urre der n. Ordniin;;. 
Als nene Falle erhallen wir also nur diejenigen, in welclirii dir fnlftende ideiilisrbr (ileirhnne: 

f.’j f= pfl. + xs 

nicht Stall Anden kann, oder Statt Anden kann, ohne dass.p und Asymptoten derC'urtr 
ili sind. Einerseits particularisirt sich die Function alsdann auf rollende zwieraehe Weise: 

Ul (p'+J.q’) + (I) 

Ul = p' + • <ä) 

und dir enlspretheiidr Curve der dritten OrdiiuuK , die dann weder aerade Linien norb kr. 
tcrisrhnille zu Asymptoten hat, hat entweder semicnbi-parabnlisrhe Asymptoten, 
oder sie selbst ist eine ruki.srhe Parabel und hat nur andere eiibisch e Parabeln zu ihren 
Asyinplolru. Andrerseits ererben sich die foljimdrii Parlkularisalionen der Ftiiirtioo ili : 

ßj . p(p +/.q) + (3) 

— P* Op 4* /i, (4) 

lind die enlsprerhrndr Curve der drillen Ordiiun«' ist eine Tride n t- Curve, die neben 
einer geradlinigen Asymptote solche parabolische Asymptoten hat , deren Durchmesser der 
geradlinigen Asymptote parallel sind, oder sie artet in ein System von drei paralle. 
len geraden Linien aus. > 

Dir hterdiirrli angrzrigten v irr nriirn FlÜlr wollen wir nach einander einzeln disculiren. 


Erster Fall. 


Ourvcn mU jeinieabi>paraboli«thrn Atyinploteo. 


126. Die allgemeine Form der Gleichung solcher Cunen der n. Ordimng ist. indem 
w ir , w as im Allgemeinen erlaubt ist , Ua—i durch ö._ j ersetzen : 

ßo H |(p'+Aq'-) + eip+d)10„_j + = 0 . 

s (p‘+iq*’) 0._3 + 0 . (I) 

Diese Form rnthült noch eine überzählige Conslanle. Denn , ohne u rdrr die vorstehende 
Gleichung selbst noch ihre Form zu andern, küniirn wir sie, durch Einfiibriuig einer unbe- 
stimmten Couslanten x , auf folgende Weise schreiben : 

ßj = (pt+A(q+x)t)©„_3 + [fiän-i — /.;2xi|'+xv0_3l , 

und wenn wir dann, was immer auf lineare Weise niüglirh ist, x so bestimmen, dass 
/i'f/o-j — ;.(2xq'+.x=j0„_j .= .i({p+«, 0^3 + oß.-,. 
und zugleich, der kürze halber, 


q' + X = q 

setzen, so ergibt sich: 

ß„ = (p'+iq’)0„-3 + ^<(p+o)0 „_3 4- oß_*. •) 


( 2 ) 


« *) Wir wrrtiea in item Kolgroden die ^Tenchiecieoeu Functionen H und Sl aU von p nnd q abbaogig 
betrachten, und hierbei voraiihseUen, da»« der CoefHcient der buchAten Potenz von q )ede«mal 
gleich Fins »ei. 
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Diese Furm, welche ketae neue Reduction mehr gestattet, enthalt sw ei Constaiite weniger 

- j ij, und ist die 

allgemeine für den in Rede stehenden Fall. 

Io dem Falle der identiscfaeu Gleichung (1) werden drei geradlinige Asymptoten durch 
dir semicubische Parabel : 

p’ + iq'* = 0, (3) 

vrrtrrlru. Diese Parabel behalt dieselbe Besiebung sur Curve , wie wir sie auch , parallel 
mit sich selbst , nach der Ricblung der geraden Linie P verschieben (eine Versehirbnng, bei 
w elcher der Rückkrhrpunct der Parabel diese gerade Linie beschreibt). Eine besondere und 
ausprzrichncle Beziehung sur Curve erhalt dieselbe indess in deijenigen Lage, wo ihre Glet- 
rhinig in die folgende übergebt ; 

p‘ Äq’ = o . (4) 

wonach die Form der identischen Gleichung (2) sich beransstellt. 

127. M'enn wir zwei solche Puncle der semicubi • parabolischen Asymptote (3) und der 
Turve belrarliteii , w elche demselben M'erihe von q rntsprecben and die bezflglicheo 
M'rrthe der Function p durch p und (p-t-n) bezeichnen, so gibt die Gleiehnng der Curve, 
verbunden mit der Gleichung der genannten Parabel ; 

(3up=+.3ff'p+n')0„_3 -t- /('!>„_, != 0. 

Wenn wir q, und also npch q'. unendlich gross nehmen, so wird nach der Gleichung (S) 
ar'li p unendlich gross und zwar in der Art, dass q- and p’ von gleicher Ordnung sind, 
und wir also p gegen q vernachlässigen küiinen. Um alsdann die letzte Gleiehnng zu be- 
friedigen , kttnnen wir auch n gegen p vernachlässigen , weil der Werth von n durch diese 
Vernachlässigung nicht unendlich gross wird ; wir Anden alsdann nemlich ; 




" <1 
;jp' 


"P 

3sq 


-£t’- 


( 5 ) 


q-i. (6) 

beiden Kümmern ergeben sich 


dp ■ 

In dem Falle der Gleichung (St und der semicubi- parabolischen Asymptote (4), Anden wir, 
indem wir /i'D „_3 durch + oll,,—» ersetzen, auf gleichem Wege: 

_ . /»P0.-3 _ t> , u 

3p-ö„_., 3 ■ 3,1 

128. Ans den analytischen Entwicklungen der vorigen 
die iiachstehendeu Folgerungen. 

Die durch dir Glrirbungeii (I) und (2) dargestelltrii Ciirven der ». Ordnung haben un- 
endlich viele semicubi - parabolische .(syinptoteu. w eiche man nach einander alle erhalt, wenn 
man eine derselhen parallel mit sieh selbst verschiebt. Von je zwei solchen Parabeln ist 
auch jede als .4symptnte der andern aozusebcn: rin ganz analoger Fall, wie wenn man eine 
gewttbuliclir Parabel parallel mit sich selbst und nach ihrer Diirdimrsser-Richlung versebiebL 
l’iiter diesen unendlich rirleu .srmirubi-parabolischen Asymptoten ist aber immer eine, weU 
ehr mit der Curve in uiirodlicher Entfernung einen innigem Contact bat, und die wir zur 
.Aimzeirhiiung eine sirbrnpunctig osruliroiide nennen wollen. Für diese Asymptote, welche 
durch die Gleichung (1) dargr^tellt wird, ist dir Ordnung des Contactrs, die nach der vori- 
gen Nummer im Allgemeinca nur j ist, bis j angestiegrn. 

In dem Falle einer gewUbnlichen semicubi - parabolUchen Asymptote ändert, nach der 
Gleichung (5), n sein Zeichen zugleich mit q; die Curve nähert sich also ihrer Asymptote, 
je nachdem p positiv oder negativ ist, beidesmal auf der convezen oder heidesmal auf der 
conraveu $eitr. lu dem Falle der siebenpunclig oseulirenden Asymptote zeigt dir Gleichung 
(6) dass a sein Zeichen bribehall, wenn q dns seiuige wechselt: die zwei Zweige der Curve 

15 
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xirhrn sich an den briden Zweigen dieser Asymptote einerseiU an der convexen und andrer- 
seits an der concaven Seite der letztem hin. 

129. Bei Curven mit semiriibi-parabolischen Asymptoten, von besonderer Art, kann an 
die Stelle der siebeiipuiirtig - osculirenden eine mehr als siebcnpunctig nsculirende treten und 
die.se bei Cnrrcn der n. Ordnung sich bis zu einer .‘tvpunrtig osculirenden erheben. Hierbei 
partirularisirt dir Curve sich so, dass die (:tn — 7) Durchsrbniltspnncte mit der nsenlirenden 
.Asymptote, weicbe iin Allgemeinen iiirbt uiinidlirh «eit liegen, allmttlilich niirndlicli weit 
rileken. KUr jeden neuen unendlich weit rückenden Punrt, steigt die Ordnung des Conlactrs 
lim so dass dieselbe für die nsoilirende Asymptote von f bis (n— J) ansleigrn kann. 

In dem Ralle einer gewohnlirben srmicubi-paraboliscben As)'mptote liegen zwei Zweige 
der Curve beide auf dea convexen oder beide auf den eoncaven Seilen dieser Asymptote. 
Rücken wir die Curve, parallel mit sich selbst, weit genug gegen die Asymptote fort, so 
treten beide Zweige der Curve auf die entgegengesetzten Seiten dieser Asymptote hinüber. 
Es gibt hierbei eine Grilnzc, bei welcher dir Ordnung des Contactes ansteigt und je nach- 
dem diese Ordming ^ oder - ist, ist in der Gränz-Lagc cm unendlicher Zweig der 

Curve schon hinübergriückt und der andere noch nicht : oder es rücken bei dieser Grunze 
beide Zweige zugleich hinüber. 

130. Wir wollen für Curven der 4. Ordnung die verschiedenen mUglichen Falle zusam- 
menstellen und da diese Curven ausserdem immer nocli eine reelle geradlinige Asymptote 
haben, auch in Beziehung auf diese dir verscliiedenrn Ordnungen des Contactes unterschei- 
den. Hiernach erhallen wir das Schema der nachstehenden Gleich imgen , mit der uothu en- 
digen Anzahl voa Constaiitrii , die nach jeder Gleichung bemerkt ist. Von den beiden vor 
jeder Gleichung stehenden Ziffern bezeichnet die erste die Ordnung des Contactes für die 
semiruhi-parabolische Asymptote und die zweite die Ordnmig des Cuutactes für die geradli- 
nige Asyniptutr, bcidesmal nach der Anzahl der unendlich weil eolfemtcn Durcbschuitts- 
puufte. 


7,2 

(p'-t-lq^r 

+ 

^(p-ra)s + 0 = 0 , 

|12] 

. ,3 

(p’+iq=)r 

+ 

/ifp+aKr-tT*) + 0 = 0, 

[nl 

..4 

(p'+sq'jr 

+ 

ii(p+«)r + 0 = 0 , 

(10) 

8.2 

fp'+iq'lr 

-f- 

/Kp-+>8) = 0, 

in) 

9.3 

(p'+sq’)r 


flS = 0, 

[iü| 

• .< 

(p'^lq’)r 

+ 

/»(v+iT) = 0, 

[9J 

1U.3 

(p'-r/.qV)r 

+ 

iufp+«) “ 0, 

|9) 

12.4 

(p'+iq^r 

+ 

^ = 0. 

18] 


131. An das Schema der vorigen Nummer knüpfen sich mehrere Bemerkungen an, die 
einer Verallgemeiiiening Othig sind. Es gibt keinen Coiitact einer Curve der 4. Ordnung 
und ihrer semicubi-parabolisrhen Asymptote, welcher von der zweiten Ordnung oder mit 
andern M'nrten ein el fpu nc t iger ist. Bei einer Curve der n. Ordnung überhaupt ist jede 

Contact - Ordnung ^ möglich, wenn wir durch h eine beliebige ganze Zahl bis (3n— 5) be- 
zeichnen , mit der einzigen Ausnahme, dass h nicht gleich (Sa— 6) und also die Ordnung des 
Contactes nickt gleich fa— 8) sein kann. Es rücken beim Gebergaage von der Gleichung: 
(p'-^l.qO■Ön-^ + /i(p+o> = o, 
zu der Gleichung: (p^+lqOß»— 3 •+• u ■» o, 

dir letzten beiden Durrbschniltspuncle beide unendlich weit; und dass es keinea Zwischenfall 
giül folgt daraus, dass die Gleichung der Curve hierbei nur eine Constante verliert. 
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Der Eriiljtningsgmiid dieses analytischm Rrsultats ist hier wiedemn deRcIbe als der- 
jenige , den wir dafür erhallen haben , dass eine Curre der n. Ordnung neben swei npnn- 
etig osenlireiiden geradlinigen Asjmploten keine dritte (n — l)pnnctig osrulirende haben kann. 
Nur liegen hier diese drei Asjmptolen unendlich weit, dem analog, nie in dem Falle einer 
gewHhnlieheii parabolischen Asymptote anei geradlinige Asymptoten unendlich weit liegen. 
Es steht also auch hier der Satx der 9. Nummer im Hintergründe. 

133. Die in der vorlelaten Nummer aufgexahllen miigliehen Fülle können wir auch aus 
dem allgemeinen Schema fUr die bei geradlinigen Asymptoten miigliehen Fülle in der 29. 
Nummer ableilen; und diess gilt allgemein fUr Ciirven von einer beliebigen Ordnung. Wir 
brauchen nur zu diesem Ende die semicubi - parabolische Asymptote , wenn sic bezüglich 
Shpunclig, (3li + Opunclig, (3A+S)punctig 

osnilirt, durch die Symbole: 

h h h h + 1 h k A+1 Ä+l h 

darzustellen. So kann, zum Beispiel, neben einer lOpnnclig osrulirenden semicubi - paraboli- 
schen Asymptote, der hiernach das Symbol d33 entspricht, wenn die Curve bloss von der 
d. Ordnung ist, weder eine gewöhnliche noch eine vierpunclig osculirende geradlinige 
Asymptote vorhanden sein , weil die beiden Symbole : 

433.2 433.4 

nnmltglich sind , sondern die geradlinige Asymptote oaculiit immer dreipanetig , dem Symbol 

433.3 

entsprechend. 

Die eben bezeiiAnete Symbolisations - Weise der osculirendm smnieabi - parabolischen 
Asymptote ist überall statthaft, was für Asymptoten nebenher auch noch vorhanden sein mö- 
gen. Beispielsweise will ich die verschiedenen möglichen Fülle zusammenstellen, die bei Cur- 
ven der 5. Ordnung , welche neben einer semicubi-parabolischen Asymptote eine gewöhnliche 
parabolische Asymptote haben. Statt finden können. Wir müssen uns hierbei erinnern, dass 
eine 2hpinictig osrulirende Parabel dem Symbol h h und eine (2A+l)punetig osealirende dem 
Symbol h+l k entspricht. Vor jeder Glckhnng ist das entsprechende Symbol , nach jeder 
Gleichung die Anzahl ihrer Conztanten bemerkt. > r • 


322.32 (p’+iq'Xr'+ös) + /«(p+“Kr+,8jt + pw = o', •). J17] 

»33 + /c(p+“Kr^r(s+Q) + pw =r o, (16) 

»13 + /<(p+«)CrM-o(s+?)y + pw, (15] 

» Jl + /ufp+aKr’+os) + pw, (14J 

• 54 + /c(p+a)(rM-as). + p(r+/J) = o, [13] 

• 55 + /i(p+o)(r=+oi) + p = 0 , |I2| 

332.32 tp^ig’Kr+’os) + /ifp’+dtl(r+/Jy + p(p+a) = o,- (16] 

333.33 (p'+lq0(r^+o9) + «tu + p o, [15] 

»43 + ft(T+ß)u + p = o , • [14] 

»44 + p(T--H)s') + pw = o, (13] 

»51 -f /i(r-+«s) + p(r+fl) = o, [12] 

»55 + /ii(r^HJB) + p = o, (11] 

433.33 (p*+kq’Kr*-H»s) + ;<(p+o)u + p = 0 , jll] 

»43 ' t'lp+olfr+zS) + p => o, [13] 

443.33 (p’+iq’XrS-os) + ,u(r'+clt) = o, jl3] 

t 


*3 Auf (l«n Allsttruck (r^-f-(n)t welcher eine üUeaiih]i||;t Constanle cinschUciit, sioJ nur «liejenigeu 4 
CvnbUnUo 2 u reclia(a>, voa welcbea die bei&glich« Paraicl aiiban^ 
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444,44 

(p’-t-lq’)(r’+o8) -f )<t =s 0 , 

(18J 

■ M 

+ )<(r-t-d) = 0 , 

111] 

344.44 

(p*-l-lq’Kr^+os) + /c(p-m) = 0 , 

im 

335.55 

Cp*-t-lq‘Kr'-HJs) + ft o. 

|10] 


ISS. Als Irtstes Beispiel wollen wir die Curren der 6. Ordnung mit swei Gruppen 
semicubi-pamboliscber As)'mptoten behandeln, uns hierbei iodess auf die symbolische Darstellung 
der SO vencbiedeneu möglichen Kalle beschranken. Es ergibt sich hier das folgende Schema ; 


333433 

333.338 

433.433 

333. > 

333.3^ 

443. » 

333. • 

433, • 

441,441 

4.33, • 

443. • 

3ti. > 

413. • 

411. > 

354. > 

411. ■ 

344. • 

341.511 

311. > 

334. » 

6i>5.MO 

334. • 

333. • 

«55, - 

535, > 

653. • 

666,666. 

633. s 

666. » 


666. • 




Wir erhalten die Ordnung der Aiuiaherung der Curve an die durch eines > der vorste- 
henden Symbole bezeichnete semicubi -parabolische Asymptote, wenn wir die drei ZifTern die- 
ses Symbols addiren , von der Summe 5 absiehen und dann durch 3 dividiren. Für dir bei- 
den Asymptoten kann hiernach sugleieh bestehen die Ordnung | asit der Ordnung | , 1 bis 
3) und ; iiberdiess die Ordnung 1 nur mit der Ordnung 1, die Ordnung 1} mit den Ord- 
nungen bis 3) und 41; 1) mit If und S; mit 3^, S| und 3; 8| mit 3}; 3{ mit SJ 
und 34; endlich 4| mit 4{. 

134. In dem allgemeinen Palle semicubi - parabolischer Asymptoten gibt es neben der 
einzigen siehenpunclig osculirenden semicubischen Parabel, unendlich viele andere sieben und 
such achtpunctig osculirende andere Asymptoten der dritten Ordnung. Der Kürze 
halber wollen wir uns hier auf Curren der vierten Ordnung beschranken. 

Die allgemeine Gleichung der 130. Nummer können wir immer, durch Einführung zweier 
überzähligen Constanten , auf folgeade Form bringen : 

|p* + iq^ 4- e(p-(-d)jr + /i(p-t-o)s o = u, U) 

und dann treten dir durch folgende Gleichung: 

p' + Iq’ + e(pH-d) = o, fl) 

bei willkührlicher Annahme von p und d, dargestellten Curven der dritten Ordnung, als 
siebenpunctig osculirende Asymptoten statt der semicubischen Parabel : 

p< + äq> « o, 

mit der sie ebenfalls einen siebenpuuetigen Contact haben, in Evidenz. 

Wir können p immer so bestiinmen, dass die Gleichung der Curve nachstehende Form 
auiiimiiil ; 

[p* -f Iq- -I- p(p-l-d)jr + fiif'+aa) = o. (31 

Dann steigt der Contact der Curve mit ihren Asymptoten (3) zu einem achtpunctigen, 
und da hierbei d noch überzählige Coiistaiite bleibt, gibt es unendlich viele solcher 
achtpunctig osculirenden Asymptoten der dritten Ordnung. Aber im Allgemeinen können wir, 
durch keine Bestimmung jener überzähligen Constanten d, den Contact der Curve mit einer 
dieser As) mptoten zu einem ncunpulictigeii ansteigen lassen. Diess kann nur dadurch gesche- 
hen, dass die zweite Potenz von p aus dem zwcilea Gliede der letzten Gleichung ausfölll. 
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Di« Form dieser Gleidioiig, welebe dsnii folgende wird: 

jp* + Iq’ + p(p+d)jr + MS = o, (4) 

zeigt, dass es nieh, dieser ParticalarisatioB unendlich viele neunpnnctig osculirende 
As>'mplulru der dritten Ordnung gibt , welche , wie früher die acbtpunctig osculirenden, bei 
nillkübrlicher Aniiabme von d durch die Gleichung (S) dargestellt werden. Dann aber be- 
findet sich unter den unendlich vielen neunpnnctig osculirenden Asj-mptoten eine zehnpun- 
ctig osmlireude; dieser entspricht eine solche Annatune von d, durch welche die vorste- 
beiide Gleichung die folgende Form annimmt: 

jp* + Aq= -t- e(p+d)|r M(P+o) = o. (5) 

Wenn endlich, durch eine neue Particnlarisation , die letzte Qleicbung io folgende sich ver- 
wandelt ; 


' jp' + Äq= + e(p+d)tr -I- M == 0, t6) 

so gibt es, unter den unendlich vielen neunpnnctig osotlirenden Asymptoten statt einer z e h ii- 
puBctig osculirenden eine z wtilfpunctig osculirende. Wir sind auf diesem Wege zu den fol- 
genden Resultaten gelangt , für die in dem Frühem noch keine Analogie sich gefunden hat. 

Die Curven vierter Ordnung mit semicnbi -parab ol i scheu Asymptu- 
teu haben, im Allgemeinen, uuendlieb viele acbtpunctig osculirende 
Asymptoten der dritten Ordnung, aber unter diesen keine neunpunctig 

osculirende. In besond ern Fa II en, die nur vo n ^ 3^ Coustanteii 


abhangeu. gibt es unendlich viele neunpnnctig osculirende Asymptoten 
der dritten Ordnung, und unter denselben eine zehnpunctig osculirende. 
Und endlich kann noch in einem untergeordneten Falle diese zehnpnn- 
ctig oscnlirende Asymptote durch eine z wttlfpunctig osculirende ver- 
treten werden. 

Jede der fraglichen Asymptoten der dritten Ordnung hat , wenn sie eine mpunctig oscii- 


lirende ist, mit der Curve einen C'untact der 


Ordnung. 


Zweiter Fall. 

CurTflu mit Triüent-Curven all Aiymplotea> 

135. Die allfemeiiie Gleichunf solcher Cnrveo der n. Ordnung^ ist die folgende: 

(p(p'+Äq) + /i)ö_j + = o, (1) 

oder auch die folgende: 

p(pM-lq) 0„_3 uf2.-, = 0 , (ä) 

wenn wir statt der Trident-Curve eine gewöhnliche Parabel und einen ihrer Durchmesser in 
Evidenz bringen. Aber es ist weder die Parabel noch ihr Durchmesser, und also auch nicht 
die Trident-Curve, eine Asymptote der Curve. Wir überzeugen uns hiervon sogleich, wenn 
wir die letzte Gleichung unter nachstehenden Formen schreiben : 

- _ ^— » 

^ (p’+lq)0ii— j' 

(p>^.l,) = _ o 

Die erste Form zeigt, dass die Gieichnng der Curve befriedigt wird, wenn wir q=» und 
p gleich einer endlichen Gj«sse nehmen. Aus der zweiten Form folgt , dass wir 
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um dieselbe Glfidmng zu befriedigen , q uud als uoendHcb gross und ron derselben Ord- 
nung betrachten könueu, wonach alsdann fUr den Ausdrudt (p’+^q) ein Werth sich ergibt, 
der zw ar unendlich gross , aber nur von der Ordnung { ist. Der geraden Linie P nähert 
sich hiernach die Gurre nur bis auf einen endlichen Abstand, sie bleibt von der Parabel; 

p’ -t- Iq = 0 (8) 

ebenfalls in einer endlichen Entfernnng, weil sie von ihr, nach der Richtung ihrer Durch- 
messer um einen unendlich grossen Abstand , der mit p von derselben Ordnung ist , entfernt 
bleibL Wir sehen hieraus , dass die gerade Linie P , so wie auch die Parabel (3) , nach 
gehöriger Lagen - Aeiiderung , Asymptoten der Gurre der n. Ordnung werden. 

Wir können die gerade Linie P und die Parabel (3) auf unendlichmalige Weise, paral- 
lel mit sich selbst, verschieben, ohne dass die Gleichung (2) ihre Form ändert- Führen wir 
ärmlich zwei willkuhriiche Gonstauten y und S ein, welche durch die Bedingungs-Gleichung ; 

y 4- 2rf =a o 

mit einander verknüpft sind, so können wir die Glcichnng (2), indem wir der Küne wegen. 

— [yl.q-Hf'p-l-2JypH-<)'yJ0„_i = 
setzen , auf die folgende W'eise schreiben r 

(p+yK(p+<ij'+H')ß-i— 3 + “ o. 

Setzen «rir hiernach, was immer erlaubt ist: 

p + y = p (p+dj- + Iq = p'= + A'q', 
so ergibt sich die folgende Gleichung: 

p'(p''4-A'q')0„_3 4- a'iü,-, = 0, (4) 

welche , in der Form , genau mit der Gleichung (2) Ubereinstinuat. 

Die Gleichung (2) enthält noch zwei überzählige Goiislanlen. Die eine derselben fUlit 
aus, wenn wir in der letzten Gleirhiiiig y so bestimmen, dass 

o ßo—a S /»(p-(-a)0’„_3 + eßo_-, 

und dann kommt, mit Uinweglassung der tiberflUssigen Accriile: 

p(p’+iql0«-3 4- ,«rp+“)0'i.— 3 4- e-'-’o -4 = o. Ci) 

Um die letzte überzählige GonsUnte fortzu-srhaflen , können wir die vorstehende Glei- 
cbuiig, durch Einführung einer neuen unbestimmten Gonslanteu x, auf folgende Weise schreiben : 
P(pM-i(q+*;)0„_3 4- /l(p-H«)0'o-3 — ).xp0„_3 J- pifa -4 = o, 
und dann x so bestimmen, dass 

/c(P+O)0'»-3 — lxp0„_3 +pfi_ 4 ® /l'p’f->„_^4.p'J2._3 3 «'(p=+/S)0._4 4-e(p+;)0a— S+pfl'a-S. 

Hiernach ergibt sich , wenn wir q au die Stelle von Cq+*) schreiben , und die Accente un- 
terdrücken : 

p(p’+iq)öa— 3 + /c(p’4-ya)0a— 4 <T Cp+?)0«-5 + pö.-« = <>• (•) 

Diese letzte Gleichung enthält die nothwendige Anzahl von Gonstanten , nemlich 

136. Wir überzeugen uns ohne Mühe davon, da.ss, wenn wir dir Farmen der beiden 
Gleichungen (5) und (6) zu Grunde legen , die gerade Linie P eine Asj-mptote der bezüg- 
lichen Gurven ist, und dass die Parabel, deren Gleichung: 

p’ + iq = o (7) 

eine Asymptote dieser Gurve ist, und zwar, in dem Falle der Gleichung (5), eine beliebige 
aus der Reihe der unendlich vielen vicrpunctig oseulirenden, und in dem Falle der Gleichung 
(6) die einzige fünf puuetig osculirende , welche in dieser Reihe sich befindet. 

Auf der geradeu Liuie P liegen drei Durchsebnittspuncte mit der Gurve uneDdlich weil 
und doch ist diese gerade Liiiie nur eine gewöhnliche Asjmptote. Die Parabel (7) ist in 
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drm Falle der Gleichuag (5) mir eine vierpanrti|' osoilireade Asymptote, nnd ia dem Falle 
der Glekhuiii' (6) nur eine fünipuactig osculireade, ob(;leirk einmal fünf and das andere 
Mal sechs Darchsehaittopaiiete mit der Carve unendlich weit liegen. Hieraus folgt, dass 
sowohl die geradlinige Asyraplote als jede der parabolischen Asymploton, welche an zwei 
nnendliehen Zweigen der Carre sich hinziehen , ausser der Berfihniug mit drm einen dieser 
beiden Zweige, aaeh noch von dem andern drrseiben, in einem, dieser Berührung fremden, 
Puncle geschnitten werden. Curven mit zwei parallelen Asymptoten haben uns schon ana- 
loge Beziehungen dargeboten. 

137. Es kann in untergeordneten Fallen der Contact der Carve mit der geradlinigen 
Asymptote von einem gewöhnlichen bis za einem (n— l)punctigen austeigeu, und ebenso der 
Contact mit der paraboliscben Asj-mptote bis zu einem (2n — l)punctigru. Alle zwischenlie- 
gendrn Falle sind möglich und die Ordnungen des Contacts mit der geradlinigen und para- 
bolischen Asymptote beschranken sich gegenseitig auf keine M'eise. 

138. Um za particularisiren , wollen wir zuerst den Fall der Curven 4. Ordnung be- 
trachten. Diese Curven haben noihwendig noch eine zw eite geradlinige Asymptote , and in 
der Aufzahlung der einzelnen möglichen Falle, wollen wir auch auf dieser zweiten Asymptote 
die Ordnung des Contactes berücksichtigen. M'eiin wir, wie in der 82. Nummer: 

p- -8 lg £ fl 

seTzen und die Ordnung des Contactes der bezüglichen Parabel mit der Curve durch die An- 
zahl der unendlich weit liegenden Puncte , und diese Anzahl durch eine römische Ziffer aus- 
drücken, so stellt sich das folgende Schema herans: 


V 

8. 

3 

pflr 

4- 

k(p'+ys) = 0, 


» 

• 

3 

B 

+ 

flg = 0, 

[lOj 

■ 

• 

4 

» 

Hh 

yi(r+o) = 0 , 

l»] 


3. 

3 

p/lr 

+ 

/ip’ + op + p = 0 , 

[lU] 

VI 

2. 

3 

p/Ir 

+ 

/tJl + op + p = 0, 

[10] 

• 

3. 

3 

pllr 

+ 

Op -t- p 0, 

[9] 

VII 

; s. 

3 

pflr 

4* 

ftji + e 0, 

[»I 

• 

8. 

4 

pllr 

+ 

(1 aa O. I 

(8] 


139. Für die Curven der &. Ordnung, welche fan Allgemeinen ausserdem noch zwei 
geradlinige Asymptoten haben, ergibt sich das nachstehende Schema, wenn wir aaf die Beg- 
liche Unterscheidung dieser weiter keine Rücksicht nehmen. 


V 

3. 32 

pllrs -F /«(pM-yt)n + o(p-F?) = o. 

[17] 

B 

3. 32 

• + f*p(p+“)u + ow = 0 , 

[16] 

B 

4. 83 

» 4- kp(p+")u + «t(p+0 = 

(16) 

VI 

8. 33 

pflrs + f4(fl-t-yp)u -p ow = 0 , 

[16] 

B 

3. 38 

pfl(r»+i>) + iu(p-f-a)n -)- C = o » 

(16] 

B 

4. 28 

s -1- ^pn -f C «= 0, 

[14] 

VH 3. 33 

pflrs -1- #i/lu -f- ow «= 0 , 

IIS] 

B 

3. 23 

pll(ra+*) + /i(p’+yl) ■= 0 , 

[14] 

B 

4. 33 

• fip^ + op + p «= o; 

[13] 

vnis. 33 

pflrs + ftUa + o(p-fC) = 0 , 

[14] 

B 

3. 23 

pn(n+x) + (4n + o(p+0 = 0 , 

[13] 

B 

4. 23 

• + «(p+0 ■= ®. 

[12] 

IX 

3. 33 

pflrs -t- /ifln = 0 , 

[18] 

B 

3. 32 

pfl(r*t-») + fill + C *= 0 , 

[12] 

B 

4. 32 

• +5=0. 

111] 
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110. Wir kUBnrn auch Trideiit-Cunro al« Aaymplotca der C'un'ra der fraglichen .Art 
in Eridrnz bringe» und «war knnneii wir in dm allgmeinrn Kalle jedeatnal eine M>Irhe 
Trident - Cnrre beslimmeu, welche mit der gegebenen Curre in unendlicbrr Entfernung iiuch 
einen Durcbachniltapunct mehr hat , ala daa liystm der geradlinigen Aaymptute und der 
fflufpiinclig oarulirenden Parabel, und hiernach alao mit ihr in einem z e b u punctigen Contact 
ateht. Der neue , zehnte Punct kann aber entweder auf der geradlinigen Asymptote oder der 
parabolischen unendlich weit liegen, wonach sich zwei verarhiedeiie zehupnnctig 
osculirende Trident -Cur ven herausatellen ; eine Drlation , die in dem Vorherge- 
henden keine Analogie findet. 

Zur Erllliitening wallen wir zunächst dir Curvr« der 4. Ordnung betrachten. Indem 
wir, der Ktlrzr wegen: 

pll X m r 

setzen . ktlniien wir , bei gehöriger Bestimmung von x , der allgemeinen Gleichung der frag- 
lirbrn Curven dieser Ordnung (der ersten Glricbnug des Echema's der 13H. Nummer) nach 
einander auch narbatebende beiden Karmen geben; 

Tr+fin + wp -t- p = 0, 

7>-|-/ip* + op + p =s o. 

Beidesmal hat die Tridrnt-Curvr T mit der Curre in unendlicher Entferuiiug einen zehn- 
pniictigrn Contact; in dem ersten K'alle aber ist die Ordnung der Annäherung au dir beiden 
parabolischen Zweige j und an den hyperbolischen Zweig 1, wahrend in dem zweiten Kalte 
die Ordnung der Annaberung an die beiden parabol'scbru Zweige 1 und an den hyperboli- 
schen Zweig 2 ist. 

Bei Ciirveu der 4. Ordnung von besonderer Art gibt es eine Trideut-Ciirve , welche mit 
diesen Curven einen elf punctigen Contact hat, und zwar gibt es hier zwei rrrsebiedrnr 
Kalle, denen die fnlgeiiden beiden Gleichungen, mit 11 Constautea entsprechen; 

Tr + ftll -f- o = o, 

Tr -t- /ip -f u •= o. 

In dem erslrn Kalle ist die Ordnung der Annäherung an die beiden parabalisrhen Zw eige 2 
und an den hyperbolischen Zweig 1 , in dem zweiten Kalle au die beiden parabnlischru 
Zweige I und an den hyperbolischen 2. Endlich gibt es noch einen einzigen Kall, in wel. 
ehern der Contact ein z w 0 1 f pnnctiger und die Ordnung der Annaberung l'Ur die paraholi- 
sclirn Zweige w'ie für den hyperbolischen gleich 2 ist. Diese« Kalle entspricht dir folgende 
Gleichung mit 10 Constanten : 

Tr + tt = o, 

141. FOr Curv'en der b. Ordnung erhalten wir das narhstrhende Srhrraa, in welrhm 
wir vor jeder Gleichung die Ordnung der Annäherung ffir dir parabolischen Zweige in Klam- 
mern und daneben die Ordnung der Annäherung ftlr den hyperboli.schen Zw rig bemerkt haben. 
Auf die übrigen an der Trident-Curve sich nicht binzirhrndrn Zw eige haben w ir keine Rück- 
sicht genommen. 


Zehiipunctig osculirende Trident-Curve. 17 (onstanten. 
(J) 1 Trs + .i(()l+yp)u + ow = o, 

(I) 2 Trs + /ip(p-fa)u + «w •= 0 , 

Elfpunctig osculirende Trident-Curve. 16 Constanten. 
(8) 1 TVs + ftlJn + aw = o. 

(J) 2 T(rs4-x) -f /((p-i-a)u -)- ^ = o . 

(1) 3 7'rs + ^p(p-|-u)u + o(p+?) = 0 . 
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$. 6. AsynaptoUn dritter Ordaung. 

Zwölfpuncti^ otailirende Trident-Curve. 16 CoasUaUa. 

(j) 1 Trs + fifla + o(p+C) = o, 

(S) * Hr»+*) + /<(pH^) = 0 , 

(J) S 7'(rs+x) + /ipu +5 = 0 . 

Drrixehnpuactig ogculirende Trideat-Caive. 14 ConiUaUa. 

(3) 1 Trs + liflu +5=0, 

(J) a T(n+x) + ftTl + o(p+5) = 0 , 

(*) 3 IXrs+*) + + op + e “ 0. 

Vierzebnpunrtig osrulirrnde Trident-Curve. 13 Conxtaatea. 

(3) 2 T(r»+*) + f<ri + 5 = 0 , 

(3) 3 T(rs+x) + o(p+5) = 0 . 

Künfxebnpunctig osculircnde Trident-Curve. 12 Constantea. 

(3) 3 IXrs+x) + 5=0. 

Wir überzeuften uns 'Ieicbt, dass (Iberhzupt, bei Curven einer beliebigen n. Ordnung, 
die Ordnungen der Anuaberung der parabolischen Zweige und des byperboliscben unabhän- 
gig von einander, jene durch jede beliebige halbe, diese durch jede beliebige ganze Einheit 
hindurch , bis zu (a — 2) ansteigen kitnnen. 

Briller Fall. 

* Curven mit cubi-parabolifclien Asymptoten. 

142. Die allgemeine Gleichung solcher Curven irgend einer a. Ordnung ist , bei ttber- 
zaliligen Constaaten , die folgende : 

(p'+l'q’)0,_3 + = 0 . (IJ 

wobei die cubisebe Parabel ; 

I p> + l'q' = o, (2) 

eine Curve dritter Ordnung, die mit der gegebenen Curve drei gemeiiuthariliche Asymptoten 
bat, vertritt Die beiden Cun-en schneiden sieb anr in (3a— 6) Pnncten, weil sie in unend- 
licher Entfemung einen secbspnnrtigen Contact haben. Ohne weder die vorstqjiende Glei- 
chung (1) noch ihre Eorm irgendwie zu ändern , können wir die lineare Fnnction t'q' mit 
jeder andern linearen Function vertauschen und insbesondere auch gleich Null setzen, wobei 
alsdann drei zusammenfallende gerade Unien die enbisebe Parabel (2) vertreten. Diesem 
entspricht die folgende Gleichung : 

p*0,_3 + S'fli-, = O , 

von der wir susgehen wollen. Diese Gleichung können wir, nach Einfiihmag einer will- 
kdhrlichen Function tq mit drei unbestimmten Constanten, auf folgende Weise schreiben: 
(p*+iq)0._3 + — lq0»_3) “ 0 , 

und dann, wenn wir den einzigen Fall aasnehmen, dass 

*f2_, E V(p+o)0f,_-3 + ofi^-4, 

immer auf lineare Weise jene drei Constanten so bestimmen , dass aus dem umklammerten 
Ausdrucke in der Gleichung der Curve diejenigen Glieder, welche q*-’, pq“~* und q"~* ent- 
halten ausfallen, wonach: 

— lq©.^3 s + Ppß^L« + 

s Pl/^pß^-, + > 

— plf (P+o)®«— ♦ + s) + 

= (“p(p+«)0i^4 + oß^: 

16 
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luid liiernacli ergibt sich für die allgemeine Gleichung der fraglichen Gurren: 

(pM-tq)Ö_ 3 + /<p(p+o)Öo-4 + = o. C3) 

Die Anaahi der Conslanten in dieser Gleichung ist die uolhwendige und hinreichende, sic 
betrugt: _ 4 

143. Die durch die Gleichung (3) dargestellte Curve wird von der in Evidenx treten- 
den ruhischeu Parabel: 

p’+iq = o, (4) 

nur in (3 n— 10) Puncten geschnitten, weil 10 Durchschnittspuncte unendlich weit liegen. 

, Der Cuntact ist also , indem die Parabel (4) an die Stelle der Parabel (2) getreten ist, von 
einem sechspunctigen zu einem zeb iipuucligen angestiegen. Diese.« Ansteigen in der Ord- 
nung des Coiitactea müssen wir noch naher ins Auge lassen. Zuvorderst ist klar, dass die 
neue Parabel (4) wirklich eine Asymptote der Curve ist, denn, um die Gleichung dieser Curve 
zu befriedigen, können wir p' und q als unendlich gross und von derselben Ordnung be- 
trachten; alsdann kommt: 

p» -1- iq = — "= A)tp"‘ = — 

Hieraus ist ersichtlich, dass die Ordnung der Annäherung der Curve an die cubische Para- 
bel (4), wenn wir diese Annäherung nach der Erstreckung der geraden Lönie P nehmen, 
von der Ordnung \ ist. 

Verschieben wir die cubische Parabel (4) parallel mit sich selbst und nach der Richtung 
von P so, dass für ihre Puncte der Werth von q um irgend eine Constante « abnimmt, so 
hat sie in ihrer neuen Lage nachstehende Gleichung; 

P* + i(q+x) = 0 , (5) 

und wenn wir die beiden für denselben Werth von q aus den Gleichungen (4) und (5) sich 
ergehenden W'ertbe von p bezüglich durch p und (f+ß) bezeichnen, so kommt: 

(p+/lj* — p* + Ax = o, 

und mithin , wenn diese Werthe immer mehr wachsen : 

' /» = — 4t* p"' = 

Dieselbe Parabel bleibt also nach einer Verschiebung der angezeigten Art, in allen ihren ver- 
schiedenen Lagen , ihre eigene Asymptote und zwar ist die Ordnung der Annäherung |. 
Wenn andrerseits der Abstand eines gegebenen Punctes von der Parabel (4), nach der Er- 
streckung von P genommen, ein unendlich Kleines der m. Ordnung ist, so steigt die Ordnung 
der absoluten Annäherung dieses Punctes an dieselbe Parabel um |, so dass die Annäherung 
der Curve (3) an die zehnpunctig osculirende cubische Parabel (4) von der 1. Ord- 
nung ist. Ihre Annäherung an eine beliebige der Parabeln (5) ist also von der Ordnung 
I ; und entspricht einem neunpunctigen Contacle. Wenn hiernach eine Curve von beliebiger Ord- 
nung überhaupt cubische Parabeln zu Asymptoten bat, so gibt es unendlich viele solcher 
Parabeln (die man alle erhalt, wenn man eine beliebige derselben parallel mit sich selbst 
und nach der Richtung von P verschiebt), welche unler sich und mit der Curve einen neun- 
pnnctigen Conlact haben, wahrend, für eine einzige derselben, der Contact hoher ansteigt. 
Die cubische Parabel ist alsdann als eine Curve dritter Ordnung zu betrachten, auf deren 
jeder Asymptote drei Durcbsehniltspuncte mit der Curve unendlich weit liegen. 

Fig. 9. Eine cubische Parabel bleibt auch dann noch ihre eigene Asymptote , wenn wir sie so 
nmgestalten, dass ihre Gleichung (4) in die folgende übergeht; 

p’ + i(q+yp+*) = p* -I- iq' = o, (6) 

in der y und x zwei willkOhrliche Cons tauten bezeichnen. Hiernach kann nicht nur der 
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WeoduogspuiKt der Parabel jede belicbif;e Lage aaf der geraden Linie P einnebmen , son- 
dern auch die Tangente in diesem Wendungsponete , welche urspriinglicb mit der Linie 0 
xusammenflült , am den Weudungspunet , beliebig sieb drehen. Bei analoger Besekhnnng wie 
‘ eben , linden wir : 

/9 = — Jyi p-‘ = 

und also ist hier die Ordnung der Annäherung bloss Dasselbe ist die Ordnung der An- 
näherung der Curve (3) an jede der Parabeln , welche, bei einer willkUlirlichen Annahme 
von X und durch die Gleichung (6) dargestellt werden. Der Contact ist ein achtpun- 
ctiger, weil je awei der Parabeln (6) in einem einzigen Puncte IH sich schneiden. Zieht 
man die Gleichungen derselben von einander ab , so ergibt sich , dass dieser einzige Durrh- 
scbniltspuiict auf derjenigen geraden Linie liegt, welche durch den Durchschnitt G der beiden 
Tangenten in den Wendnngspuncten der beiden Parabeln, parallel mit der geraden Linie P 
gelegt werden kann. 

Wenn wir ferner die Parabel (6), parallel mit sich selbst und mit der Linie P, ver- 
schieben, wonach ihre Gleichung die folgende Form annimmt: 

(P+»)’ + i(q+yp+x) = o , (7) 

so ist die Grösse dieser Verschiebung das Maass der Annttherung an die Parabel (4), so 
.wie an die Cnrve (3). Die hiernach, bei beliebiger Annahme von n, p und x, durch die 
Gleichung' (7) dargestellten Parabeln sind also keine Asymptoten der Curve mehr, doch bleibt 
die Annttherung auch in unendlicher Entfernung eine endliche.« Der Contact aller solchen 
Parabeln unter sich und mit der Curve (3) ist als ein siebe npunctiger zu bezeichnen. 

Wenn wir endlich in der letzten Gleichung dem constanten Coefficienten 1 einen andern 
Werth beilegen, so stellt die resultirende Gleichung: 

fp-l-n>’ -I- i'q' = 0 , (8> 

eine solche cubische Parabel dar, welche in unendlicher Entfemnng nnendlich weit von der 
ursprünglichen Parabel (4) und der Curve (3) sich entfernt. Dann können wir den Contact 
als einen sechspunctigen bezeichnen. Auf dep Werth von n kommt es hierbei gar nicht 
an. Wir können auch setzen ; dann schneiden sich bloss irgend zwei der in Rede ste- 
henden Parabeln, in solchen drei Puncten, die in gerader Linie liegen, während, im Allge- 
meinen , die drei Durchschnittspnncte jede beliebige Lage haben können. In diesem letztem 
Falle nur — und auch nicht in dem Falle der Gleichung (7) — ist die Parabel (8) als eine 
solche Curve dritter Ordnung anzusehen , welche mit der gegebenen bloss drei gemeinschaft- 
liche Asymptoten hat. 

144. Wir können, nach dem Vorhergehenden, der allgemeinen Gleichung der Curven 
der a. Ordnung mit cubi-parabolischen Asymptoten, nach einander die nachstehenden Formen 
geben : 

Cp*+^q)0»-j + ptp’+9r)ef„_3 + oß»-4 = o, 

(pM-lq)ö._j + /ip(p+al0'._j -t- ofi .-4 = o, 

(p*+lq)0a_3 4- p(p-H«)0»-3 + ofl.— 4 = 0 , 

(p*+lq)0,_3 + p(p‘-t-er)0„— , + oü ._4 = o, 

(p’+lq)0o_3 + /ip(p-Hl)0,_4 + <j12,_4 = 0 . 

Hierbei steigt der Contact der Curve mit der in ihrer Gleichung in Evidenz gebrachten cu- 
bischen Parabel von einem sechspunctigen stuCenweise zu einem z e h n punctigen an. Es 
muss dieser Contact mindestens ein siebenpanctiger sein, wenn die cubische Parabel eine 
Asymptote der Curve sein soll. 

145. In untergeordneten Fallen kann die Curve unter den unendlich vielen neunpuactig 
oscuiireaden Parabeln , die man alle durch parallele Verschiebung einer unter ihnen erhalt. 
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•latt der xchnpunctiK osculirenden sine mehrpimcUg oaculirende sieb befinden, and für diese 
der Contact bis xu einem Snpuncti|(en aiisteif en. Kür jeden neuen Durchscbnilts - Pnnct der 
unendlicb weit rückt, steigt die Ordnung des Contactes um indem die Gleiehung der 
Curee eine ihrer ConsUnlen verliert, Hst also die Cun'e eine mpunctig osculirende cubi- 
parabolische A8)-mptole — und m kann durch jede Einheit hindurch bis xu der eben aoge- 

leigten Qritiize wachsen — so ist die Ordnung der Annäherung: dri- 

chung enthalt nur Constanten. Je nachdem m eine ganze Zahl von der 

Form Sg . (3;t-l) oder (3^+3) ist , ergeben sich für die Gleichung der Cun-en die naebste- 
beudea Formen mit einer überzähligen Anzahl von Constanten: 

(p’+tqlßa-j + |U(p’+er)0,_,_, + = 0 , 

(p’+iq)ß„_j + up(p-i-o)0,_,_, + = o, 

(p't-tq)J2._] + //(p+«)0_t_i + oiJ.-«-. •= o. 

1 16. Wenn zwei cubische Parabeln unter einander einen mpunctigen Contact haben, so 
schneiden sie sich , je nachdem m eine gerade oder ungerade Zahl bedeutet , in einer unge- 
raden oder geraden Anzahl von Puncten, und demzufolge liegen die beiden unendlichen Zweige 
einer auf der entgegengesetzten oder auf derselben Seite der andern, ln der 9. Figur sind 
zwei einander achtpunctig oaculirende cubische Parabeln - zusammengcstellt. Die beiden un- 
endlichen Zweige der Curwe der n. Ordnung liegen auf derselben Seite ihrer sie neunpun- 
ctig osculirenden cabischen Parabeln. Verrücken wir diese Parabel bis zu deijenigen Oranz- 
Lage , wo ihr Contact mit der Curve btther ansteigt, so liegen die beiden Zweige der Curve 
auf entgegengesetzter oder auf derselben Seite dieser Parabel , je nachdem eine gerade oder 
ungerade Anzahl von Durchschnittspuncten unendlich weit liegt. 

147. Um zu particularisiren , wollen wir uns auf die Curven der 4. und 5. Ordnung 
bcscfarttiiken. Die Curven der 4. Ordnung, welche cubische Parabeln zu Asymptoten haben, 
haben ausserdem noch eine geradlinige Asymptote. Indem wir die Ordnung des Contactes 
für die cubUparabolische wie für die geradlinige Asymptote durch die Anzahl der unendlich 
weit liegenden Durchschnittspuncte bezeichnen, erhalten wir da.« nachstehende Schema der 
müglichen Falle , in welchem nach jeder Gleichung die Anzahl der (nothwendigeii) Constan- 


len bemerkt ist. 

10. 2. 

(p’+lq>r + /ip’ + pp -(- o ■= 0 , 

lio] 

11. 3. 

(pM-lq)r - 1 - /ip + ^ = o, 
{p'+iq)r + /u «= 0 . 

[91 

12. 4. 

[81 

148. Für Curven der 5. 

Ordnung , welche neben rubi - parabolischen Asymptoten im 

Allgemeinen zwei geradlinige haben, erhallen wir bei analoger Bezeichnung das folgende 

Schema von verschiedenen Fallen: 

10. 22 (p^-t-lq)rs -l- ^ip{p+a)t 4- ow = o, 

[16] 

> 32 

» + /'p(p4-<«Xr+i'i) + ow = 0 , 

[I5| 

» 42 

» + MP(p+“)r + ow ~ o. 

(14) 

• 52 

. + ^<p(p4-a)r + oCr+y) — o; 

[131 

11. 22 

(p^iq) (rs+r) + ^(p-(-o)t + 0 = 0 , 

[151 

• 33 

(p^+l<])rs + #i(p+o)t + 0 = 0 , 

(141 

• 43 

» + ju( p+a)(r+|3) +0 = 0 , 

(13) 

• 53 

• + ^(p+o)r + o = o; 

|12) 

12. 22 

(p’+lq)(rs+x) + /i(pM-ot) = 0 , 

(«<1 

> 33 

(p>+lq)rs + ^i(p--wl) = 0 , 

(13) 
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12. 

41 

(p’j-i^lrs -f- ot = 0 , 

|12l 

• 

51 

• + o(r+ol = o; 

IH] 

la 

22 

(p’+lqKrs-l-x) - 1 - /ip’ + pp o^ o. 

[13] 

1» 

33 

(p'+lq)rs + /<p’ -t- pp + 0 " o; 

[121 

11. 

22 

(p^+*q)Crs-i-x) + fif -t- o != 0 , 

[12] 

ta 

11 

(p'-l-lq)rs H- fip -f o o; 

(p'+iq)(rs+x) + ft = 0 , 

(UJ 

15, 

22 

mi 

» 

55 

(p’+l.q)rs + n — 0. 

[10[ 


Vierter Fall. 

Corren mit drei parallflen Aayniptoteii. 

149. Dirsem Falle entspricht die folgende Gleichung: 

(p*+ap+;j)0„_j + = o , 

welche sich zunächst, nie in dem 3. Falle auf: 

+ »ß„_, = o , 

rcducirt Aber in dem eben genannten Falle blieb von der Discassion derjenige untergeord- 
nete Fall ausgeschlossen, wo insbesondere 

»ß.-> = p(p+a)0f._3 + 

. und dieser untergeordnete Fall ist derjenige, mit dem wir uns jetzt zu beschäftigen haben. 
Er setzt also auch schon in der Function ^i—i, damit wir nicht auf den S. Fall sarttek- 
fallen, eine ähnliche Particularisation voraus, als in der Function Wir haben hiernach 

die folgende Gleichung näher zu betrachten: 

p’0,_.) -t- e(p+a)0^»_3 + aSi^^ — 0. (1) 

Es springt aus dieser Gleichung in die Augen, dass jede gerade Linie, welche mit der ge- 
raden Linie P parallel ist, die bezllglirhe Curve nur in (n— 3) Puncten schneidet, weil drei 
Durchscbnittspnncte unendlich weit liegen; es bat, mit andern Worten, dieCurve einen 
dreifachen Punct, der nach dieser Richtung unendlich weit liegt. Eine 
Asymptote entspricht einer Tangente in diesem Punrte, auf ihr muss rin vierter Ourcb- 
schnittapunct unendlich weit liegen. 

150. Wir können der letzten Gleichung, indem wir drei willktlhrliche Constanten *, * 
and * einfUhren , die folgende Form geben : 

(p+»Kp+»l(p-(-*")0.-3 — (»+*+»")p’0.-3 -1- pjp0^._3 — (»x+xx‘-t-xV)0,,_3j 

-t- |pa0‘,_3 — xxV'0,_3j -I- oü ,_4 = o. (S) 

Zuerst sehen wir, dass wir, bei jeder beliebigen Bestimmung von x, x und x", auf die Form 
der Gleichung (1) znriickkommen , vorausgesetzt dass 
^ X + x’ + x” = o. (3) 

Also erst nachdem wir zwei der drei mit P parallelen geraden Linien 

p + x = o, p-t-x'=o, p-(-x=o, 

willkährlich angenommen haben, ist dadurch die Form der Gleichung (1) und die dritte die- 
ser geraden Linien bestimmt. 

Wir können die Form der Gleichung <2) noch weiter particularisirea , und neben der 
Bcdingungs. Gleichung (3) die folgenden beiden aufstellen: 

XX -t- x’x" + x'x" = p, 

x'x'x" = pa ,' (d) 

alsdann nimmt, indem wir 

pj0'«— 3 — 0s— 3 I = 4 

-t- l(p+«jX2«_s s off»_ 4 , 
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setsen, die Gleichung der Curve die narlislehmde Form ui: 

(p+»)(p+»’Kp+*')0»-] + /«(p+oltp+i'?)©.-* + = o. (5) 

Diese Form eiilhült noch zwei überzählige Constanten. EinerseiU k&unen wir, unbe- 
schadet der Allgemeinheit , eine der drei Constanten x, x' und x", etwa die letzte gleich Nnll 
setzen. Oiess kommt darauf hinaus, die Function (p+x~) mit p zu vertauschen, wodurch die 
Form der vorstehenden Gleichung sich durchaus nicht ändert. Andrerseits kennen wir, weil 
die Constanten der letzten beiden Glieder der vorstebendeu Gleichung nicht von einander un- 
abhängig sind , 

^<(p+<»Kp+;S)0._4 + s #<(p4-?;)fp+i)0.-4 + J.cp+|)0„_5 + 

setzen , und erhallen alsdann die folgeude Form : 

P(p+x)(p+x')0„_j + ^cfp+C)(p-t-O0»_4 + t(p-l-'5)0._s + = 0, (6) 

welche die gerade nothweudige Anzahl von Constanten enthalt , nemlich : 

/ Btn-t-3) 

. 151. Die drei ursprünglichen Constanten x, x’ und x" sind nach den Bedingungs- Glei- 

chungen (3) und (dl die drei Wurzeln der folgenden Gleichung des drillen Grades: 

z’ + Iz — Ao = 0 . 

Eine dieser Wurzeln, etwa x , ist immer reell, die beiden andern künnen sowohl imaginllr 
als auch reell sein. In untergeordneten Fallen kUnnen zwei Wurzeln , und auch alle drei 
Wurzeln einander gleich sein. ? und f sind in dem Vorstehenden dadurch bestimmt, dass; 

;+ r = « + /!, 

??■ = — », 

und also Wurzeln der folgenden Gleichung des zweiten Grades: 

z’ — (o+/i)z — 0 = 0 . 

Sie künnen hiernach eben sowohl imaginär als reell sein. 

Der Gleichung (6) entsprechen solche unendlich weit entfernte Pnncte, für welche p, (p+x) 
und (p+x) verschwinden. Für diese Puncte ergibt sich, nach gehörigen Vernachlässigungen: 

CC 0„_4 cc* . er . er 

XX XX ’ ’ e '^xvx— x')’ > . x>— x) ^ ’ 

indem wir durch q irgend eine beliebige lineare Function bezeichnen, die hier einen unend- 
lichen Werth erhalt. Wir sehen hieraus, dass die drei geraden Linien: 


P=®. p-t-* = o, p + x==o, 

drei gewöhnliche Asymptoten der Curve sind, die an ihren beiden entgegengesetzten Seiten 
sich hinziehl. Bestimmen wir, wie in dem ersten Paragraphen, das reciproke Maass der An- 
näherung der Curve an ihre geradlinigen Asymptoten, und nennen dasselbe für die drei vor- 
stehenden Parallel -Asymptoten -7*, und -1 so kommt; 

^ : d" : d“" — (x' — x) : — x' : x. 

Diese Proportion zeigt , dass , wenn das .Maass der Annäherung auf zwei der drei paralle- 
len Asymptoten gegeben ist, dadurch das Maass der Annäherung auf der dritten bestimmt 
wird , und zwar erhalten wir hier folgende nähere Beziehung, 

Das reciproke Maass der Annäherung irgend einer gegebenen Curve 
mit drei parallelen Asymptoten an jede derselben ist dem Abstande der 
beiden andern parallelen Asymptoten von einander proportional. 

Aus der vorigen Nummer ist klar, dass wir hier vier verschiedene Fälle zu betrach- 
ten haben. Die drei parallelen Asymptoten sind; 

1) alle drei reell, 

2) zwei derselben sind imaginär, 
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3) zwei derselbea fallen zusammen, 

4) es fallen alle drei Asymptoten zusammen. 

153. Wir wollen zuvorderst den Kall dreier reellen parallelen Asymptoten discutiren 

und uns, wodurch wir binlänglicben Aufschluss über die Natur solcher Asymptoten überhaupt 
erhalten werden , auf die Curven der 4. und 5, Ordnung bescbrtlnken. 

Die Curven der 4. Ordnung , welche neben drei parallelen As)mptoten immer noch eine 
vierte geradlinige Asjmptote haben , werden durch folgende allgemeine Gleichung dar- 

P(p+*)Cp+*')q + tp’ + //p + 0 = 0. 

Die Ordnung des Contactes auf einer der drei parallelen Asymptoten kann nicht hoher an- 
steigen, weil sonst mehr als vier Durchschnittspuncte mit der Curve auf ihr liegen müssten. 
Die vierte Asymptote aber ist in den KtUlen der folgenden beiden Gleichungen bezüglich eine 
drei- und vier punctig oscnlireade : 

p(p+*)(p+*)q + /*p + o = o, 
p(p-t-x)(p-|-x')q - 1-0 = 0 . 

Kür die Curven der 5. Ordnung ergibt sich das nachstehende Schema , in welchem, vor 
jeder Gleichung , die Anzahl der auf jeder der drei parallelen Asymptoten, die Ordnung des 
Contactes bestimmenden und dann der, auf den beiden Übrigen Asymptoten unendlich weit lie- 
genden Puncte , und , nach jeder Gleichung , die Anzahl der nothwendigen Constanten be- 
merkt ist. 


222.22 

p(p+*)(p+*‘)qr + /ifp+Dfp+Ds + Xp -H o = 0 , 

[151 

.33 

» + /'(p+OCp+fKq+i*) Ip -(- o = 

0 , [141 

.43 

• + /'(p+?)(p+Oq + ip -1- 0 = 0, 

[131 

.53 

• + i^Cp+CKp+Dq + 0 = 0 , 

112] 

.33 

• + /<(p+C)s -H 0 = 0, 

113] 

.43 

• + /‘(P+fKq+;Sj -t- O = 0 , 

|I2i 

.53 

• + i'tp+Oq + 0 = 0 , 

[111 

.44 

* + fia — 0 , 

lll] 

‘ .54 

• + /<q •+• o = 0 ; 

[10] 

333.32 

P(p+*)(p+*'jqr + |«p(p-)-;)a + Xp -f o = o, 

[14] 

.82 

• + /'p(p-t-?)(q+,'l) + Xp + o — 0, 

[13] 

.43 

* + /‘Ptp+Oq + Xp + o = 0, 

[ 12 ] 

.52 

• + .“pCp+?)q + 0 = 0, 

[11] 

.33 

• + //ps -(-0 = 0, 

|12| 

.43 

• + /<p(q+it) + 0 = 0, 

[111 

.53 

• + /»pq + 0 = o; 

[10] 

332.23 

P(p+»Kp+*')qr + /<p(p+*)s -(- Xp -(- o = 0, 

[13] 

.32 

' + /‘p(p+*Kq+iSj Xp -f 0 = 0 , 

[12] 

.43 

• 4 - AP(p+*)q + ip + o = 0 , 

[111 

.53 

• + /'P(|H-*)q + o = o; 

[10] 

333.33 

pCp+xjfp+x'jqr -f- + Xp’ -f ep -t- 0 = 0 , 

|12] 

.33 

• + Xp’ -(- pp -(- o = 0 , 

[11] 

> •« 

• + pp + o = 0 , 

[10] 

.55 

» +0 = 0. 

[ 9 | 

Cs kann der 

Contact auf jeder der drei parallelen Asymptoten einer Curve einer belie- 

bigeo iL Ordoong^, ouabhängig von dem ConUcCe auf den beiden andern, 

, von einem gc- 

wohnlichen bis au 

einem (n— 2)punctigen ansteigen. Bei Curven dieser Ordnung können 
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hiernach 


(»— 8Un-l) « 
" 1. 2. 3 


verschiedene Palle Vorkommen. 

153. Wenn awei der drei parallelen A*)mpU»ten imaginär werden, so kann die drille, 
durch alle Ordnungen des CoutacUs hindurch , bis zu einer (n— 2)puncligen aasteigea. Die 
beidea imaginären Asymptoten können ebenfalls osculirende Asymptoten sein, oseuliren dann 
aber beide nach derselben Ordnung. Diese Fälle bedürfen keiner weitem Erörterung mehr. 

154. Wenn zwei der drei parallelen Asymptoten zusammenfallen, so nimmt die 

( n(}f^3) \ 

2““ ~ J 

Constanten ab: 

P’(P+*)öo— 3 + ^3(P+T)(P+r)ö»— 4 + Ifp+DÖo— 5 + O'Pri— « = O. 

Für solche Puncte, welche nach der Richtung der Doppel-Asymptote P unendlich weit liegen, 
gibt diese Gleichung : 

cc a-* rc 

P “ -f-T «! 5 

mithin ist die Ordnung der Annäiierung au diese Doppel .A.s)-mptote im Allgemeinen gleieh f. 
Diese Ordnung steigt schrittweise für jeden neuen Durchschnitlspunct mit der Curve, der un- 

endlich weit rückt, um eine halbe Einheit, und zwar möglicherweise bis — Alle Formen 

der Curve , za denen wir in dem 5. Paragraphen gekommen sind , finden sich hier wieder, 
die parallele dritte Asjmplote stört hierbei durchaus nicht. 

155. Wenn alle drei parallelen Asymptoten zusammenfallen, so erhält die all- 

gemeine Gleichung (6) die nachstehende P'orm und hängt alsdann nur von l — — — 7 I 

Constanten ah: 

p’0„_3 + i«(p-l-J)(p-l-?')0«-4 + l(p-f;)0._5 + ofl„-6 = 0. (1) 

Im Allgemeinen erhält man für unendlich weit entfernte Puncte: 

p3 = — ft:,',, g — ^ 

woraus ersichtlich ist, dass die Ordnung der Annäherung an die dreifache Asymptote bloss 
i beträgt und dass die Curve gegen diese As)'mptole dieselbe Lage hat, als gegen eine ge- 
wöhnliche Asymptote. Drei unendliche Zweige der Curve reduciren sich auf einen einzigen, 
und dieser fällt in unendlicher Entfernung mit demjenigen, der durch die Gleichung: 

p'q + = o 

dargestclllen Hyperbel höherer Ordnung zusammen, welcher an derselben Asj-mplote P sich 
binzieht. 

156. Wenn insbesondere ^ verschwindet und dadurch die Anzahl der Conslanlen um 
eine neue Einheit sich redueirt, so stellt die resullirende Gleichung: 

p’0o_3 -I- #<p(p+O0.— 4 + ifp+;)0«— 3 + oß„_6 = 0 
eine solche Curve dar, deren drei an P sich hinziehende unendliche Zweige annähenings- 
‘ weise durch die an derselben Asymptote sich hinziehenden Zweige einer Curve der 5. Ord- 
nung, deren Gleichung die folgende ist: 

p'q’ + /<:pq + XI = 0 , 

dargestellt werden. Die vorstehende Gleichung können wir unter der narhstebrnden Form 
= (P’q + f.O(pq+^-) - M = 0 , 
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an« welckrr ersichtlich ist , dass sie für uaendlich weit entfernt« Puncte auf awiefache Weise 
befriedigt werden kann, sei es, dass wir 

p"q + f*? = o 

setsen, wonach pq^oo wird, oder dass wir 

+ iS = o 

setaen , wonach p’q verschwindet. Hiernach hat die gegebene Corve nach der Rkiitattg von 
P eine Spitze erster Art, und fOr die beiden unendlichen Zweige, welche diese Spitze bil- 
den ist die Ordnung der Annahening An derselben Asj-mptote zieht sich zugleich ein 
byperbolisrher Zweig hin, der von der, durch die letzte Gleichung dargestellten , Hyperbel 
dreipimctig osculirt wird. Das Maass der Annäherung ist hiernach unmittelbar gegeben. 

Der somit bestimmte Fall hangt von ^ — 8^ Constantcn ab. , 

157. Wenn, in der letzten Gleichung auch S verschwindet und die Anzahl der Conslan- 

len sich hiernach auf — 9^ rcducirt, so ergibt sich: 

p’Ö»_3 + ^ip’00-4 + l(p+;)0»_ S + oß„_6 Bl o, 
und die drei unendlichen Zw eige werden durch einen einzigen vertreten , welcher annähe- 
rungsweise mit dem an der Asymptote P sich binziebendeu Zweige der Hyperbel höherer 
Ordnung, deren Gleichung die folgende ist: 

p>q= 4- Ä5 = », 

zusammenfUllt. Dieser Zweig liegt ganz auf derselben Seite der genannten Asymptote und 
die Ordnung der Aiinaheruiig betragt In diesem Falle, wie in dem vorhergehenden liegen 
fünf Durchschnitte der Linie P mit der Curve unendlich weit , wonach diese mindesten.« von 
der 3. Ordnung sein mus.«. 

158. Wenn endlich auch $ verschwindet, so kommt: 

p'0„_3 + ^ip-0„_* + l.p0„_5 + oß_6 = o. 

Dann erst hat die Curve drei unendliche Zweige , welche die Linie P zur gemeinschaftlichen 

Asymptote haben. Es hängt dieser Fall von — 10^ Coiistanten ab , und es kann 

derselbe, weil die Asymptote P mit jedem der drei Zweige zwei unendlich weit entfernte 
Pnnrte gemein hat , erst bei Curven der 6. Ordnung Statt fiaden. Zur Bestimmung des 
Muasses der Annäherung der drei Hyperbel- Zweige an ihre gemeinschafUiehr Asymptote 
erhallen wir die folgenden drei Hyperbeln : 

pq + *' = o, pq + *'■ = 0 , pq + x" = o, 

indem wir die Wurzeln der nachstehenden cuhischen Gleirhuug: 

X* + jKX’ 4- ix O =1 0, 

durch x', x“ und x" bezeichnen. Ist eine dieser drei Wurzeln gleich Null . so wiird der br. 
zOgliehe Zweig von der gemeinsamen Asymptote P osculirt: und in untergeordneten Falten 
können auf jedem der drei Zweige bis (n— S) Durehschnittspuncte unendlich weil nicken. 
Wenn zwei der drei Wurzeln x', x", x"' einander gleich sind , so bilden im Allgemeinen zwei 
der drei Zweige in unendlicher Entfernung eine Spitze zweiter Art; daneben behält die Cnrve 
einen gewöhnlichen hyperbolischen Zweig, welcher die Asymptote der Spitze auch zu der 
seiuigen hat. Veberhaupt kann, neben allen den, ha vorigen Paragraphen discutirten Fällen, 
die Curve ttberdicss noch einen hyperbolischen Zweig mit derselben Asymptote haben. End- 
lich können auch die Werthe von x alle drei einander gleich sein. Dann bat die Curve, im 
Allgemeinen , noch keine drei sich osculirende unendliche Zweigen - Paare, so wenig, als sie 
in dem Falle der 155. Nummer drei sich einfach beTtthrende uucndlicfae Zweigen-Paare hat. 

17 
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und es ergeben sich neue untergeordnete Kalle, denjenigen der 150. ond der folgenden 
Niininieni analog, wobei eine Hyperbel an die Stelle der geradlinigen Asymptote tritt und 
der Conlaet um eine Ordnung ansleigt. 

159. Wir wollen zur Erläuterung und als Beispiel für die Erörterungen der vorigen 
Nummer die Curven der 6. Ordnung iiebmen. Wenn Curven dieser Ordnung drei Paare hy- 
perbolischer Zweige haben, welche an derselben Asymptote P, ohne sie su osculireu, sich 

hiiizielieii. so ist die allgemeine Gleichung derselben, mit den nothwendigen — 10^= 17 

Constanten, dir folgende; 

Q = p'rst + /«p'uv + Apw + (T =s o. (I) 

Kür die beiden linearen Kunctioiien, von welchen alle übrigen abhUngen, wollen wir p und 
eine willkührliche zweite Kunctiou q nehmen. Die Korm der vorstehenden Gleichuug zeigt, 
dass wir alsdann il auch als eine ganze Kunclion von pq und p betrachten und demzufolgr 
diese Gleichung auch in die folgende auilUsen können: 

(pqV' + t<fpq)= + A(pq + o 
+ + y| + p’HCpq)’ + ‘(pq) + ?| 

+ P'hCPI) + + P*t*(P9+5)| + »P* + pp* = o. (4) 

Diese Gleichung enthalt zwei Uherzahlige Constanten, welche auf die willkührliche Annahme 
der linearen Kunction, oder, was dasselbe heisst, der entsprechenden geraden Linie Q. 
kommen. 

Wenn wir die W'urzeln der folgenden Gleichung dritten Grades 

«* + fta- + Am + 0 o, (3) 

durch Ol', Ul" und ai" bezeichnen, so können wir die erste Zeile der Gleichung (3) auf fol- 
gende AVeise iu Kactoren zerlegen: 

(pq 4- o>’)(jpq-t-oi"Xpq-l-»"), 

und demnach , indem wir 

pq -i- m' = V, pq 3 y -4- it , P^ + w" iS Y + n' , 

sHzrii, die Gleichung (8) folgendergestalt schreiben: 

yty+nKV+n') 4- up( y-t-rx V4-r') 4- <ip-( y+/xy+^ ) 

4- '7P‘(1''4-«') + *p*(y4tp) 4- vp* 4- pp* = o, (1) 

oder , indem wir die in der 133. Nummer gebrauchte Bezeichnung beibehalten such folgtu- 
det gestalt : 

y(y+n)(y4-n') 4- apyiV- 4- ypqijy 4- = o. (5) 

Im Allgemeinen ^iiid diqenigen drei Hyperbeln , welche durcli die folgenden drei Glei- 
chiingen: 

y = o, y4-n = o, y4-ir' = o, 

dargestellt werden, von der Art, dass sie die drei Paar« an P sich hinziehender nnendlichen 
Zweige der Ciirve drei punctig osculiren. Um die richtige Anzahl der nothwendigen Con- 
stanten zu erhalten, müssen wir, weil eine solche Hyperbel zwei willkührliche Constanten, 
welche auf die willkührliche Lage der zweiten Asymptote Q kommen, mit sich bringt, auf 
die Kunction Y nur drei Constanten stlhlen , unter welchen diejenigeti beiden, von welchen p 
abhüngt, einbegrilfen sind. Aus den Gleichungen (1) und (5) können wir immer, indem 
wir y mit (y4tp+£p’) vertauschen und dann die beiden Constanten t und $ gehörig bestim- 
men, die zweite Potenz von V f.irtschaffen , wonach die folgende Korm mit den 17 noth- 
wendigen Constanten bervorgeht: 

yir4-nxV4-V) 4- :f<riY + Cpijs = o. [i7| t«) 

Wir koaaen endlich anch die heiden überzähligen Cunstantni aus der Gleichung (5) 


Digitized by Google 


131 


S- 6. Asymplolen (li-iltcr Ordnung. 

dadurch rortsrhafTcn , dass wir, statt V, die fllafpunctig oscuUrende Hyperbel V| üi Evidrna 
ireirii liisseii. Es ergibt sich hier unmiUelbar folgende Form : 

Vi(Yi+nJ(1^i+«') + «p?>|Y|’+ yp<fjVi + CpVp, = o. [17] (7) 

Oiess srtat aber nalärlich voraus, dass die Curve wenigstens ein Paar hyperbolischer Zweige 
hat , was iiidess in den Falle dreier gleichen M'urseln der Gleichung (3) in Allgeneinen 
nicht Statt findet. 

16U. So lange die Wnrseln der Gleichung (3) alle drei reell und von einander ver- 
schieden sind , hat die Curve drei Paare unendlicher Zweige mit drei verschiedenen ninfpun- 
rtig u.scalirenden Hyperbeln, welche unter einander auf der geineioschaniichen Asymptote P 
eine blo.s.se Benihrvng haben. Diese Hyperbeln treten io der nachstehenden Gleichung durch 
die Fundiouen Yj , Y^ und Yj unmittelbar in Evidenz: 

533 V,Y,Y 3 + (ip*y|Y, + opVj = o, |17] (8) 

welche, da auf das erste Glied 11 Constanten kommen, die gerade uothweudige Conslan- 
len- Anzahl enthalt. Jede der drei Hyperbeln schneidet die Curve nur in drei Puncten. weil 
9 , nach der Richtung von P hin , unendlich weit liegen. Von diesen 9 Puncten kommen 
zwei auf jedes derjenigen beiden Zweigenpaare , welche von der fraglichen Hyperbel nicht 
osculiil, sondern bloss berfilirt werden. 

Bei Cun eii von besonderer Art kann die Ordnung des Coolacfes mit den drei osrulireu- 
den Hyperbeln ansteigen. Den verschiedenen mbglichen Fallen entsprechen die folgenden 
Gleichungen. Vor jeder Gleichung ist die Anzahl der zusarorarofallrnden DnrchschiiiUspnn- 
ctc , welche auf jeder der drei Hyperbeln Y| , Y. , Yj den OsculationspunrI bestimmen, nach 
jeder Gleirbuug die Anzahl der notliwendigen Conslanten bemerkt. 


633 



(ip'.p,Yi - 

t- Of'lf; = 0 , 

[16| 

735 

« 

+ 

ppVil'i - 

f opVi = 0, 

|15| 

833 

• 

4* 

pp'rji,Yi ■ 

op* = 0, 

HJ| 

666 

ltV,Vj 

+ 


opVi = 0 . 

[151 

766 

■ 

+ 

ep*yi + 

i KO, 

(141 

866 

• 

4- 

pp’ll + 

Op6 = 0 ^ 

|13] 

777 

Y,Y,Y, 

4- 

•s 

II 

0* 

1131 

888 

■ 

4" 

ap^ = 0. 


|I3| 


Es können zwei Wurzeln der Gleichung (3) imaginär sein , alsdann sind es auch zwei 
Paare uiieiidlicher Zweige der Curve. 

161. Wenn zwei Wurzeln, etwa •»' und a>', einander gleich sind, so geht die Glei- 
chung (6), weil alsdann auch n—n\ nachdem sie eine Constante verloren , in die folgende 
Uber: Y(Y+a)’ + /cpip^Y + ip<pj = o. [16] (9) 

Dir Curve bat in diesem Falle immer ein Paar unendlicher Zweige mit seiner ftlnfpunctig 
oscnlireiiden Hyperbel. Diese tritt in folgender Gleichung in Evidenz: 

Y,(Y,+n)’ + ap 7 >,y,‘ + jp^jYi -I- fpVa = »• [1®] (10) 

Alle untergeordneten Falle können auf gleiche Weise durch die beiden letzten unter 
einander idenlischen GIrichnngen ausgedrUckt werden. Um diese untergeordneten Falle zu 
nnlerschriden , wollen wir uns zur ersten dieser Gleichungen wenden. Wenn wir in dersel- 
ben zuvörderst Y mit (Y+n) gegenseitig vertauschen, so kommt: 


(Y+n)Y2 -I- + xpifi = 0, 

und diese P'orm particularisirt sich in die folgenden: 

[16| 

(11) 

(Y+ayV= + fiftfjY + xf'tf, = 0, 

[15) 

(«) 

(Y+n+5p)Y^ + -t- rp^J = 0, 

{14| 

(13) 

(Y+a+|p)Y= + ftf^<f,Y + xpVj = o. 

(131 

(14) 
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(l!'+ii+|p+3-p’)''' + = «. ' (•*! (IS) 

(»+n+i^ 4 -»p’)y'' + + xp» = 0 . [uj (16) 

Wir wollen uns zuerst mit den Gleichungen (11), (13) und (15) besehilligen. Für dir 
nii der hyperbolischen Doppel .Asymptote V sich mehr als bloss berührend hinzielirnden uii. 
endlichen Zweige erhalten wir, bei gehttrigrii Vernachlässigungen, bezüglich die folgenden 
drei Gleichungen : 

+ xp 0 , * V= + xp' = o, ni'^ + xp‘ s« o, (IT) 

woraus wir ersehen , dass den beiden gleichen Wurzeln der Gleichung (3)'eine Spitze zwei- 
ter Art entspricht, dass aber die beiden uiiendlirhen Zweige, welche diese Spitze bilden 
unter rjiiauder einen solchen Contact haben, dessen Ordnung von | zu j und i ansteigt 
In den folgenden drei Gleichungen, die mit den eben gruaniiten identisch sind, tritt die 
fünfpunctig osculimidc Hyperbel Vt in Evidenz: 

VjlV + »PTi'i'o + ePTs)'! + “pVs = o, [161 

• -f- »p-ViV« + pp Vi)'ü + "PVj = ". |l*l (IS) 

• + Pp'r I )o + <'P*'/i = »■ lisj 

In der ei-sten dieser Gleichungen ist Vo = ()'i+“)» i» zweiten = (Y|+o+,?p), in der 
dritten := (yi+tt+ßp+yp^) ; wonach nur in dem Falle der letzten Gleichung, durch die Form 
dieser Gleichung, die Hyperbel Vo vollkommen bestimmt ist. 

Wenn x in den Gleichungen (17) verschwindet, das heisst, wenn die Gleichungen ( 11 ) 
(13) und (15) bezüglich in (13), (14) und (16) übergeben, so ändert sich die Natur der un- 
endlichen Zweige. Dann ergeben sich zur Bestimmung derselben, statt der drei Gleichungen 
(17) die Bdgenden drei: 

«iV' -I- /<pV -t- xp’ = o , 
nY’ + /jp’Y + xp* = o, 
n Y’ + /ip'Y -f. xp* = 0. 

Den beiden gleichen W'iirzeln der Gleichung (3) entsprechen also wiederum zwei Paare un- 
endlicher Zweige. Diese beiden Zneigenpaare osenliren sieh in den drei fraglichen Fallen 
bezüglich drei-, vier- und fünfpunctig. Sie sind hierbei reell oder imaginär, je nachdem 
der Ausdruck (/t- — 4ax) positiv oder negativ ist. 

Wir können hier wieder die drei fünfpunctig osculirenden Hyperbeln zugleich in Evidenz 
bringen. Der Gleichung (18) entspricht folgende Form mit der nOthigeo Constanten-Anzahl : 


5.55 V|YjYj + PpVi)’: + •’P*T; = o, [15| 

welche sieb, für untergeordnete Falle mehrpunctiger Osculalionen, die wir wie bisher bezeich- 
nen wollen, in die folgenden Formen particularisirt : 

5.65 i'iVi's + epVi)'» + «’pVi “ o, [H| 

5.75 » -t- pp’yiY. -t- op* = o, [IS] 

6.55 Y|YjYj -t- pp’Yj + op’^, = o, [14| 

6.66 » -1- ep*Yj + opVi “ ®. [151 

6.76 • -t- ep*Y] -I- (7^ = o, (13| 

f.55 ViYjYj -t- pp*Yi + op*?i| = o. [I3| 

7.66 » + opVi = 0 , [18] 

8.55 V 1 Y 2 Y 3 + ep‘V| + op* = 0 , [12] 

8.77 • -t- op* = o. [ 11 ] 


Es kommen auf das erste Glied in diesen verschiedenen Gleichungen nur 10 Constaule, weil 
hier folgende Functionen . Bestimmung Statt findet : 

Yj= li-t-a-(-(ip-f- j'p’, V 3 ^ Y, dp + rp’. 

Es müssen überhaupt, je nachdem Y| oder eine der beiden Hyperbeln Yj und Yj eine mpunctig 
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otpculirrnde xeiu soll , bncflgtich («i+4) und (m4-S) Durchschnittspancte mit der Curve nach 
der Richtung von P unendlich weit liegen. 

Der Gleichung (14) entepricht folgende Pom; 

5.55 + epVi^i + op*?« = «, I13J 

welche sich , für untergeordnete Fälle mehrpunctiger Osoüationrtt , in die folgenden Pennen 
partkularisirt : 

5.65 yjy, Yj + pp* 9 i|l': + op* = o, |13j 

6.55 + ep'la + <T‘yi = o, jlS| 

6.66 • + pp<y, + ap» = o , [11] 

7.55 V'il'ilj + op* 9 >, = o, [Ilj 

8.66 Y,r,yj + op«-= o. [10] 


Es kommen auf das ente Glied in diesen verschiedenen Gleichungen nur 9 Constantc , in 
l'ehereinslimmung mit folgender Punctionen . Bestimmung : 

Ij = Pi + o + ^p + yp-, I3 = Y, + sp’. 

Erst, wenn von den 18 Durchschnitlspnncten einer der beiden Hyperbeln Ys und Yj mit der 
Curve (m+6) nach der Richtung von P unendlich weit liegen, ist diese Hyperhel eine mpnn- 
rtig oscnlirende. 

Der Gleichung (16) entsprechen die folgenden Pormen: 


. 5.55 

^2* + PP’Vi *1 -1- op‘ = 0, 

[ 11 ] 

6.55 

+ ep*ij + opo = 0 , 

[10] 

8.55 

Y, Yj2 + <rpO =. 0 . 

[91 


Es kumraeii auf das erste Glied in diesen Gleichungen nur 8 Conslante, die Hyperbel l', 
kann nur fttnfpuiirtig osculiren, sic osculirt aber »wei Zweige zugleich fflnfpunctig und be- 
rührt den dritten Zweig auf der Asymptote P. 

162. Es bleiben utvs jetzt nur noch diejenigen Palle zu disculiren fibrig, wo alle Wur- 
zeln der Gleiehnng (3) einander gleich sind. Dem allgemrinslen Palle entspricht hier, in- 
dem aus der Gleichung (6) n und n verschwinden, folgende Gleichung: 

Y' -i- ^p 9 jY + Ififi = o. [151 (19) 

Es ergibt sieh für die unendlichen Zweige der Curve: 

Y' -j- ip = o. 

Dieser gibt es nur zwei , sie liegen gegen die Asymptote P wie die beiden Zweige der Hy- 
perbel Y', einer ihr näher, der andere weiter von ihr entfernt; die Annäherung an diese Hy- 
perbel ist von der Ordnung f. 

Eine Paiticularisation der Gleichung (19)' ist die folgende: 

Y"' tipyjY - 1 - Äp'p, =.o, [14] (20) 

Hier werden die unendlichen Zweige der Curve annäherungsweise durch folgende Gleichung 
dargeslellt : 

Y(Y=+.uf) + Ip' » o, 

woraus man ersieht, dass Y eine dreipunctig osrulirende Asymptote der Curve kt, an der 
zwei hyperbolische Zweige der Curve sich hinziehrn, und dass die Curve ausserdem auf 
derselbeu Asymptote (und also auch auf einem ihrer eigenen hyperbolischen Zweige) eine 
Spitze zweiter Art mit der Annäherungs • Ordnung j bat. Es wird diese Spitze annähe- 
rungsweise durch die Gleichung: 

V + #:p o, 

dargeslellt. In der nachstehenden Gleichung tritt Y'j als fUnfpnnctig osculirende Hyperbel 
in Evidenz : 
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KU Ei'slrr Absolinitl. IJnetulliche Zweige. 

V,> + yffiY,' + pp<TjY, + op<?i; = o. “) [14| 

In uu(ri-grordnr(fn Killen kann da.« Ii) |ierbiilUchr Zweigen-Paar der Curve eine serliit- 
und s i r b f n punrtig osculireiide Hyperbel haben, welche, wir in dem allgemriiirii Kalle, dir 
Spitze in fünf unendlich weit ealferuleu Puncteu achneideL Diesen riitspricbt. dass das letzte 
Glied der eorstehenden Gleicbuag sich bezüglich in np’Vi und opl partkularUirt. 

Eine neue Particnlarisation bietet die fulgeiide Korm dar: 

r* + ;<p^»/iY + Ap-y« - o. [13] 

welche für die unendlichen Zweige: 

y> + ip= - o 

gibt. Die Cnrre hat also solcher Zweige nur zw ei. Sie liegen gegen die A.symptotr P, u ir 
dir Hyperbel und zwar beide zugleich der Asymptote naher, oder beide zugleich weiter 
von ihr entfernt Die Ordnung der Annäherung der Curve an diese Hyperbel Y betragt 
Endlich gelangen wir durch eine neu« Particularisation zu folgender Korm: 

Y' + f‘t'<f 2 Y + = o, [12] 

die wir, wenn wir die Wurzeln der folgenden Gleichung; 

*■’ + + i = 0, (2t) 

durch X,, X. und xj bezeichnen, auf folgende Weise schreiben kttnnen: 

> (y+*,pXY+*:pK>+*3P) + .“'pVi^ + ^'pV: = »• (2'At 

Dann bat die Curve im Allgemeinen wiederum drei Paare unendlicher Zweige. Diese haben 
unter einander einen dreipunctigen Contaet Den drei Kaetoren des ersleii Gliedes der rnr- 
slehenden Gleichung entsprechen drei rierpunctig osculireiide Hyperbeln. In der iiaehstehen- 
den Korm treten die drei niafpunctig osculirende Hyperbeln V, , >2 und Vj in Evidenz : 

555 J’iYjYj + ep*Yi + op®Ti = 0 . [12) 

Jede der fün^unctig oscnlirenden Hyperbeln schneidet die Curve nur noch in einem eiiizigrn 
Puiicle, weil 11 Puncte, von denen drei auf jeden derjenigen beiden Zweige kommen, die 
von der fraglichen Hyperbel nieht fünfpnnetig osculirt werden , unendlich weit liegen. In 


•) Dieie Cteirhiing i*l keine andere, als die enie iler drei Gteirhiinßeii (IR), aut welciier n vervcfauHii. 
<Ien i>t nnd welche hrernacli noch eine üherzahtige CimrUtile eiinchlient. Dieie iit atu tonleheii- 
der Form auigetaileD. 

fin dieie Form diretl lo erhalten, «ollen «ir die Gleichung (2®) auf folgrude VVeiie 
ichrrihen : 

'■“ + }.“P+.“ P’+/*"p*T>|y + t^P’+A'p‘+f p'Vil = o. 

und tUnn V, durch folgende Uleicbuog einfuhren: 

Y S r. -f. {p + Cp*a 

indem wir die beiden iinbeftiafnten CoefßcienteD durch folgende zwei Gleicbungeu: 

^5 ^ A st o, 

bestimmen. Diese Beatimnang ist immer und zwjr auf linearem ^^>ge mögikh, und gitil 

n*vi = 

Mit l verirliwindet mit l und Y zugleich auch Hieraus ersehen wir, dass, wmii die t»lri> 
chiiag (20) io folgende beiden »chfillweise »ich particulaniirt : 

• -IpV* = o. [131 

Y^ -f «rvi''+ =* [*^1 

dadurch die Natur der fraglichen unendlichen Zweige sich nicht amlert. Diesen Parljcnlarisationen 
enUpriclit blosi, dass die Fnnction ep^‘, eiomal auf »>‘p^ «kb reducirt und das andere M«il gaux 
•uirulU- 
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§. 6. As^'iuj>toleii ilriUer Oi'cliiuiig. , 135 

Urbrrriiiütimmuug mit den beiden identlKben Gleichungen : 

1", = J', + op + lif'-, )'j = + ap + fUf'-, 

»iud auf das Glied )', 1', l'j nur 9 Oinslanten zu rechnen. 

E.« gibt hier noch die folgenden beiden untergeordneten Kalle mehrpunctiger Osculationen ; 

665 + PP'l’i + up‘’ »• o, [II] 

666 + <rp‘’ = o. [10] 

Wir können die Gleichung (33), indem wir (V— z,p) mit i' vertauschen, auch auf fol- 
gende Korn bringen: 

* ^(V+V'pXJ+¥'‘p) + epV,l + ^p*Vi = ». 
welche , wenn zwei Wurzeln der Gleichung (31) , etwa und xj , einander gleich sind , in 
folgende äbergeht: 

l’(l'+ipp)= + PpVi^ + ^P*7'2 ” »• I**) 

Die bezügliche Curve hat im Allgemeinen eine Spitze zweiter Art, w elche von zwei solchen 
unendlichen Zweigen gebildet wird, die unter einander und mit der Hi'perbel (K-l-V'p) einen 
Contact von der Ordnung 3j haben. Ueberdiess hat die Cun’e ein hyperbolisrheaZweigeii- 
Paar, wrelcheo die Hyperbel V und folglich auch die Hi-perbel (K-(-i^) dreipunctig osculirt, 
und also mit der Spitze sechs unendlich weit entfernte DurchschiüUspuncte hat. Da der 
Contact der beiden Zweige, welche die Spitze bilden, unter «nauder ein innigerer ist, als 
der Contact mit den beiden b)’perbolischen Zweigen der Curve , so liegt die Spitze ganz auf 
derselben Seite eines dieser beiden Zweige. In der nachstehenden Gleichung tritt Y, als 
dir fünfpunctig osculirende Hyperbel in Evidenz : 

I'i V + T’l'ilo + PP'Ti^’i + «tVi =• ®t [11] 
wobei }g ^ Y, + op. Es tritt, indem das letzte Glied dieser Gleichung sich auf op^ rr- 
ducirt , an die Stelle der fünfpunctig osculirenden Hyperbel eine sechspunctig osculirende. 

Wir können die Gleichung (23) auch unter folgender Korm schreiben: 
l’( l'-fV'P)* + pp>,(l+V'P) + ^P’?': = 
und dann folgcndergestalt particularisiren ; 

1(^+V'P)*+ PPV.(1'+V'P) + l^P*?! = "• l*'*] 

Uaiiii hat die bezügliche Curve ihre drei Paare unendlicher Zweige w iedererhalirn. Von 
diesen hat einer mit den beiden andern einen dreipiinctigen , diese beiden aber haben unter 
einander einen vierpuncligrii Contact In der nachstehenden Gleichung treten die drei 
fünfpunctig osculirenden Hyperbeln in Evidenz: 

YiK.Vj -I- pp'K, -t- op* = o. [I0| 

wobei Yj s Y, -t- ap + ilp" und >'j ^ 1] + ^'p*. Hier kann, in uulergeordiietem Falle, 
nur das erste Paar hyperbolischer Zweige der Curve von einer Hyperbel, statt füiifpunelig, 
sechs punctig osculirt werden. Dem ent.spriclit die folgende Gleichung : 

Y.VjY, + op* = o. (»I ' 

W'eitere KStlle sind, so lange die Gleichung (31) nur zwei gleiche Wurzeln bat, iiicbl 
möglich. 

Wenn die Wurzeln der eben genannten Gleichung alle drei einander gleich sind, .so 
geht die Gleichung (33) , indem tp verschwindet , in die folgende über: 

I"* 4- epVi Y 4- lp*'p. = o. [10] 

Kür die unoudlicheii Zweige kommt alsdann : 

y‘ 4- ip< = o, 

woraus mau ersieht , dass die Curve bloss zwei solcher Zweige hat. die die Hyperbel Y nach 
der Ordnung ^ osculiren. 

Die folgende , von Neuem particularisirte Korm: 
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Erster Abschnitt. L'ncudlichc Zweige. 


)■' + ep'Ti •" o. |9l 

Kibl für die unrndliehni Zweige ; 

)'( )'!+pp*) + Xpi =. o. 

Es ist als« y eine Uj-perbe], an welcher *wei Zweige der Cnrve vierpuDchg osrnlirend sich 
hinziebeti. Auf einen dieser Zweige hat die (’urve ausserden noch eine Spitze zw eiter An. 
deren beide Zweige sich unter einander, so wie auch jenen Zweig nach der Ordnung ä! oscu- 
liren. Statt der vierpunclig osculirendea Hyperbel tritt, in der nadist eh enden Gleichung, 
die ruiirpiinctig oscnlirende, welche die Spitze der Curve in sieben unendlich weil entfern- 
ten Palleten schneidet , und demnach nicht mehr in eine sechspniictig osciilirmde übergrlien 
kann, in Evidenz; 

1',’ -I- + ppVi + "P® “ “• 1*1 

Eine neue Paiiicularisatinn liefert die folgende Gleichung: 

)■» + ep<)^ + ip*?, = 0. 1«| 

die bezügliche Curve hat alsdann nur zw ei unendliche Zw eige, welche die Hyperbel 1’ nach 
der Ordnung ^ osenliren. 

Hiermit sind alle möglichen P'Alle erschöpft; denn das Verschwinden des zweiten Glie- 
des in der letzten Gleichung hat keinen Einfluss auf die Natur der unendlichen Zweige. 
Wenn aber das letzte Glied auf Ap* sich rcducirt, so löset diese Gleichung sich in die Glei- 
chung dreier solcher Hyperbeln auf, die unter einander zu je zwei einen vierpancligen Cnn- 
lact haben, — 


§• r. 


.tiifaHhlUBn drr vorsrhleitenpn Arten von C'nrven der vierten Ordnunw« in 
■ealeltunir nur die A’ntiir Ihrer unendllrlien Ktveiffe. 

163. En ler bat bereits eine solche iin 11. Capitel des 2. Bandes seiner Ei iil eit iing in die 
Analysis des Unendlichen gegeben ; doch tragt diese Aufzahlung den Cliaracter der Unsi- 
cherheit an sich, weil er nur vermutheu kann, dass dir meisten der von ihm namhaft gemachten 
Arten wirklich existiren. Wir können hier mit vollkoinmener Sicherheit ailftreteii und sogleich für 
jede besondere Curven - Art die allgemeine Gleichung fainsclireibeu und zwar in solcher Weise, 
dass das Characteristisrhe der jedesmaligen Curveii-Arf , unabhängig von ihrer Lage, unmit- 
telbar aus ihrer Gleiehung in die Augen springt ; dass wir uiiuiittelbar erkeniirn, in welcher 
Beziehung jedes Glied der Gleichung zur dargcstellten Cuire steht und wie mit einer p’orm- 
Aenderung jedes Gliedes auch die Natur der Curve sich ändert. Und endlich gibt es eine 
abstracte Zahl (eine Zahl, die wir für jede Gloirliung durch unmittelbares Zalilcii erhalten) 
welche unserer Einlfacilung und überhaupt allen unsem Entwicklungen zur Coiitrolle dient, 
ich meine die 'Anzahl der nothwendigen Coiistanteii , die jede Ciirveiiart fordert. 

Es bringt Euler alle verschiedenen Arten unter acht Hauptftllle: wir wollen ihm 
hierin folgen. 


Erster FaU. 

Es gibt keine reelle Richtnng luch welcher die Curve in weniger als vier Pnnrten ge- 
sehnitten wird. Die vier geradlinigen Asymptoten sind imagiiihr, schneiden sich aber paar- 
weise in zwei reellen Pnnrten, welche die Mittelpuncte zweier Gruppen ahnlirhrr and ähn- 
lich liegender Ellipsen sind, von welchen jede, weil sie mit der Curve in unendlicher Eul- 
fernuiig einen imaginären Doppel-ConUet hat, nur in vier Puncten schneidet. Verrücken w ir 
eine solche Ellipse , parallel mit sich selbst , so schneidet sie dir Curve in sechs Punciru. 
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J. 7. Airfiählnng der Ciirren-Arten 4. Ordnung. 137 

Wir gebrnrn, um uns Euler mrlir unzuitlbcm , auf Unterscheidungeo hg Inuginarrii keine 
Rurkaicht, und xAhlea mit ihm hier nur eine einzige Art, deren allgemeine Gleichung: 

1. (p*+i‘'qO(r’+r’>’) 4- etu + /» = o. •) [lil 

t 

Zweiter FM. 

Es gibt zvei bestiiiinte Richtnngen . nach welchen die Curve von einer beliebigen gera- 
den Linie nnr in drei Puncten gesrbnitten wird. Nach diesen beiden Rirbtiingeii schneiden 
insbesondere zwei gerade Linicti. die beiden Asymptoten, die Curve im Allgemeinen und lioch- 
stens in zwei Puncten. An die Stelle einer Ellipsen-Oruppe des ersten Falles ist hier eine 
Gruppe von Hyperbeln getreten, welche die beiden reellen Asjmptoteu der Curve aiwh zu 
den ihrigen haben. In dieser Hyperbel -Gruppe befinden sich insbesondere zwei Hjperbelii. 
von denen jede, weil sic einen Curven- Zweig dreiponctig in unendlicher Eiitferuung oscu- 
lirt, die Curve iiieht in vier sondern hn Allgemeinen in drei Puncten schoeidel. Es kann, 
in untergeordneten Fällen, jeder der beiden Dnrrhschnittspuncle der Carve mit jeder der bei- 
den .Asymptoten unendlich weit rticken, wonach wir, mit Euler, die folgenden t> Arten 
erhallen : 


3. 

pqfr'-i-y's-) + rtu -r = o. 

im 

3. 

pqfr-’-t-y'sO + r(p-t-a)t + ,« = o, 

[I3| 

d. 

p«|{r^V) + rpt -i- /* = 0 , 

|I2I 

5. 

pqCr--t-y^’) + + yt =o. 

[I2| 

6. 

pqfr-'+y’s?) + vp(q+») + gz = o. 

(11) 

7. 

pqfr^-y’s-) -t- vpq + « = o. 

litt] 


Drilter Fntl.‘>'>) 


Dir Curven haben 

rier reelle Asymptoten, wt leite die Cnrve im 

Allgeineiiieu und hoch- 

siciis in zwei Puncten 

schneiden. Jede gerade Linie, welche ihnen parallel ist, schneidet die 

Curve immer in drei Puncten. In nntergrordnrien Fällen kUnnen die DniThsclinilte der Curve 
mit Ihteu Asymptoten unendlich weit räckrii, Hieriiarh erhalten wir 9 versebiedene .Arten. 

8. 

pqrs + »In + = o. 

|I«I 

9. 

pqrs + »(p+7T)t + I» = o. 

(131 

II). 

pqrs + »'pt + fc ■= o. 

1121 

>1. 

pqrs + »(p-i-TKq-t-*) + ft u. 

|I21 

12. 

pqrs 4- vp(q-i-») + ^ = o. 

ln| 

13 . 

pqrs 4 - ipq 4 - ju = 0 , 

|i(i| 

11 . 

pqrs 4 - >t = 0 , 

|H| 

15. 

pqrs -t- ep 4- ,u = 0 , 

(I0| 

16. 

pqrs 4 - /» = 0 . 

l»l 

•) Vor iftler Oleichun}; 

wollen wir in Ibrtlaiifcmlrr Muiiimer ilir riud;i>lm‘ii 

.\rlen v«u CnrAen birrlrr 


Ordnung bereichor» , narb jeder tileieliung, wie bisher, die Aiirulil der iitithweudigeo Cunst.inteii. 
Auf jeden Factor eon der Fnnu Cp’+t<|*} »*od überall nur 4 (ionstnnte an rechnen. Vergl. 't 
") In F II I e r's Aiilr.ihluug der 4. Fall. 

•••j Die 23- Art nach F.iiler, weiche hieriier gehören wiinie, Mistirl iiioht. Sie entijiricht, nach der 
von uns früher gebrauchten Bezeiebnongsweise dem Svmbole 4433 und würde sich alsu . wenn »le 
müglich Ware, zwischen unsere 15. und Id» Art, weiche bezüglich den Symbolen 4-533 und 4-I4A 
entsprechen, stellen Da aber iHe der 15 Art eiilsprerhende lileichiiiig nur rine Cunslanle ver- 
llerrn ninss , tun in tlie Gleichung des Ifi. Falles, ilberr iigehen , so taiin teilte iutermedi.ire Art 
sc-rhenden sein. Die rnmdglichkeit der fraglirhrn \rt ist in dem Satze der 2fl, ^iniumer begnindet. 
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l.'W Erster Abschnitt. Unendliche Zweige. 

Fler/er Fall*) 

^ Wir müssro liirr eine doppelte Uiiterscbriduni' maclicii. 

.4. Es gibt eine einzige Rirblang , nach welcher die Curve ran einer geraden Linie > 
t nur in drei Punctrn gescbnillen wird, keine nach dieser Rirblung gezogene gerade Linie 
sebneidet die Curre nur in zwei Puncleii. Eine beliebige Parabel, deren Durrbmesser diese 
Riclitung haben , schneidet die Curve iin Allgemeinen und höchstens in sechs Puneten, wenn 
ihr Parameter gehörig bestimmt wird, nur in fünf Puneten. Verschieben wir eine solche Pa- 
rabel , parallel mit sich selbst und mit ihrer Ourcliiiieascr-Rirhtiing, so schneidet sie in einer 
bestimmten Lage die Curre nur in vier Puneten und wird dann Asymptote derCun'r. Ver- 
schieben wir endlich eine so bestimmte Parabel, ohne sie zu drehen, nach der Richtung ihrer 
Diirclunesser, so bleibt sie, in allen ihren 1-ageii , eine Asymptote, in einer vollkommen be- 
stimmten laige aber , in welcher sie mit der Curve einen innigem Contact bat, schneidet sie 
diese nur noch in drei Puneten. Ausserdem hat die Curve zwei imaginäre geradlinigen 
Asymptoten. 

17. (p'-t-üpKrr-l-yV) -t- r(p+n)t -1- = o. ®*JI [13] 

B. Es gibt eitle bestimmte Richtung , narb welcher die Curve von einer sonst be- 
liebigen geraden Linie nur in zwei Puneten geschiiitteii wird. Im Allgemeinen befinden sich 
unter diesen Linien zwei, welche die Curve nur in einem einzigen Piincte schneiden; die bei- 
den parallelen Asymptoten. Diese bilden in unendlicher Eutfemung einen Doppelpunet. 
Ausserdem hat die Curve zwei imaginäre geradlinigen Asymptoten. . 

a. Es sind die beiden parallelen Asymptoten imaginär, so dass der unendlich weit 
entrernte Doppelpunet ein isolirter ist: 

18. (p’-t-S^Kr'-t-y’s“) -1- + ft = o. [12] 

,d. Es sind die beiden parallelen Asymptoten reell ; dann kann auch jede derselben 
eiiir dreipunctig osculirrnde sein und schueidet dann die Curve nicht mehr. Hier finden also 
die folgenden 3 Arten Statt : 

19. (p’— + np-1-’'H -I- = 0 . [12] 

20. (p=— lO(r^-t-j’s’) -I- rtp+i« + |U = o, [llj 

21. (p' — 5 ’)(r'+ 7 ’sM-*) + ip -t- /I = o. *•*■» |I0| 

y. Es fallen die beiden parallelen Asymptoten zusammen. Der unendlich weit lie- 
gende Doppelpunet hat also zwei zusammenfallende Tangenten, und ist, im Allgemeinen, eine 
Spitze erster Art; 

22. p=(r’-4-yV) + vfp-l-a)t + ft ^ o. (11[ 

Es können auch zw ei reelle oder imaginäre Ciin’en - Zweige sich beriihreii: 

23. U. pHr’-l-}'-s') -I- Sipt + ft o. [10] 

Die berührenden Zweige sind reell, wenn v’>^, und imaginär, wenn r^<ft. Wenn 

r’ = i«, 

so hat die Curve im Allgemeinen in unendlicher Entfernung eine Spitze zweiter Art; 

“5 ln Euto'r'« Auftiihlnng der 3. Kalt. 

Wir nelimeu liier auf die vrrM:tiiedeueu Ordnungen, nach welchen die parabntirche Anyrnptate die 
Curve m unendlicher hnlfrruiing uscuUreii kjjiiii, keine ItOckiictit, und iahten dealialh hier nnr 
e.ineii Falt. Wir cerhihrrn hierbei ronaeiftienl , weit wir inuaL auch, upi cun*e(|urnt ln sein, liei 
niclit oicnlirenden geradlinigen Aiyuiptoleu beoindere Falle in Beziehung auf uiculirende hrperho. 
liKtie Dnppel-AaynipUileu hatten unteracheiden niroien. 

***' Fol er hat die 30. Art, wo der CuiiLact aut den lieideu parallelen Asymptoten von venchiedeuer 
Onlnung ist, nicht erkannt. Diese Art ist iwiscbcn seine lU und tl. Art eiazuBchalten. 
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5. 7. Aufzählung der Curven-Arten 4. Ordnung. 1;}}» 

^ 35. + Si^il + »' = 0. (9) 

Wir Künnrn die vorotefaendr Glcidiuiig, indem nir einen Ausdrlirk von der Korm (pq-i-v) 
kurz darrli V beadchnen , aurh anf die folgende Form bringen: 
y- + ap + + yp' 4- p’p* = o , 

wobei durch den poeitiven M'erlli dea Coefficieuteu von p* die beiden Asymplolen der Curve 
ala imaginäre in Evidenz treten. Wenn a verschwindet , so hat die Cnrve zwei vollständige 
hyperbolischen Zweigen-Paare , welche sich in unendlicher Entfernung dreipunctig osmliren. 
Diese Zweigenpaare kbnnen reell oder imaginär sein: 

36. 87. 1"’ + *-p- + yp^ p^p* = o. [8| 

Wenn x verschwindet, erhält die Cnrve wiederum eine Spitze, die aber von zwei solchen 
Zweigen gebildet wird, die unter sich einen Conlact von der Ordnung | haben: 

' 88. i" + yp’ + p=p« = 0 . *) (71 

Fünfter Fall. 

All die Stelle der beiden imaginären Asymptoten des 4. Kalles treten hier zwei reelle 
.Asyraptoten. Wenn die verschiedenen unendlichen Zweige ein und derselhen Cnrve in kei- 
ner gegenseitigen Beziehung ständen, so wärden sich die 13 Arten, welche wir bi dem vori- 
gen Kalle aus der Verschiedenheit der unendlichen Zweige abgeleitet haben, mit jeder der 6 
Arten , die zwei gewobnlirhe Asymptoten nach dem 3. Kalle darbieten. zu neuen Arten coiu- 
biiiiren. Somit erhielten wir hier 72 Arten. Diese Anzahl rednrirt sich aber, weil 25 Arten 
unmöglich sind , auf 47. 

.A. Parabolische Asymptoten : 


29. 

(p'-l-iq)rs Kp-l-n)t + /« = o, 

fl3| 

3«. 

(p=+lq)rs + Kp-Wi)tr-t-p) -t- ,u = b , 

|12| 

31. 

lp'-t-sq)rs + rtp-l-!7)r + ju — o. 

|11| 

32. 

tp’+iq)rs + »1 = 0 , 

[ll| 

33. 

(p-’+l.qIrs + «T + 11 = 0 , 

|ltl| 

31. 

(p^+Äq)rs + fl = 0 . 

I9| 

B. Zwei imaginäre parallelen Asymptoten: 


;l.5. 

(p'+IOrs + Kp+")t + ft ^ V, 

fl2| 

36. 

(p-+'4-’)rs + »fp+uKr+pJ + iu = o. 

|n| 

37. 

(p-+?Ors + e(p+nDr + ,« = n. 

(101 

38. 

fp^+Drs + vt = o. 

|lü| 

39. 

(p'+i’)rs + rr + ft = 0 , 

|9I 

40. 

(P^+IOts + /• = 0. 

|81 

C. Zwei reelle nicht osculirenden parallelen Asymptoten: 


11. 

(p-— >-)rs + Kp+"lt + /« = 0 . 

|121 

18. 

(p’— l’)rs + i(p+n)(r+p) + /• = ü. 

(111 

43. 

(P‘— 5’)rs + Kp-t-")*' + b = 0. 

[101 

41. 

(p’— ?')rs + »t = 0, 

(10] 

45. 

(p-— 5’)rs + »r + /i = 0 . 

I»1 

Euler hat io seiner »KinleitiiDgu die Fxisteui von SpiUrn /weiter airt 

liherhaupt und iothesondere 

in Mueiullictier Eatferm 

iiig nkht erkannt. Darum fehlen die Arten 25. 

■Mid 38. ich halte liier . UM ii. 

wat er okht tiiut* liie 

Arten 26« mid 27 von den Arten 25. und 34 

Retrennt. Unter vierter Kall 

enthalt Bomit 12 Arten 

, wiihreod Killer tlereu nur 7 aMtxililt. 
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Erster Abschnitt. Unendliche Zweige. 

D. Zwei reelle parallelen Asymptoten, von weieben eine die Cnnre in «nendlicher 


Enlferniinft oacniirt ; 

J6. (p‘— 5')T8 + Kp±>)t + M = •. [nj 

47. (p-— l‘)rs 4- KtiKr+e) + ^*= o. [loj 

48. (p'— ?^rs + ><p±l)r + s» = o. [9] 

E. Zwei reelle und osculirende parallelen Asymptoten: 

49. (p^— i'Xrs+») + >» + M = o. ( 10 ) 

50. (p'— iOrs + »p + /• = o, [9| 

51. (p=— 5')rs + ^» = o. (8 ] 

F. Eine Spitse erster Art in unendlicher Entfemuni;; 

52. p’rs + Kp+n)t + /u = o, (11| 

53. pVs 4- Kp4-nKr4-pJ 4- f* = O, (10| 

54. p‘rs 4- Kp4-»)r + ft = o, |91 

55. p-rs 4- vt = o, |9| 

56. p’rs + rr + ft = o. 18| 

G. H. Zwei vollsUUidige Zweige der Curve , die reell oder imaginär sind , haken 

in uneiidlirhrr Eiitleniung einen gewöhnlichen Contact: 

57. 61. p'rs 4- 2rpt 4- = », (19| 

58. 62. p’rs 4- 2»p(r4.p) 4- = 0, |9) 

59. 63. p'rs 4 - 9»'pr 4- «= o, 18] 

60. 6A p'rs 4-^ = 0. ( 7 1 

I. Eine gewöhnliche Spitse xweiter Art in unendlicher Entfernung : 

65. p'rs 4- 2rpt 4- »' = o, (9( 

66. p'r» 4 - 2rp(r4-p) 4- o, [8( 

67. p'rs 4- 21-pr 4- V' == o. |7J 


Wir sriieii hieraus, wie die eine Asymptote S immer eine gewöhnliche bleibt, während dir 
iUidere in eine drei- und virrpunctig osculirende abergehen ' kann. 

K. L. Zwei vollständige, reelle oder imaginäre Gurren -Zweige, welche, nach der 
Richtung der Asymptote P, sich drripunctig osculireii: 

68.69. Y' q: x'p' 4- yp'— p'p* = o. [8J 

II ni neue untergeordnete Fälle su unterscheiden, wollen wir in dieser Gleichung fOr V wie- 
licmm den Ausdruck (p^+v) restiluiren. Alsdann kommt: 

(pa+O' 4 *’p’ + yp* — p'p« = «. («J 

wobei au bemerken ist, dass weder die Constantep noch die Constante v verschwinden darf, 
weil in dem einen Falle die Curve eine parabolische Asymptote erhält, und io dem andern 
alle Glieder ihrer Glieder durch p' theilbar werden. Wir können die vorstehende Gleichung 
auf folgende Form bringen : 

P'(q— e|H-|;)(q4-pp— ^-) 4- 2iT>q — (^,+K')p' + »' = 0 , 
oder auch, indem wir 



sriacii . auf die folgende: 

p'r(r+2pp- 4- 9rp(r+(p- J £)p - ^-) v' = o. (ftl 

Diese Gleichung, welche vollständig die Gleichung (a) veiirilt, eiilsprieht einer Particulari- 
sation der linearen Functioh t in der allgemeinen Gieiebung der 65. Art , wodurch diese 
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I4l 


Gleichung eine CunsUnte verliert. Man übeneugl sich nemlirh leicht , dass , indem a eine 
neue Constante bedeutet. 


St 5 s -f- r + op , 

oder, wenn wir geometriach deuten, dann das, von den beiden As}mploten R nnd S auf der 
Doppel- As)mptote P interceptirte , Segment von der Linie T balbirt wird. 

Wenn die Asymptote R eine dreipunctig osculirende w erden soll, so kommt die folgende 
Bedinguugs . Gleichung iwiscfaen den Constanten der Gleichung (a) hinzu; 


Wenn wir, der Kürze halber. 


4 (>-- 4p' 


(c) 



setzen, so dass 


± *: = »d _ 

so nimmt die Gleichung (b) hiernach die nachstehende Form an : 

70. 71. p'r(r-Hlp-K) + Sep(r-t-Jfj -e »= = o. (7J 

Die sich in unendlicher Entfernung osculirenden Zweige sind reell oder imaginttr, je nachdem 
4*i — e'>o oder 4vJ — t'<o. 

Die Osculatioii der Asymptote R steigt zu einer vierpunctigen an, wenn t und folglich 
auch y verschwindet , dann reducirt sich die Bediugungs - Gleichung (c) auf : 

+ *' =s Sep »d, 7=0. 

und die Gleichung (7) verwandelt sich in die foigende: 

72. 78. p'r(r-l-dp) + Sep^ -I- »- = o, 16) 

und je nachdem die Coefficienten v und d im Zeichen Ubereinstimmen oder nicht , sind dir 
beiden sich in unendlicher Entfernung osculirenden Curven-Zw eige reell oder imaginär. Dir 
beiden Asymptoten schneiden die Doppel-Asymptote P nothwendig in demselben Puacte. 

M. Eine Spitze zweiter Art , von zwei solchen Zweigen gebildet, die unter einan- 
der einen Conlact von der Ordnung j haben: 

74. Y-’ + yp* + p'p* = o. (7| 

Wir klinnen die bisherige Bezeichnung hier beibehalten, indem n ir bloss * gleich Null setzen, 
dann kommt, wenn eine Asymptote die Curvc dreipunclig osculiren soll, aus (e): 

Ssp' = /', 

oder auch 4»d = 

Die Gleichung der 69. und 70. Art geht hiernach, indem sie eine Constante verliert, in die 
folgende über; 

75. p:rfr-^L.p-i-o + 2>f(r-(-ic) v= •= o. [6| 

Zu einer vierpunctigen kann die Oseulation nicht ansteif^eu , weil c hier nicht mehr ver- 
schwinden darf. *) 


*) Dt Kuler von den 12 Arten des 4. Palles nur 7 ««rkanate. si» rrhaJl er auch nur 7-6s42 Arten 
des vorliegenden Palles, von denen er iwei als unniuglich aus»rhei»Iet, so dass sich nach ihm 40 
Arten ergel>en. Aber ausser den von ihm aiisgeschiedenen, sind noch 7 Arten uumuglich, wonach -• 
die Anzahl «lersellien sich auf retluciren würde. Zu «Heien hommeo aber noch «Ue folgen«len 

voit Kuler übersehenen 14 Arten hinzu: 46 bis 48 und 63—76» *u dass wir »« den 47 in> Texl« 
aufgezAhlteii verschiedenen Arten gelangen. 
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Sreiuler Fall. 


Dil- in dem t. Palle aiilgestthlleii besoudrrii ZMiilf Kalle combiniren sieb paarHci.si-, in- 
dem die Curve hier, statt der beiden iniagiuitreii As]inptoten, noch eine zweite Gruppe pa- 
rabolisrher Asymploteu »der in uurtidliclier Eiiireriimig einen Doppelponet hat. 

.A. Zwei Gruppen parabnlischer Asympluten; 

76. (p--t-Äq)(r’-A-}-») + Kp-eti)(r4-e) + = o. [I3| 

B. Eine Gruppe parabulisriier Asyniptulen und 1) zwei imaginäre Asymptoten , ‘4> 
zwei nicht «srulireiide parallelen Asymploteu, 3) zwei Asyniptulen, von welchen eine drei- 
punclig osculirt, 4) zwei dreipunclig osculirende Asymptoten, 5) eine Spitze erster Art. 6) 
und 7) zwei reelle oder imaginäre vollständigen Zweige, w eiche io unendlicher Enlfermnig 
eineu gewnhnlichen Contact haben. 8) eine gewöhnliche Spitze zweiter Art, 9) und UM zwei 
reelle oder imaginäre vollständigen Zweige, welche sich in uuendlieher Entfernung dreipun- 
rtlg osculireti, 11) eine Spitze zweiter Art, welche von zwei solchen Zweigen gebildet »er- 


den, dir unter einander einen Contact von der Ordnung j haben. 

77. (p-+'ä'-)fq'+}T) -1- efp+n)(q+x) .J- ^ = o . |11| 

78. <p ‘— sOCq’+J'f) + »-{ p+a)( q-i-x) + — o , ^ |11| 

79. (p’— ä’ttq -tjr) + >|p-;)(q-|x) + ;< = o, *• tlO| 

80. lp‘— l'Hq’+yrj -i- xp + /I = o, 19| 

81. p-fq'+J-r) + »ip-l-nKq+x) + ^ = o, (10| 

82. 83. p-(q--t-yr) + 2»p(q+x) + n = o, *) 19] 

84. p’(q--fj'r) -l- 2xp(q+x) = o, (8| 

85. 86. p'CqM-yp+x’) + 2xpq + »= = o,»*) |7| 

87. p’(q-+yp) + 2xpq + »’ = o. |6] 


Die vier letzten Gleirhiingen können auch, mit Beibehaltung der früliern Kezrichuiuig. unter 
folgender Porm geschrieben werden; 

+ np -I- /Jp’ + yp '- = 0 . . 
y= ± x=p= + yp' = 0, 
yi + j-pi = o. 

C. Zwei Paare paralleler Asymptoten. Hierher gehören die folgenden Arten. E« 


hat dir Curve, neben einem Paare imaginärer Asymptoten. 

1) rin zweites Paar solcher Asymptoten ; 

88. (p’+l')(q’+y-) ■+ Kp-t-t'H.q+’t) + w = «; [lo] 

2) zwei reelle parallelen Asymptoten, die beide nicht osculiren, von denen eine uscu- 
lin, oder die beide osculireti: 

80. (p-— S’KqM-yO + x(p-|-n)(q+x) -I- .« = o. (I0| 

90. (p'— D(q'+)'‘) + »(p+5)(q-i-x) -t-ti = o. (9| 

91. (p’— DCq--t 7 =) +»p-t-;« = o; [8] 

3) eine Spitze erster Art; 

92. P’fq^y’) + efp+aKq+a) + ^ = o; (9 1 


4) zwei in unendlicher Eotfemung sich einfach berlihrrnde . reelle oder imaginäre 

*) Je nachdem der Ausdruck (x* — ft) puiitiv oder negativ ist, sind die sich beriitirenden Curven-Zweige 
rerll oder imjgiuär. 

**) Atif den Anidruck (q^^yr) liml üb«rall nur vjfr CuntUnU xii rpcburui rr Isaou. naebdem dir Fim> 
rtioD p vorfirr heitimml ist« ubrrall auch durch dim ^utdnick (q*+KP+«^> rrsrJit «erttm (82-, 
wunarb dir (»iriebung der S3 Art« iotlein sir in dir Gleicbim^ drr (olgmütn bridrn Artrn libfr« 
jsrht, nur die eiiuigr Conhlantr q verliert. 
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Zweigen - Paare : 

93. 94. pKqM-yO + Sip(q+x) + = o;») jS] 

5) eine gewöhnliche Spitze zweiter Art: 

9S. p^(q*+yO + 8ep(q+») + = o. [ r ] 

Die letzte Gleichung könneu wir auch folgendergestalt schreiben : 

y' + op + = o. 

Andere Arten von Curven mit imaginären Parallel . Asymptoten gibt es nicht. 

Es hat die Curve neben zwei gewöbulichen parallelen Asymptoten, 

I) noch ein zweites Paar paralleler Asymptoten, die beide nicht osculiren, von we|. 


chen eine osculirt, oder die beide osculiren: 

96. ‘ (p^— 5^J(q=— + e(p+a)(q+x) + = o, [10] 

97. (p*— rKq=— yO + »(piSitq+O + 4» = o, [9] 

96. (p-— 5’)(q=— y’) + xp + #« = o; |8J 

8) eine Spitze erster Art: 

99. pJ(qJ_y!) + |.(p4.„)(q4.x) + ^ = o; [9) 

3) zwei reelle oder imaginäre, in unendlicher Entfernung sieh berttbrende Zweigen-Paare; 

tot). 101. P^(q'— y’j + 2xp(q+x) + = o; [8] 

4) eine Spitze zweiter Art : 

102. pHq’ — y') + 2xp{q+x) + /( = o. [7] 

Diese letzte Gleichung kann auch die folgende Kann annehmen: 

y= + ap — y-p’ = o. 


Es hot die Curve neben zwei parallelen Asymptoten, unter welehen sich 
eine osculirende befindet, 

1) noch zwei solehe Asymptoten: 

103. (p^— «'Kq’— y’) + »(p+?i(q±y) + n = o, [8] 

2) eine Spitze erster Art: 

104. p’(q-’— y’) + »(p+’»)(q±y) + it = o; [8] 

3) zwei in unendlicher Entfernung sich berührende, reelle oder imaginäre Zweigen- 

Paare: 

1U5. 106. P^tq’ — y“) + 2xp(q±y) -(- ^« = o; [7] 

4) eine Spitze zweiter Art: 

lt)7. p'(q^ — y-) + 2vp(q±y) + = o. [6] 

Diese letzte Gleichung kann auch die folgende Korm aiinehmen : 

y: — yp(p4-2x) = o. 

Es hat die Curve neben einem Paare oscnlireuder parallelcnAsymptnten. 
1) rin zweites solches Paar: 


108. 

(p’— ?’)(q’— y’) + n = oi 

[7] 

2) eine Spitze 

erster Art ; 


109.' 

pJ(q2_yS) + = 0. 

161 

Es hat die Cnrve 

neben einer Spitze erster Art, 


1) eine zweite solche Spitze: 


110. 

p’q’ + Kp+n)(q+*p + ^» = o; 

[8] 


2) zwei in unendlicher Entfernung sich berühlxodr , reelle oder imaginäre Zweigen- 

Paare: 

*) Üa« Zeichen dei .äuaürucki (x* — enticheidel über die ReatiUt oder linaginaritüt rier Zweige, wie 
hei den Arten 81. und 83. 
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1 1 1. 1 IS. + Septq+x) + ^< = o ; ( T | 

3) eine Spitar sweiter Art : 

113. p-q’ + 2ep(q+*) 4- »= = o. [6 | 

Dieser letzten Gteicbunf; küDnen wir aach die folgende Fom geben: 

4- Up = 0. 

Hiermit sind alle mtiglicben Arten des 6. Falles ersebMpft. M'eon die beiden Zweigen- 

IS 13 * 

Paare dieses Falles nicht in gegenseitiger Abhängigkeit standen, so würden "''f =76 

verseliiedene Arten erhalten ; aber , dieser Abhängigkeit wegen , reducirt sich dir Anzahl 
derselben auf die Hälfte. *) 

&ebenter FatL 

Die Cun'e hat eine geradlinige As)'mptote and wird demnach von jeder derselben parallel 
gezogenen geraden Innie nur in drei Pnnrtrn geschnitten. Was die andern an dieser Asjmptote 
sich nicht hinziehendeu unendliclien Zweige bcIriSl , so tritt uns hier eine vierfache Unter- 
scheidung entgegen. 

A. Es gibt eine zweite Richtung, nach welcher die Ciirve von einer beliebigen ge- 
raden Linie nur in drei Punctcn geschnitten w ird. Eine beliebige Parabel, deren Durchmesser 
diese Richtung haben, schneidet dir Curve nur in sechs Punrien, Aber dennoch gibt es we- 
der eine zweite geradlinige noch eine parabolische Asymptote, statt dessen gibt es aber 
nnendlich viele seroicubi - parabolischen Asymptoten ; 

IIL (p‘4-tq=)r4- •'(P+'‘>)t + ft — 0 . |I2] 

In niytergeordneten Fällen ist dir geradlinige ,A.symplotr R eine drei- und virrpiiniiig 
osculirende; • 

115, (p’4-lq^r 4- I'(p4-n)(r49) + /c = o , [II] 

116, (p'4-iq’)r 4- Kp+”)r 4- = o. [10| 

B. Es gibt eine zweite Richtung, nach welcher jede gerade Linie die Curve nur 
in zwei Puncten schneidet, ohne darum Asymptote zu sein. Alle Parabeln von besliinnitrm 
Parameter, deren Durchmesser eben diese Richliing haben, schneiden dir Curve nur in 4 
Puncten ohne jedorh ihre Asy mptoten zu sein. Aber unter jenen geraden Linien gibt es 
eine, P, welche dir Cnrve nur in einem Punctr schneidet, und dadnreh zur Asy mptote wird, , 
und, unter jenen Parabeln gibt es unendlich viele mit einer gemeinsamen ,4xe, welche die 
Curve nur in 3 Punrien schneiden und dadurch zu Asymptoten werden und endlich unter 
diesen eine fünfpiinclig oscnlirrndr, welche die Curve nur in 2 Puncten schneidet. Esslellen 
.sich hier sechs Arten heraus, weil auf der Asymptote R der Conlacl bis zu einem virrpiin- 
cligen , auf der Asymptote P aber nur bis zu einem drripunctigen ansteigrn kann. 

1) Die Asymptote P ist eine gewöhnliche: 


•) 


Ktilef lälilt 47 Arien. Hierbei i«t xuvnrJeret ein Reetiunni:*rebier zu liericlitigen. fienn. in der 
Vureussetzuni;, dazr ein 7weig auf ilie Natur der amtern teiuen FtnOnti bat. be.tiiiiuit er die ,\n- 
lahl der möglichen Arten auf 49 — 7*, netnlicb gleich dem Quadrate der von ihm angemumiienen 


Anzahl verschiedener Arten des 4. Falles. 


Statt dessen hätte er 


7 . 8 
I , 2 


^ 28 neluneu müssen. 


Knd- 


lich erkennt p, uler 2 Kalle als ttnmüglich au, so dass er eigentlich 26 Arten bezeichnet. Iliese 
Anzahl vermindert sich noch auf 23. seil drei von fliesen Arten nicht evistireni flagejten hat Ritter 
die 13 Arten: 79,84 — 87, 90, 95,97, 102, 107 un’l IM übersehn. Somit erliilten tsir die im T*xtr 
zMifj^pzaliUrn 3^ .\rifn. 
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117. p(p'+iq)r+ Kp’+yi) = o, [ii| 

118. p(p’+iq)r + w =» o, [io] 

119. p(p’+lq)r + »T + ;« = q; [9] 

3) die Aioniptote P iat eine oeculirende: 

.ISO. p(pM-lq)r + op’ + ep + o, [IO) 

181. p(p-+li>r + Yf Jr n = o, [9] 

198. p(p^+lq)r 4- M = 0 . L^l 


C. Es pbt eine zweite Richtung , nach welcher die Currc von einer beliebigen 
geraden Linie nur in sw« Pnacten geschnitten wird , aber diese gerade Linie wird niemals 
Asymptote. Jede Parabel , deren Durchmesser diese Richtung haben, schneidet dir Currr nur 
in 5 Puncten, aber keine Umgestaltung und kein Verschieben dieser Parabel machen dieselbe 
zur Asymptote. Es hat die Curve unendlich viele parabolischen Asymptoten. Mit Rflcksirht 
darauf, dass die Asymptote R auch drei- und vierpunctig usculiren kann, ergeben sieh 
hier 3 Arten; 


123. 

(p“+lq)r + op“ + ep + fl = 0 . 


121. 

(pM-lqJr + ep + fl = u, 


125. 

(p'+lq)r + fl = 0 . ■ 

[«1 


Wir kttnneu die unter C. und D. unterschiedenen Falle dadurch rhararterisluicli bizeich- 
nen, dass wir sagen, die Curve habe in uneudlirhrr Butfernuog nach der Rirhiiing viin P 
einen Doppelpunct. Bei den Fallen unter D. liegen die Tangeutrii dieses Doppelpiiurtes beide 
unendlich weit, wahrend bei den Fallen unter C. eine dieser beiden Taugenteii dir .Asymptote 
P Ist und nur die andere unendlich weit liegt. 

D. Es gibt eine zw eite Rirhtung, nach welcher die Cun'e von einer beliebigen ge. 
raden Linie nur in emem einzigen Punctr grschnitten wird, ohne dass diese deshalb Asymptote 
ist. Es hat die Curve neben ihrer Asymptote Q, die eine gewöhnliche, eine drei- und eine 
vierpunctig osculirendc sein kann , drei parallele Asymptoten , welche der Curve gar nicht 
begegnen und deshalb auch nicht in osculirendc übergehen können. Diese drei .Asymptoten 
sind als die drei Tangenten eines nach der Richtung von P in iinendlirher Entfernung lie- 


genden dreifachen Pnnctes der Curve anzusehen. 

1} Es sind zwei der drei parallelen Asymptoten imaginär; . 

126. (p’+5’Kp+’')q + op’ + »p + « = o, |9] 

187. (p’+>*)(p+;»)q + »p -H u = o, i»! 

128. (p’+l’)(p+o)q +0 = 0 . [7| 

8) die paralleleu Asymptoten sind alle drei parallel : 

129. p(p+n)tp+o')q + op' + ip + ■= 0 , |9] 

130. pCp+n)(p+n')q + ip + /« = o. fS] 

131. p(p+;j)(p+'»')q + /* = o. |7| 

8) es fallen zwei der drei parallelen Asy mptoten zu.sammen. Dir I urve hat eine Spitze 
zweiter Art, zwischen deren Schenkel ein hyperbolischer Zweig sich hindurchzieht : 

139. p’(p+a)q + np' + vp + ^ = o, 18| 

133. pUp+oJq + >p + .0=0. (7| 

131. p'(p+>»)q + = o. [6| 

1> die parallelen Asymptoten fallen alle drei zusammen, wonach drei unendliche Zweige 
der Curve sich auf einen einzigen zusanunenziehen : 

135. p'q + op“ + ip + II = o. L"] 

136. p ’q + ep + I» = o . [8l 

137. p’q + fl = o. l^I 

ID 
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Achter FnU. 

A. Er gibt eine einzige Richtung, nach welcher die Curve von einer beliebigen 
geraden Linie in 3 Puncten geocbnitlen wird ; aber unter diesen geraden Linien ist keine 
Asjmptnte. Jede Parabel , deren Durchmesser diese Richtung haben, schneidet die Curve nur 
in sechs Puncten. Aber es gibt keine parabolischen Asymptote. Es gibt auch keine Asym- 
ptote der dritten Ordnung. Nur einfachere Curvcu, die rbrnfatis von der vierten Ordnung 
sind, stellen annäherungsweise den Lauf der unendlichen Zweige dar. 

138. p< + q(ep'+i(j^ + »'(p+n)r + = o. •) [11] 

Nur in untergeordneten Fallen gibt es unendlich viele Parabeln von der Ordnung 
welche Asymptoten der Curve sind und, bei willkfihrlicher Bestimmung der Constanten x, 
durch die folgende Gleichung dargestellt werden: 

P’ + = «. 

Für diese parabolischen As)'mptoten ist die Ordnung des Contactes fibrrhaupt i, steigt aber 
nr eine derselben im Allgemeinen zu | und in besondem Fallen zu | und | an. 

139. (p*+lq'j + vfp+nir + ju ■= o. [10| 

B. Es gibt eine einzige Richtung, nach welcher die Curve von einer beliebigen 
geraden Linie nur in zwei Puncten geschnitten wird. Unter diesen geraden Linien schneidet 
eine die Cun'e nur in einem einzigen Puncte, und ist Asymptote. Jede Parabel, deren Durch- 
messer diese Richtung haben, schneidet die Curve immer in 5 Puncten. Es gibt aber keine 
parabolischen Asymptoten. Aber es gibt semicubiparabolische Asiwiptoten, deren Durchmesser 
(gerade Linien, welche die Curve nur in zwei Puncten schneiden,) die eben bezeichnete Rich- 
tung haben. Wir erhalten hier zwei Arten, die geradlinige Asjmptole kann eine gewbhn- 
liche und eine osculireiide sein. 

140. (p+u)fp'+lq’) + op’ -F rr = 0, [10] 

141. (p+nKpH-lq') + op^ -t- vp -i- /» = 0 . [9 ] 

C Es gibt eint einzige Üchtung , nach welcher die Curve von einer geraden L». 
nie nur in 3 Puncten geschnitten wird. Keine solche Linie ist Asj'mptote. Alle Parabeln, 
deren Durchmesser diese Richtung haben , schneiden die Curve nur io 4 Puncten. Jede sol- 
che Parabel bangt noch von 3 willfcOhrlichrn Constanten ab ; durch gehlirige Bestimmung 
zweier derselben, ergeben sich zwei Gruppen parabolischer As)mj>toten, deren jede die 
Curve nur in S Puncten schneidet In jeder dieser beiden Gruppen befindet sich eine oscu- 
lirende , welche die Curve , im Allgemeinen , in einem einzigen Puncte schneidet Diese bei- 
deo osculirenden Asymptoten treten in folgender Form in Evidenz: 

(p'+lq)(p’+yr) -f- »p + = 0. 

Da aber die beiden Gruppen parabolischer Asjmptoteo sowohl imaginär als reell sein kön- 
nen, müssen wir zwei Arten unterscheiden, welche durch das doppelte Zeichen ln der fol- 
genden Form, die mit der vorhergehenden identisch ist, angezeigt werden: 

143. 143. t(pM-lq)'± d“r’] + vp + ^ =» o. [9] 

Um den Uebergang zwischen diesen beiden Arten zu bestimmen, wollen wir untersu- 
chen, was in dem Falle gleicher Parameter der beiden Gruppen parabolischer Asymptoten 


*} Die 136. Art, die allgenieiae des echten Kelle*, ist Euler enlsengen, der ensuaehnen scheint, des* eine 
Curve von betiebiser Ortlnung nutbweudlg eine solche Asymptote het, srelcbe durch eine lueiglie- 
Urige Gleichung: 

I»"» 4 . 4c|- « Op 

tiscgedtelU wird. Dien ßodet iiideti niebt inelir SUU» weaa wir über dea 3«. Grad hioRUsgehrii 
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Statt imirt Oaoa rcJacirt lich die Kunctiim r in der letzten Gleiciiiing auf (p-t-n) und in 
Volge hiervon verliert diese Gleirbung nicht bloss eine, sondern 3 Constanirn. hls gibt also 
noch einen allgemeinem Fall , bevor wir zu diesem Palle gelangen. In demselben sind die 
beiden Gruppen parabolischer As)mploten unendlich weit gertlckt, so dass es eigentlich keine 
paraboliseben Asymptoten mehr gibt Und ebenso nie zwei geradlinige und uoendlich weit 
entfernt liegende Asymptoten durch Parabeln vertreten werden , und diese Parabeln den 
Uebergang zwischen zwei gewöhnlichen und zwei parallelen Asymptoten bezeichnen, 
so werden auch zwei un«adlich weit gertickte Gruppen parabolischer .Asymptoten mit ge- 
meinsamer Durclunesser - Richlnag durch Asymptoten der 4. Ordnung vertreten , und diese 
bezeichnen den Uebergang zwischen solchen Groppen parabolischer Asymptoten mit verschie- 
denem und mit gleichem Parameter. Oie ft'agliche Art von Curven bat eine Gleichung von 
folgender Porm : 

144. (p’+4gV + Kp+a)r + = o. |8] 

Jede Parabel, welche durch die Gleichung von der Porm: 

p= + is = o, 

und also mit der, in der Gleichung der Curve in Evidenz tretenden, gleiche Axenriebtung 
und gleichen Parameter hat, schneidet die Curve in 3 aber keine Parabel schneidet sie in 
weniger Puncten. 

Wenn die Gleichung der 144. Curven- Art sich in folgende particularisiii ; 

14b. 146. (p'+lgl^ ± »‘p^ + ep -I- /I =o, |7) 

so bat dir Curve zwei Gruppen imaginärer oder reeller parabolischen Asy-mptoirn mit glri- 
eher Durrbmeaser-Ilichtung und gleichem Parameter. Die beiden osculirrnden parabolischen 
Asymptoten treten in der folgenden Perm in Evidenz : 

(p'+iq)(p’+ir) -I- ft = o. (o) 

Sir schneiden die Curve in keinem Puncte mehr. Zwei Parabeln von gleicher Durchmesser- 
Richtung und gleichem Parameter osculiren sich in unendlicher Entfrriiiing drripunctig; das- 
selbe thun also auch die beiden parabolischen Zweige der Curve und eine parabolische Asym- 
ptote, welche einen dieser Zweige f&nfpunctig osculirt, osriilirt nolhwendig den andern 
drripunctig, wonach alle Durchscbnittspuncte einer solchrn Asymptote mit der Ciirte erschbpfl 
sind. 

Wenn in der Gleichung der beiden letzten Curven - Arten * verschwindet , so kommt : 

147. fp^Äq)^ -I- »p + /( = o. [6] 

Dann bildet die Curve in unrudlicbrr Entfernung auf der Parabel; 

p’ + J.q = 0 , 

eine Spitze zweiter .Art, die von zwei solchen Schenkeln gebildet wird, dir unter 
einander einen Contact von der Ordnung i haben. 

Hiermit sind alle Arten erscbttpfl. Es kann dir Curve nicht zwei vollsUndige parabo- 
lischen Zweige haben, die sich vierpunctig osculiren; denn dann würde dir, einen Zweig fUnf- 
punctig osculirende, Parabel dir Curve in 9 unendlich weit entrernten Puncten schneiden. 
Diess stimmt damit überein, dass, wenn wir-in der Gleichung (ot r=^q o setzen, diese 
Gleichung in zwei Gleichungen des 3. Grades sich auflttset. *) 


*) AU Kirrhtr jjphürig fuhrt Kul«r »eine I39>« 140* ucti 141- Art auf. T)orh »fioe KrtracbtungBWPi- 
irn siml in mpiircrrr Hiobicht irriburnlicb- lodern er aod der folgpoden Gleicbuog in gcwohDlirbeti 
Parallel • Coiirdinalen auigefat: 

^ + dy« -f“ ^ ^ 
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Erster Absctiniu. Unendliche Zweige. 

lu deu Arten unter B. und C. hat die Curvr in unendlicher Eutfettiung einen Doppel- 
puuet; eiainal liegt eine Tangente desaelben, das andere Mal liegen beide Tangenten un- 
endlich «ceiL 

D. Ee gibt eine einaige Riebtnng. nach welcher die €urre von einer beliebigen 
geraden Linie nur in einem einzigen Puiirlc gtacbnillen wird. Zwei Bolrbe geraden Linien 
sduieidrn die Cnn'e gnr nicht , und aind ihre Asymptoten. Eine Parabel , deren Durchmes- 
ser diese Biclilung haben, schneidet die Curve im Allgemeinen in vier Piuiclen. Sie kann 
so bestimmt werden , dass von diesen noch zwei uad anch drei unendlich weit rücken , und 
wird dann einmal eine gewöhnliche , das andere .Mal eine osculirende parabolische Asym- 
ptote. Da die beiden paralJeleu geradlinigen Asymptoten imagiulr und reell sein, und auch 
eine Spitze erster Art bilden ktinnen , ergeben sieh drei Arten von Curren : 

148. 149. (p'.±D(p’+^q) + yf + ft — o , (8| 

150. p’(pM-iq) -I- rp -t- = •. l^l 

E. Et gibt eine Richtung, nach welcher die Gurre von einer beliebigen geraden 
Linie nur in einem Pnncte geschnitten wird; eine solche gerade Linie, welche die Curve 
gar nicht schneidet , ist Asymptote. Jede Parabel , deren Durchmesser diese Richtung haben, 
schneidet die Cnrre nur in 4 Puncten, keine in weniger: es gibt keine parabolischen Asym- 
ptoten. Die Curve hat , neben der gradlinigen Asymptote , nur cabi - paraboliKbe. 

151. (p+o)(p’-(-4<j) + >»•»= o. [r| 

F. Es gibt eine Richlung, nach welcher die Curve von einer beliebigen geraden 


zFrlegt er da« erite Glied derselben fol^euder’^rrUU in Faclurco iweiteii Grzdc«; 

vplt'lien E«el Parabel« luU derselben Axe ^mit ileiiiaelbe«i Durebmeaaer iiihI deraelben Tangente ini 
Stheilei deaaeltica) entapreeben. Däeae Ibeidea Parabeln aind nach ibra die beide« Aaynplolen lier 
Curve. Wie überall , »o siebt er auddi hier nur zwei aolcber Asyniptoteo, wo e« deren unendlicb 
viele gibt. Dann aber liangeu dleie beitleu Parabeln auch von der lum Tlieil willkührücben An> 
»ahme der Cuurdioaleri-AKe ab im«l man wurde antlere paralholiache« Afymptntcn erlialien, wenn 
man beide Axen beliebig verachübe, aber ao daas aie mit »ich aelbat parallel blieben. Die beiden 
F u 1 er' acbe« Parabeln aind ferner nicht einjual Aaymptoten. Um dieaa zu zeigen, wolleo wir, indem wir 
der Ab»cia«e x euieu u«e«dli(4ien Werlh gebe«, deu Werth der enUprecheaden Ordinate etnea 
Pundea der eine« jener boiden Parabeln durch y bezeit'biien , ao daaa 

y« -f I« = o, 

iintl den eotaprechenden Werlh der Ordinate cliiea Puiictea iler Curve durch dann iil : 

^ 4. pj „ ->■ + Pv-joy ^ ex -fs h 

“ — — ö-f*i*j* 4- p‘» 

und liieraua erhilt man, inilem man auf die vorliergehende Gleichung Rücksicht nimmt und f ge- 
gen z und Conatante gegen y vernachUaiigt , 


^ 5?p — p'} " ;*>-*ey 

Damii also die fragliche Parabel eint Asymplute der Curve werde, nüasen wir dteaelbe, parallel 
mit sich «eibat und mit ihren Durcluneaaer« (der Axe der z), um eine Strecke, die gleich ^ iat, 
verzchiebeo. 

Für den Fall , daaa 


a* — Ae a o „ 

acidieeat Euler, daaa die beiden oaciilireudeu kzymploten znaammenfallea, waa niemals Statt fin- 
den kann. Io vorliegrudeit Kalle müzste man die Parabel unendlitdi weit verschieben, damit aie 
Ahymptule wünle; das heiaat es exiatlrea in die»e«n Kalle überliaupt keine parabolischen Asympto- 
ten. Vergl. Euler'a „Kinirllung'* II. 2ö9. 
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S- 8. Asytiiptolen vierter Ordnung. 

liUiie immer in einem einzigen Puncte gencbnltten wird. Jede Pambel, deren Durcbine^er 
dir«e Richtung haben, schneidet die Curve immer in 4, niemals in weniger Puncten. Es 
gibt weder geradlinige noch parabelische As}'mptotrn. Auch keine Parabel der dritten Ord- 
nung ist Asymptote der Curve , es hat dieselbe nur Parabeln der 4. Ordnung zu ihren Asym- 
ptoten. 

152. (p*-(-^S) + »p’ = o. , (6l 

Die Ordnung der AnnaheTung an diese Asymptoten, betrügt und bleibt auch dieselbe, 
weim wir in der Gleichung; 

p« + Iq = o , 

welche eine solche Asymptote darstellt , die lineare Function q mit irgend einer andern ver- 
tauschen, und nur den Werth von 1 unreründert lassen. 

Die Curven- Arten unter D., E. und F. haben in noendlicher Entfernung einen dreifa- 
chen Punct, und die dreifache Unterscheidung bezieht sich darauf, dass 1) von den drei 
Tangenten dieses Punctes eine noendlich weit liegt , 2) dass zwei dieser Tangenten, 3) dass 
alle drei jinendlich weit liegen. — 

Wir haben also im Ganzen 152 verschiedene Arten von Curven der 4. Ordnung aufge- 
züblt. Dieser Zahl selbst dürfen wir jedoch keine besondere Bedeutsamkeit beilegen, weil 
cs sich hier von der Aufzählung von solchen Fallen handelt , die einander mehrfach unter- 
geordnet sind. *) 

§. 8 . 

. Asymntotea der vierten Ordanng. 

104. Eine Asymptote der 4. Ordnung, welche vier lineare Asymptoten ersetzt ,' tritt In 
der folgenden allgemeinen Gleichung der Curven n. Ordnung in Evidenz : 

r = o. 

Die Form dieser Gleichung scbliesst die verschiedenen in den sechs ersten Paragraphen dis- 
cutirten Formen ln sich ein. Als neue Fälle haben wir nur diejenigen zu betrachten, in wel- 
eben diese Formen: 

p0,_, -t- fiSh—, = o, 

ßj0»— • fiih-i = o, 

ßj0n— 3 + 1 = O , 

Überhaupt nicht existiren oder* unbestimmt werden, was dann geschieht, wenn die Gleichung 
(1) die folgende Form mit überzähligen Conslanten annebmen kann; 

P'J— n — 4 "t” — 3 ~ O, 

Wir wollen uns hier auf der Aufzählung der sieben möglichen Fälle beschränken , und, 
bloss der Kürze wegen , annebmen , dass n<>s5. 


*) Kilie Abliaadliiiig unter deni Titel „l'laoin^ration dei coiirlie» du tynatricine ordre, d'apre« lunature 
dilTrrcute de leur« branebe« inCniei** ift von mir im Jiili-Herie dei t. Bandes des Journal de 
tuatbi'iujliqiie» par Ltovville“ ertcliirnen und bei tier .Ausarbeitung des vorslebenden 7 Paragraphen 
benuUl wonlen. Wenn in dieser Abhandlung nur tJ5 Curven -Arien liervurgebobeu wordan lind, 
so ist diess nur wenig erheblich. Zu lieoierken ist aber, dass hier die Gleichung der 21. Art eine 
CoBstante <u wenig bat , wodurch denn aurh eine Ciirven-Art (nach der AufKähluog des Pextes die 
49 )s welche der 46. Art vurhergeheu muss, uberseheu worden i*t- Oa indess andrerseits die durch 
64- angeseigle Art Wegfällen must, so bleibt die angeführte Autalil verschiedener Arten unverändert. 


! 
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Erslpr AbArhnitt. Unendlichr Zweige. 
Rrsler Fall. 


Die As>mptolen «nd Curvrn vierter Ordnung der 13». .Art. Die allgemeine 
Gleichung ist; 

!p' + q(*q"+»pO|s + rtp+.ijtu = 0 . |I7] 

Erst wenn x verschwindet, werden diese L'urven durch Parabeln viin der Ordnung i vertreten; 

Cp*+*q')s + Kp+n1ln + /tw -• o. |16| 

Ziceiler Fall. , 

Die Cnrvc hat ' s emicubi - p arabnl ise he .Asymptoten und eine gerad- 
linige Asymptote, von derjenigen Richtung, nach welcher jene in zwei 
Puncten geschnitten wird. 

tp+n)(p^+üq’)s + p(p'-l-iv)t -I- ep -t- ^ = o. 116| 

Driller Fall. 

Die Curve hat zwei Gruppen parabolischer Asymptoten von gemein- 
samer Durchmesser-Richtung. 

Die beiden parabolischen Asymptoten können sowohl imaginär als reell sein. Diesen 
beiden Ptüleji entspricbl das doppelte Zeichen in der narhstelieudeu allgemeinen Gleichung: 
jCp’-fAqj“ ± x‘r’js + Kp+oKp^-t-xt) -f /u = o. [15] (1) 

ln dem Kalle, dass die parabolischen Asymptoten reell sind, können wir die vorstehende 
Gleichung auch auf folgende Form bringen, in welcher die beiden ftinfpunctig osculireuden 
Hyperbeln unmittelbar in Evidenz treten: 

(p’+*q)lp‘+* t)s + x(p-i-n){pM-xt) -(-/< = o. 1151 (2) 

Diese Form , welehe die notbwendigen 15 Constanten enthklt , ist durch skb selbst gerecht- 
fertigt. Denn jede der beiden Parabeln: 

p^ Vq = o, p’ -f- V’r = 0. 

.schneidet die Curve nnr in 3 Puncten, wdl 7 nnendllrh weit liegen. Von diesen kommen zwei 
auf denjenigen Zweig, den sie nicht osculirt I* weil zwei Curveii • Zweige , welche von zwei 
Parabeln mit derselben Durchmesser-Ricktiuig filufpunetig oseiilirt werden , wie diese beiden 
Parabeln selbst, in unendlicher Entfernung sieh berühren, in den folgenden Fallen steigt 
die Ordnung der Osculatioh ; wir haben dieselbe wie frtlher (00) bezeichnet. 


VI V 

(p-'-(-Vq)(p’-)-i"r)s - 1 - »(p-t-n)(p*-t-i't) -(-/« = 0 . 

|14| 

All V 

• '+ Kp+’«)(p’+i"q+x) - 1 - = o. 

Il3| 

VIII V 

» + »<p+n)(p>-|-Vq) + /< = 0 . 

II8| 

VI VI 

, (p’+i'q)(p’+i'r)s 4- »(p’+»t) = 0 , 

[13) 

VII VI 

• + Kp’+i't) = 0, 

(I2J 

vniAi 

• -1- x(p’+l'q-i-x) = 0 . 

["1 

VII VII 

(p’+i'q)(p’-l-i"r)8 + vp -e /» = 0 , 

mi 

VUl VIII 

(p’-t-Cq)(p’+i"r)s 4- 0 . 

|in| 


1 Bevor die pambolisrbea Asymptoten der beiden Gruppen sich dreipunctig osculiren. rärken 
sie anendtich weit und die Curve hat nur Cnrven vierter Ordnung der 141. Art zu Asymptoten: 
< + p(p+")q|* + ><P+'V)(p’4.xt) + fl = o. |14] 13) 

In dem Falle zweier sieh dreipunctig osculirenden parabolischen Curven-Zweige können 
diese sowohl imaginär, als auch reell sein. Diesem entspricht das doppelte Zeichen in der 
folgenden allgemeinen Gleichung dieses Falles; 

j(pM-iq)’ ± x’(p+»)’|s + x(pT-.v)(p’+Xt) -I- s« “ I13| (4* 
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S- 8. Asyiuptoten vierter Oi-duung. 

In der folgenden Vorm treten, fUr den Pall, dam die unmdlicbea Zweige reell sind, dir 
beiden fUnfpunclig oaculireiiden Parabeln , deren jede die Curve nur in zwei Puncten scbnei- 


det, unmittelbar in Evidenz: 

V V (p=+t^Kp'+ir)a + Kp+"Kp*+W) + iu = o. [IS] 

Die Oscnlation dieser Parabeln steigt in den naclistebenden Pallen zu einer bAhern Ord- 
nung an: 

VI V (p'+A<)(p'+ir)s Kpi-»)(p’+i(q+»)) + #* = o, [1*1 

VII V • • + Kp+n)(p’+Aq) sa o, (11| 

VI VI (p’+ll)(p'+lr)s -H Kp'+lt) = 0 , [11[ 

VIIVI . • -I- »(p^i(<I-H<;) = o, (10| 

VII VII (p'H-iq)(p=+lr)8 4- /« = o. [9] 

Bei dem Uebergangs-Palle zwiscbm zwei Gruppen sieb gegenseitig osculirender, reellen 
und imaginären paraboliseben Asymptoten, nimmt die Gieicbang (4), indem sie eine Con- 
stante verliert, die folgende Porm an: 

|(pM-tq)’ + epjs + Kp+oKpM-lt) + /i = o. [I*] 


Dann bat die Curve in uiendlicber Enlfemnng eine Spitze zweiter Art, die von zwei para- 
boliseben Schenkeln gebildet wird, pie Ordnung der gf^enseiligen Annaberung dieser bei- , 
den Schenkel betragt sie ist zugleich die Ordnung der Annabemng an die Parabel: 

P’ + iq = ». 

und bleibt es immer , wie wir auch diese Parabel , parallel mit sich selbst , nach der Ricb- 
tnng ihrer Durchmesser verscbieben. 

In dem Palle zweier sieh vierpnnetig oscalirendrn parabolischen Cnrven-Zweige können 
diese wiederum sowohl imaginär als reell sein. Diesem entspricht das dopprile Zeichen, in 


der nachstehenden allgemeinen Gleichung dieses Palles: 

j(p'-t-Äq)’ ± o’js + Kp+B)(p’+i(q+*D + 0 . [lll 

In der folgenden Porm treten, Hr den Pall, dass die unmidlicben Zweige reell sind, die 
beiden fbnfpunctig oseulirenden Parabeln, deren jede die Curve nur in einem einzigen Punele 
schneidet , unroiUeibar in Evidenz : 

V V (p’+Xq)(p’+t(q-H())s -► Kp+nKp’+^(q+»’)) -f = o. [11] 

Die Ordnung der Osculation ist in den uaebstrheuden Pallen gesliegeii: 

VI V (p’+lq)(q^t;q+*))s -i- Kp+'’)fp’+lq) + /* = o, [lo| 

VI VI (pM-lq)lp’4-t;q+x))8 + »(pM-*(q-i-»')) = o. [9J 

Bei dem l'ebergang von reellen za imaginären, vollständigen parabolischen Zweigen des 
vorigen Palles , ergibt sich die folgende Porm : * 

(pM-lql’s -I- Kp+ntCpH-lfq+s)) = o. jlO] 

Dann bildet die Curve in unendiicheir Entfernung auf der Parabel ; 

p’ + iq = o, , t5) 


eine Spitze zweiter Art. Die Ordnung der gegenseitigen Annäherung der beiden Schenkel, 
welche diese Spitze bilden, betragt}; dasselbe ist die Ordnung der Annäherung an die frag- 
liche Parabel ; verschieben wir diese nach der Richtung ihrer Durchmesser, parallel mit sich 
selbst, so sinkt jene Ordnung auf |. 

In einem neuen Palle hat die Curve zwei vollständige paraboliseben Zweige, welche 
unter sich und mit der Parabel (&) einen fUnfpuuctigeii Contaet (einen Contact der ersten 
Ordnung) haben : 

(p’-(-lq)*s + v(p+»)(P'+*q) + !»■=«• (9| 

Diese Parabel arhneidet die Curve in keinon Pnnrte mehr und somit ist die kOchste Ordnung 
der gegenseitigen Annäherung beider erreicht. Um zn erkennen, ob diese Zweige reell oder 
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Erster Abschnitt. Unendliche Zweige. 


imaginSr sind, können wir, für unrndlifch weit rntfernte Punctr. « >= q y setnm. Dann 
kommt für solrhe Punete: 

(p’+iq)>- — »itp’+iq)p — ftk = o, 

wonacb wir für (pM-üq)p reeilr oder imaginäre Werthr erhalten , je nachdem ; 

(»U+4/i)i>o, oder (»'U+-l^i)i<o. 

Hierin liegt denn nach die Dntersclieidung, ob die unendlichen Zweige der Curve reell oder 
imagiiülr sind. Wenn insbesondere 

►U d/l =0, 

so k(poen wir, indem wir augleich die Kunction s in tq-t-ap.«-;)) auflosen and, der Kürze 
halber, 

p- + Äq = Jl 

setzen, die Gleichung der Curve folgendergestalt schreiben: 

/7’(q+op+/f> + i(p+Ji)71 ~ Je’i = o, [8| (5) 

und dann auch auf die folgende Form bringen : 

— xmufn+nt) — Xßn^ — /2» = o. 

Oie Glieder dieser letzteo Gleicfauug sind nach der Ordnung ihrer Grosse für unend- 
lich weit entfernte Puncte geordnet. Bei gehörigen VefDacblOssigungen kommt für solche 
Puncte : 

n -- iiep~‘ ± /'jl//(opn-t-»n)| p~‘ 

= JAe(p-‘ + ,/^(ai+2n).p-’|. 

Wir sehen also , das» die Cnn’e in dem vorliegenden Kalle eine solche Spitze zweiter Art 
bat , deren beiden Schenkel mit der Parabel n einen Contact der ersten Ordnung, unter sich 
aber einen Contact von der Ordnung | haben. Es liegen hiernach die beiden Schenkel aut 
derselben Seite dieser Parabel. •) 

Wenn , indem wir fortfabren dir Curve zu particnlarisiren : 

ul + 2n K o , 

so erhalt dieselbe ihre beiden vollständigen parabolischen Zweige wieder. Die Gleichung (5) 
geht alsdann in die folgende Ober: 

/I’(q— + »(P+’»)ß — ie’i = o. l^l 

und kann folgrndergestalt geordnet werden : 

j/fp-ilH-n/fj' — — /!' = o. 

Kür dir unendlichen Zweige ergibt sich hiernach: 

n = iisp-'— |n ± ,''(i/»+n’)(np->, 

= 4Mp~‘ — |o ± jP"’|. 

Dir beiden unendlichen Zweige der Curve haben also unter einander einen Contact von der 


*) Dieser Kall uod tlie folgeqUeD sinJ tleflijeDigea aoatog» tUfi züin Beispiel, bei Curvea vierter Ord- 
Duog» iwei uneodlii-be dfweige unter eiuauüer einea Cont»rt voo Jea OrUuaageii 2 tind y* 
ilirer K^^^io^ch^niiclien As^roptote aber nur einen Coulact ▼(»q der !• Ontnung haben ki'iiioea. 
Hier berühren sich zwar die beulen unendlichen Zweige in mehr als zwei Piincleoa aber nur diirch 
zwei derselben lässt sich eine gerade Unit legen » so tla»s «liese die Curve nur in viVr Puncien 
schneidet. In den Kellen dei l'ezleis berühren sich zwei parabolische Zweige zwar in mehr at« fünf 
Punctea, aber nur fiinf sind als auf deraelbm Parabel Hegend lo betrachim, so dass die OKuliretuie 
Parabel, indem sie nur zehn Puncte mit der Cune in unendlicher hntfemung gemein bat. auch 
10 Beziehung auf die Ordnung des Contactea einen Curveu* Zweig nicht volUUudig vertreten kanu. 
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J. 8. Asymptoten vierter Ordnung. 

Ordaang wUread ihr CouUct nit der Parabel JI von der erstes Ordaoiif geblieben ist. 
Sie liegen beide aaf derselben Seite dieser Parabel and nnd reell oder inaginitr, je nacbdeai 
Xß + n‘‘> o, oder ti! + n< < o. 

Wenn insbesondere endlicb: 

Xß + n‘‘ xm o, 

so wird die Gleichang (&) die folgende: 

+ »(p+n)/! — JrU = o, [6l 

and bann aach folgendergestalt geschrieben werden; 

I ffp— JlH-n/I j ’ — JI' — 0 * 0 . 

Dann bonunt flir unendlich weit entfernte Pnucte der Curve ; 

n = iivp-’ — AnJip-' ± n'f-' 

— ite{p-‘ — tap-’±/(it>') p'*j, 

woraus ersichtlich ist, dass swei unendliche Zweige der Curve eine solche Spitae nweiter 
Art auf der Parabel il bilden, deren Scbeabel unter sich einen Contact von der Ordnung r 
haben. 

Hiermit sind alle untergeordneten Palle des dritten Palles erschöpft. Wir mussten den- 
selben eine besondere Aufmerksambeit schenben, weil hier neue Beaiebuiigen zur Sprache ge- 
ktmimen sind. Die folgenden Palle könacn wir kurz behandeln. 

Fierter Fall 

Die Curve hat eine Grnppe parabolischer Asymptoten und zwei gerad- 
linige Asymptoten, welche mit zwei Durchmessern jener znsammen- 
fallen : 

(p’±rKp'+iq)S + Kp+nJtp’+et) + ^ = o. lldl 

Fünfter FaU. 

Die Curve hat eine cnbiparabolische Asymptote, und überdiess eine ge- 
radlinige Asymptote, welche ein Durchmesser derselben ist; 

(p+>»)(p ‘+^q)» + Kp+o)’ -1- A*t = «• |131 

Sechster FaU. 

Die Carve bat Parabeln der vierten Ordnung zu Asymptoten; 

(p*-fiq)s + vpH + Mfp+'») “ "• |1*1 

Siebenter Fall. 

Die Curve hat vier parallele geradlinigen Asymptoten, oder, mit andern 
Worten, in unendlicher Entfernung einen vierfachen Punet; 

p(p+>»)(p-t->»'j(P+»")8 -t- i(p-H«J(p+a'Kp+-a") = o. |lll 

Es versteht sich , dass die vier parallelen As}'mptotea auch paarweis«- imaginär sein 
bOnnen. Es bönnen auch zwei , drei , auch zwei und zwei , und endliidi auch alle vier Zu- 
sammenfällen. Es können sich aber nicht zwei vollständige Curven - Zweige an einer Dop- 
pel - Asymptote berührend hinzieben, weil dann eine gerade Linie, welche in diese Asymptote 
ihllt, die Curve in 6 Pancten sehneiden müsste, « -..n welchen vier aaf die fraglichen Carven- 
Zweige und zwei (dem Cantacte fremde) auf diejenige kommen, welche zu den beiden übrigen 

20 
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Eratcr Abschnitt- Unendliche Zweige. 


Parallrl-Asymptolea |;eliörrn. BiaeT Doppel-Asynptote nnupricht hier iamer eine Spitze er- 
ster Art. In ileoi Balle der felgenden Uleichuag bildet dir Ciirrr anri solche Spitzen auf 
z» ci parallelen Doppel - Asymptolrn : 

p'(p+nl^s + ttp-(-u)(p-H«'Kp+“") “ |9] 

Wenn drei Asymptolrn zusammenralten, so kommt: 

p‘(p-en)s -I- Ä(p+a)(p-t-o')fp-t-o") = 0, |9] 

und dir Ordnung der Annährniog au diese beträgt immer nur Wenn alle vier Asympto- 
ten ziisammrnfallrn , au alsdann 

p's + iCp+a)(p-(-a')(p-Hi") = < 1 , (8| 

SU beträgt diese Ordnung immer 

Wenn unter den vier parallelrn Asymptoten sich eine befindet, nrlrhr mit keiner der 
übrigen zusaminea fällt, so gibt*es nothwendig eine Hyperbel, welche den an dieser Asymptote 
sich hiuzirhrndrn unendlichen Zw dig ffinfpuiirtig iisrulirt. Diese tritt für die .Asymptote P in 
der narhsleheuden (ilrirhung in Evidenz: 

(p4-n)(p-t-n)(p+n"l[pt-f^<| + = o. [11| 

Wir sehen zugleich, dass die Osculation, durch das Verschwinden von ß und ß norh 
um zwei Ordnungen, neralirh bis zn einer .siebrnpunetigeii . ansleigeii kann: und diess ist 
damit im Kinklaiige, da.ss, wenn wir zn den rnlsprerhenden 7, iinmdlirh weit rntferulen, 
Durrhschnillspunrlrn die 3, der Osculation fremden , hiiiziizHhten , dadurch dir 10 Dnreh- 
sehniltspunrte der Curve und einer Hyperbel erschOpfl sind. 

105. tibne die allgemeinen Gleichungen fOr Curven einer beliebigen n. Ordnung, wel- 
che die sieben verschiedenen, in diesem Paragraphen aufgezäblteii , Arten von Asymptoten 
der vierten Ordnun;' haben, hinzuzusrbreiben. berühre ich . nur den wichtigsten Punct, in allen 
unseren Discussioiieu : die Anzahl der t'imslanteii. Diese vermindert sich bei jeder folgenden Art 

voll .Asyniptiileii um eine Einheit, nnd sinkt somit roii( ”^”„' — 3^ bis zu — 

Diese letzte Anzahl bezieht sich nemlich auf den Kall von vier parallelen Asymptoten, dem 
die folgende Gleichung entspricht : 

p(p-t-''Kp+>»’)fp-t-’‘")Ö"— ♦ + k'p+o)(p+o')(p+a‘')8,i_-, -4- .«lp-f,l)|p-4-fl 

+ Hp-t-y1ö,_., -I- = 0 . — 
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Zweiter Abscliniit. 

Uct)cr flie Singularitälon in dem Laufe der Curven. 


t §. I. 

DIkcomIom der vpnebledea«m mUdllrhPn b'ltllp tlngmlUrrr l»aiic<p Bmi glacMjbrrr 

Tan||ea<Pii der ^'arvea. 

> \ 

1. Es srien q un4 p brliebige linearr Pimrt - Co«rdinalra. *) Alsitaun sirlli dir 
tilrir.hang' : 

^rq.p) = ß = o. , (1| 

ir^piid «ine Cune ihr , die wir nns durek di« Bewegunf^ eines Pnortrx besehrirhrii denkrii 
und dir Gleichung: 

q = »P -*■ r. (2) 

Ut die Gleichnng irgend einer geraden Linie. Oie Dnrrbsehnilte dieser geraden Linie mit 
der Curre sind darck die Wtirneln der narkstehmdeii Gleichnng gegeben ; 

•’’((■'? + r).p) s £ = 0. (;j| 

.Sollen zwei DnrchsrbniKe ziisammenrallen and demnark die letzte Gleichung zwei 
gleiche Wurzeln liaben, so nnss, Ar diese Wiurnelwenbe. neben der letzten Gleichung, 
auch noch die folgende befriedigt werden: 


ir 

dp 


(t) 


Wenn ein Dnrcfasrhnittspnnkt der Curve (1) und der geraden Linie (2) imd also dir riii- 
sprechenden Werthe voa q und p gegeben sind, so kllnnen wir, im Allgnnrhrn. diircli 
die letze Gleichung * und dann durch die Gleichung (2) y auf lineare Weise be.stimnieu. 
Diese Constanten - Bestimmung macht, im Allgemeinen, die gerade Linie (2> zur Tan- 
gente der Curve in dem gegebeneu Puncte. Immer aber fallen, Menu die Gleichungen (A) 


*) In der ellfjemciniten Anoahme iit: 




P “ 


indem »ir durch ii , » und « drei gjnie linearen Kuuclionrn heirichneu. Kür die hnUitiluiigen 
de.l gegenirjrligrn Paragraphen tonnen wir, ohne >lrr Allgmirinheit irgrn.l Abbruch aii Ihuu. an die 
htetle der linf.ireil K'niiclieu w eine htuaae Cuuilante acircu, and demnach (j uml p .eihst uU 
ganae lineare K'unclionrn und, wenn wir wallen, inibervldere auch als gewuhnliclir P,irallel-Cn< >di- 
naleii helrachtcn. 
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Zweiter Alwchiiilt. Singuläre Puncte und Linien. 


und (I) Ix-ide brfriedif^ werden, swei DurchKhiiitte der Cnrve und der geraden Linie in 
einen einzigen Punct zusammen. 

Wenn nur die Curve (1) und nicht zugleich amf ihrem Umfange ein Punct gegeben ist, 
so kttiinen wir noch eine neue Bedingung hinzufSgen and dann zwischen den Gleichungen 
(3). (U), (4) und der neu hinznkommenden Bedingungs-Gleichniig, nachdem f und g elimi- 
nirt worden sind, x und y bestimmen. Eine solche nene Bedingung ist zum Beispiel dieje- 
nige, dass die Gleichung (3) nicht bloss ein einziges Paar, sondern zwei Paare glei- 
cher Wurzeln habe. Nene Constanten - Bestimmung wflrde die gerade Linie (8), im AU- 
geinrineu, zu einer solchen, welche zwei reelle oder imaginaire Zweige der Curre (1) 
zugleich berührt: zu einer Doppel-Tangente, machen- Solche Doppel . Tangenten sind 
also für Cun'cn, welche durch die Bewegung eines Puncles beschrieben Werden, im Allge- 
meinen in gewisser Anzahl vorhanden. 

Eine solche neue Bedingung ist ebenfalls, dass die Gleichung (3) drei gleiche Wur- 
zeln habe, und dass also, neben dieser Gleichung, und der Gleichung (4) auch noch die 
folgende besiehe: d’-g ^ ^ (S) 

dp* 

Nach dieser Bestimmung erhalten wir immer diejenigen geraden Linien, auf welchen 
drei Durchschnittspuncte mit der Curre in einen einzigen Punct zusammenfallen ; also, ün 
Allgemeinen, die, in gewisser Anzahl vorhandenen, Tangenten in den Wendungspuncten 
der Curve. 

Bei Curven von besonderer Art können auf einer geraden Linie mehr als drei 
Durchschnittspuncte in einen einzigen Punct zusammenfallen. Es fallen vier Durchschnitte 
in einen Punct zusammen, wenn auch noch die Gleichung: 

dpi *’ 

pebeu der frühem bestdit; besteht zugleich auch noch die folgende Glekhung: 

» o, 

dp* 

so lallen fünf Durchschnittspuncte zusammen. Wenn überhaupt m Dnrehsehnittspuncle Zusam- 
menfällen sollen, so müssen alle partiellen Diflerential-Coeinetenten von S in Beziehung auf 
p. bis zur (m— 1). Ordnung einschliesslich, für die bezflgUcheo Coordinaten - Werthe ver- 
schwinden. 

8. Wir wollen hier dne Bezeichnung einführen, welebe uns in den nächsten Untersu- 
chungen den Vortheil eioer grossen Kürze gewähren wird. Es sei nemlkh: 

a s <l>o, 


1 

1.8.3 


1 

1 . 8 } dq* 


-f = 0, 

dpi - 


d>a , „ d»a 

dq-* ' * * dq* dp 


d*a . d>n j 




1 i| d-°a 
1 .8.. m I dq'" 


d'"a m(m-.-l) . . (m — s -4- 1) 

dq-— dp ^ ^1.8.. s 

^ d-a . d-S2( _ 

dq dp-“-' dp" \ 
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W(.nD wir berilcknchtigen , dass in Folge der Cleieliung (S); 

dp ’ 

so ilberaeiqteo wir uns sogleieli, dass nack unserer Bezeiciiaung: • ' 

_ d, + .j - dp 

— ^ ^dp“^ ” = («H-l)®«*,; i 

also, in Worten aiagedrtlefct, dass der Differential- Q«oti«it , den nun erhall, wenn man dir 
Vünction (wo m irgend eine beliehige ganae Zahl anseigt) in Beaiehung auf p diffe- 
renüin, indem aiau q. nicht aber «, siigleicfa mit p sich ändern IlMt, gieicfa ist dem («+!)- 
fachen der Function (Dori- Insbesondere also hat man ; 

dtPft dth« ^ 

-T— K + J — = l.®|, 

<*1 '•f 

d®i d®i ^ _ 

, Tlq =* ®>* 

d®, ^ d®, „ ^ 

^ = 8.®,. n. s. w. 

Man bat ferner, wovon man sich dtenfidis leicht iiheraeugt: 


d>®. 


d«x 


— d^ + 


dl« 


dp 


d»®„ 

drK 


K + 


dt®, 

dxt 


= (*— ff+1) 


dt®. 


dp dq ' " ^ dp ' 

Indem wir ferner für m und ^ besondere Wertbe nehmen, ergeben sich'hiesTiach die folgen- 
den Gleichungen: 

d®, , , - 

d®. 
d« ’ 


d®, 

HT' 

d®, 
d« 

d^i 

’ dx» • 



u. s. w. 


•X + 




’ 

d>®. 


it 

dx- 

, tta S. Wo 

dä®j 



l _ , , 

d'®« 

u. s. w. 

dp 

dx> • 

d>5 




• • 

dp^ “ 


lO ll 


dq 

. d’®, 

_L^. 

8l Wenn wir die Gleicbungen: 
dm d’5 

•JF:“"’ SF 

SU denen wir in der 1. Nununer gekonunen sind, entwickeln und augleich beriick.sichtigea. 
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dass -3 = X, so rrhaltea nir nach der, in der vnrigrti Nummer eingefuhrirn Bezriebnimg: 

<l|i 

0i •= o , 0, = o , < 0j = 0 , . . . 01B = n. 

Also aurh, wenn, fUr -bestimmte Cuordinuten Werlbe, die rarsiehrudru m Gleicbungen, zu> 
Klelch mit der Gleirhnng der Curve (1) und der geraden Linie (S), befriedigt werden, schnei, 
det nach der 1. Nummer diese gerade Linie die Ciirve immer so. dass (m-fl) Durchscbnilts- 
puBcte in einen einzigen Pnnet , der jenen Coordinal<ni.WerthrD entspricht , zusammmfallrn. 
4. Wenn wir ferner, die Gleichung der Curve: 

I 5» o ■ (•) 

wiederfaobU vollständig didereottiren und dabei auf die analytischen Erhrtcmngea der 2. 
Nummer RUeksicht nehmen, so ergibt sich unmittelbar: . 

' = 0. (2) 

15|80s- . .« U 11!? 


15 (80s + I 


dx- Vdp/( ^ ^ d» dp-^ 


i'je [80* 


dx* \dp/ \ 
d0j £* d 
d» dp’*^ ( 
d^/>i d* d* 
dx dp 


d^Pj d'<P: dx ) d^x 

• * jTT” "jü»" ■ j_ / j . 


dx dp* ’ 

/'dx'vn d'0i /'d*\ ’* 
(x~l^dp>/ dx Up^ \ 




d0j d-0, d*/ d”» 


d0. d<x d0, d‘x _ 
dx dp’ dx dp^ " ’ 


80 ; + 1 


d0ft dx d’0; 
dx dp ^ dx’ 




t Pu d0c , , d-’0( dx d‘0i/-dxN’i d’x d’ 03 ^d’xs’i 

+ 35 j 3 [8 d,- + d ^ + 2 j-, ; 

„c I o r . d©« d-’0j dx-| d’0. d’xl d’x ^.>'•03 d’0, dxi d'x 

+ “ I n * dx + dTT • üjiJ + dx’ dp- } dF’ + I " -dx' -*• dx’ • ffl dp- 

. d0; d‘x d0, d«v 
^ dx dp* dx • dp» ” 

ln diesen Entwicklungen, die wir ohne Schwierigkeit weiter fortfUbren kdniien, kann 
jeder Differential-Quotient der m. Ordnung von x durch den Differential-Quetimten der (m+1 ). 
Ordnung von q ersettt werden. Es ist ; ’ 

d'"x d™‘'q 
dp“ ** dp“-*'* 

Einfacke Ptmete. 

5. Wenn wir auf dem Umfange der Curve S1 einen Punct annehmen und dann fOr die 
Courdinaten - Werthe dieses Punctes nicht zugleich: 

dß in . 
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so w ird die Gleichuiig : 

= o 

keine iiiraüsrfae and fdbt imner fttr * etnea einsigen, vullkmmneii bestimmten Werth und der 
auf der Curve angoHNamme Punet ist ein einfacher Pnnct. Es rereinigen sich in dem- 
selben nicht swei verschiedene Zweige der Carve. Die Tangente in dem einfachen Pnncte 
ist ihrerseits auch eine einfache und gewöhnliche, wenn auf ihr nur uwei Durchschnitte mit 
der Curve in einen Punet zasamncnrallcn and also nach der S. Nummer für die Coordlna- 
ten-Werthe dieses Punrtes nur die Gleichung (8), nicht aber die folgende Gleichung; 

“ o, (»I 

hefriedigt wird. Besteht aber die vorstehende Gleichung (9) für dieselben Cnordinaten- 
Wertlie und den durch die Olelehnng (8) bestimmten Werth von v, so fallen auf der Tan- 
gente drei Durchschnitle mit der Curve in den Brrühniiigspanct ‘ zusammen ntid es ist daher 
diese Tangente eine dreipunctig osculirende. Sie ist eine rierpunctig osculimide, 
wenn cagleich mit (8) und (9) die Gleichung: ' 

» o. (10) 

eine fOn f punctig ' nsculirende. wenn, neben den bishrrigen. nach noch die fblgende Gleichung: 

fl), = o 'S.. 

befriedigt wird , und so weiter. 

6. Für eine gewfihnliche Tangente gibt die Gleichung (3): ‘ ' 

d^ _ d» •' • 

dp" “ dp “ — * dfl>i 

dp 

also immer eineu vollkommen bestimmten Werth, der nie verschwindet und nur mit * au- 
gleich unendlich wird. Da aber *, wenn es uuendlicb ist“, durch irgend eine Drehung der 
Curve gegen das Coordiiialen-System , endlich wird, so khiinen Wir immer, unbeschadet der 
Allgemeinheit, von Vorne herein annehmeii, es habe x einen endlichen Werth. Die vorste- 
henden Differeiitial - Quotienten verschwinden aber; wenn die Tangente eine drei- oder 
mebrpunctig osculirende ist, weil al.«dann fl>.. verschaindet . aber. nacli denVor- 

dfl), . . . , d« 

und nicht, was dasselbe ist. 


aussetaungeii zu Anfang dieser Nummer, nicht 


dx 


dg' 


Pur eine dreipunclig osculirendd Tangente gibt die Gleichung (■!): 

Ü!l = !liü=_a3-^ 

dp' dp-' ’dfl), ' 

dx 

und dieser neue Ausdruck ist ein vollkommen bestimmter und endlicher. Er verschwindet 
aber für eine vier- oder mrhrpunctig osculirende Tangente. '■ 

Pur eine vierpunctig osculirende Tangente gibt die Gleirhuitg (6); 

dq*~dp>~ d^' ■ '* • '■■ ■ 

dx ^ 

und dieser Ausdruck ist endlich mid bestimmt; er verschwindet nur für eine fünf- oder 
mehrpnuctig osculirende Tangente. i ( i >. . . , 

Veberhaupt ist für eine npunctig osculirende Tangente der erste Difierenlial - Quo- 
tient von q in Brziehung auf p, welcher (wir sehen hier von ^ a,x ganz ab) nicht ver- 
schwiiideL Er ist von der m. Ordnung. Kein Differential - Quotient einer böhern Ordnung 
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Zweiter AbKhnitt. Sioj^ulüre Puncte und Linien- 


wird alsdaiiD aaendlicli. Peracr iat 


der rnte DHTrrcntiaNQuotienl von x in Beaiebuoi; 


avf p , welcher nicht vcrachwindel, nnd kein Diflerrnlial-Qnoticnt einer httbern Ordmufc wird 
uncndlirji. Wenn m eine gerade Zahl bedeutet , au w ird , wenn wir die Curve in eine Mil- 
che Lag« bringen, daas auch v verachwindrt *) , die Punctina <| ein naxiuuun «der mtnimuD 
und die Curve liegt alao gana anf donelben Seile der Tangente. Aladann ist * kein maxi- 
mmn oder miniamm. Wenn hingegen m eine ungerade Zahl bedeutet, n ist, unter der obi- 
gen Bedingung , q kein nuüdmua oder ntbiimuni : die Curve liegt m beiden Seiten de* Be- 
rtthningspunrtes auf mtgegengesetzter Seite der Tangente, sie wird von dieser ungleich ge- 
sebnittea und berthrt. In diinen Falle ist * rin inaruaiuia oder mininum, da» beisst, wenn 
wir uns die Curve durch eine sieb bewegende gerade Linie uaablillt denken, so erreicht diese 
gerade Linie, wenn sie iu dir fragliche Tangente flült, eine Granslage, nnd ftngl an, w enn 
der Berbhrungspunct weiter fortrtlckt , iu eatgegengesetaten Sinne sich au drehen. 

Bedeutet also g irgend eine ganae Zahl, so ist , w enn eine Curve in eiuem ihrer Puncte 
von einer Tangente 1 )punctig osculirt wird, dieser Punct rin Wendungspuncl, 
t'>S- (IO-ll )(Kig. 10.) was ukbt der Kall ist, bei einer Sppunctigen Osculation. (Kig. 11.) 

7. Wenn wir, der Kilrae halber, 

q — »P — r = «• 

setzen , so ist allgemein ; 

dr ™ dq — xdp, d^r — * d^, d*r = d'q, , . . d"T — " d*'q, . . . 

Es ist also, wenn wir vom Berährungspuncte einer mpunclig oseulirendeu Tangente aus auf 

der Curve weiter geben, der erste, nicht verschwindende DUfermtial-Guotimt von r, in 

Beaiehung auf p. Entwickeln wir nach der Taylorschm Reihe, so kommt: 


. d"r 

= j-i ■ 

dp" 


(.Ip)' 


d"«'r (,Jp)'"*' 


l.S..m ^ dp'"^' l.a,.im+l) ^ 
und diese Entwicklung aeigt, dass die Ordnung der Annäherung der Curve an ihre Tan- 
gente , mit jedem neuen Ourchsehnittspnncte , der mit dem Berühmngspancte sich vereinigt, 
um eine neue Einheit steigt Schon für den Kall einer dreipunctigen Berhbmng wird der 
Krtünmungshalbmesser unendlich gross. 


Dopprlptmcte. 


8. Wenn augleicb; 


dq ' 




iSl 
dp - 


( 1 ) 


nicht aber Uberdiess auch noch : 

dq' *’ dpdq **' dp' * ' 

so besteht die Gleichung: 

tP| SSt 0 

fOr jeden b^ebigen Werth von *. Es fallen also, nach der 3. Nummer, auf jeder belie- 
bigen geraden Linie, welche durch denjenigen Punct geht, dessen Coordinalen augleicb die 


•) Dann ist, in dsm Fall« dass q und p ganie linfare Functiuocn brdrutfu, die fraglis:be Tangente 
der geraden I.Inie Q perailel. In der allgemeinen Fnnctioni. Bestimmung der Note lur 1. Nummer 
geht diese Tangente durch den Durebsehnitt der beiden geraden Linien V und W. 
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]6l 


Glrichuoj( der Curre uad die Gleichung (1) beftiedigeo, in diesem Pnncte swei Durcksebnitte 
susunmen. Ein soirher Punet heisst ein D o p p e I p u ii e L 

Es gibt ferner immer zwei M’ertlie für u, die wir durch xj und x, unlerscheiden 
wallen, welche die Gleichung; 

0 , = o, (2) 

befriedigen, so dass also auf jeder der beiden enisprechendcn geraden Linien drei Durcb- 
schuittspuncte mit der Cun-e ansammenfailen. Diese beiden geraden Linien sind dir beiden 
Tangenten an die beiden Zweige der Curre, welche in den Doppelpuncte sieb vereinigeft. 
xi und X, sind reell, imaginlr oder einander gleich je nachdem : 

r V — ^ 

Vdpdq/ dq' ' dp' 


> 0, 


(3) 


/ d’.Q v' _ d'ß d'fl 


(d) 


\dpdpy dq' dp' ’ 

^d'ß\'_d'.Q d'fJ 

V dpdqy dq' ' dp' *’ 

Den entsprechend sind die beiden Zweige der Curr-e reril, imaginlr, oder sie haben 
eine gemrinsrbaftliche Tangente. Den ersten dieser drei Falle wollen wirxunärlist betrachlm. 

9. Dir Glricliung (3) der 4. Nummer, weiche sich auf die vorstehende Gleichung (2) Fig. t'j, 

dx 

reducirt, gibt nicht mehr, wie in dem Falle eines einfachen Punctrs, den Werth von 

oder Aber aus der Gleichung (4) der eben angezogenen Nummer ergibt sich : 

d'q _ d* _ 2<J>i 

dp' dp d<D,‘ 

‘dx 

Dieser Werth ist ein doppelter, je nachdem wir x, oder x. für x eiusetzrn. Er kann nicht 
unendlich werden , als nur zugleich mit X| und x, , die wir immer , unbeschadet der Allge- 
meinheit, als endliche Grtlssen betrachten kdaneii. Denn die Bedingungs - Gleichung ; 

d®, 

dx 

bezieht sich auf den , einstweilen hier ausgeschlossenen Fall , dass dir Gleichung (2) gleiche 
Wurzeln hat. Nachdem die beiden Wrrlbe von x und die beiden brzttglichrn Werthe von 

bestimmt worden sind, gibt die Gleichung (3) der 4. Nummer die beiden bezüglichen 


M'erfhe von 


d’x 

dp'’ 


die nie unendlich werden : und so w eiter. Flirrnarh können w ir das Furt- 


schreitrn jedes der beiden sich • schneidenden Zweige, vom Doppelpuncte aus. vollständig be- 
stinunen. (Fig. 12.) 

Wenn für eiucu der beiden Werthe xi und x, , neben der Gleichung (2) , auch die fol- t'ig. 13 . 
geude Gleirbung: 

01 = o, (7) 

befriedigt wird , so verschwindet der entsprechende Werth von und der beziiglirlie Punef 

ist alsdann rin Wrndungspunet des entsprechenden Zweiges der C'urvc. (Fig. 13.) 

Wenn die beiden Wurzeln der Gleirbung (2) zugleich Wurzeln der Gleichung (7) sind, l'ig. u— u. 
so schneiden sich zwei solche Zweige, welrhe beide in ihrem Durchscbniltspuncte einen 
Wendangspunct haben, bi diesem letztem Falle gibt die Gleichung (5) der 4. Nummer: 

21 
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*'9 


d-K 

dp' 


8.8 0 , 
dUt, ■ 
d« 


Der vorstehende Ausdruck kann nie unendlich oder Null werden. Da , wie man leicht sieht, 
die 3. idenUsche Gleichung der 8. Nummer au folgender Gleichung führt: 

, d'fl^ ^ _ 

i ärrC*— *i) “ 


>d ist : 


dq' 

dx 




und somit erhalt der Nenner des rorstehrnden Ausdrucks für 


d'x 

dp" 


den beiden Werthen *, 


und X, entsprechend , die beiden gleichen und entgegengesetsten Werthe : 

+ 

- dq> \ i J- 

Je nachdem also der Werth der Functiuu tD« sein Zeichen ändert oder nicht, wenn wir nach 

d'x 

einander x, und x. für x substituiren , haben die beiden Werthe für gleiches Zeichen 

oder nicht. In dem Falle eines gleichen Zeichens stimmen, in der Nähe des Doppelpunctes, 
die Zeichen der Ausdrücke : 


d'x, 

dp' 

<l'«i 

dp' 


J», 




<J^ 

1.8 

(^y 

1.8 


uberein, so dass, für die benachbarten Puncte beider Zweige, die Tangenten ihre Rich- 
tung in demselben Sinne andern. (Fig. 14.) Wenn hingegen 0^ Werthe von demselben Zei- 
chen erhalt, wenn wir nach einander x, und x, für x einsetami, so andern, für die benach- 
barten Puncte der beiden Zweige, die Tangenten ihre Rkditang ln entgegengesetatem Sinne. 
(Fig. 15.) 

>— 1 ^. Es kann, ün Allgemeinen, jede der beiden Tangenten, unabhängig von der andern, eine 
nach beliebiger Ordnung osculireade sein. Wenn x, die (m, — 1) Gleichungen : 

<2>. ~ O , tD) o , ... 0a, = u , 

und X, die (lUj— I) Gleichungen; 

0t — o. ©1=0,... ©„^ = o , 

befriedigt, so ist eine der beiden Tangenten eine m,pnnctig, die andere eine mjpunctig oscu- 
lirende. Jeden der beiden Zw eige kUiinen wir eiuaeln für sich verfolgen ; für jeden erhal- 
ten wir bestimmte Werthe für die DüferenUal-Quotirnten der bübem Ordnungen, deren keiner 
unendlich wird. Bedeuten m, und aij beide gerade Zahlen, so haben die beiden Zweige 
die gegenseitige Lage, wie in der 18. Figur. Ist eine dieser Zahlen gerade und die andere 
ungerade, so ergibt sich die Lage der 13. Figur. Wenn endlich m, und m, awei ungerade 
Zahlen bedeuten, gelangen wir entweder anr Lage der 14. oder 15. Figur. Welche von bei- 
den Lagen in jedem vorliegenden Falle Statt findet, hingt davon ab, ob der Werth der Fun- 
ction © 1 »,», für x=x, und der Werth der Function ©.,+, für x=Xj, entgegengrsrlate oder 
gleiche Zeichen erhalten. 

10. in dem Falle der Bedingung (4), wo x, und x, inmglnlre Werthe erhalten, sind 
dir beiden sich schneidenden Zweige awar imaginär, schneiden sich aber in einem reellen 
Puncte. Dieser Punct ist ein isolirter, ein conju girier Punct der Cnrve. Die beiden 
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Taagnitrii dowrlbra sind iinaf(u>Nr. Sie kUnnm in uaterceordnrten Pallen osculirende sein; 
dann aber Ut Dotb«endi{r, für beide, die Ordnung der Oseulalion dieselbe. Dran, wenn die 
GIricbungrii (T>. = o and 4>] = o beide eiae nmginare Wnnel — 1) haben, so haben 

auch beide die zweile imaginäre Wurzel (a,— — 1). Die Ciirve hat alsdann in ihrem 
isolirten Pnnrle zwei imaginäre dreipuaetig oscalirenden Tangenten. Sie hat zwei 
imagina re virrpnnctig oscnlirenden Tangenten, wenn eine dieser beiden imaginä- 
ren Wurzeln, und aJso auch die andere, Oberdiess noch die Gleichang (D]»n befriedigen, 
l'nd so weiter. 

11. Wir wenden uns nan zu demjenigen Palle, dass die Bediagangs -Gleichung: 
/d=ßY_d=ß ^ 

Vdpdq/ dq’ dp’ ’ 

Statt findet, und also die folgeadea beiden Gleichungen : 

®, = o. d, =“< (8) 

neben einander befriedigt werden. Alsdann erhalt man; 

d^ d’ß 

dpdq 

* “ djß ^'.Q- 

dq’ dpdq 

Wir wollen die verschiedenen Formen der Curve, welche diesem Palle entsprechen, nach ein- 
ander discnliren. 

I. In dem allgemeinen Palle, wo 0] nicht verschwindet, gibt die Gleichung (1) derKig. 
4 . \iunmer; 

= - i X. 

dp’ dp d®, 

d7 

Es ist also der Kriiaunungsbalbmesser der Curve in dem fraglichen Pnncle gleich Null. Da 

dx ’ 

(ritt uns p als maximum oder minimum in Beziehung anf x entgegen, vorausgesetzt, dass 
nicht zugleich auch v j verschwindet. Dass diess niemals geschieht , ist leicht zu zeigen. 


wenn wir vorerst 


mithin ist : 


dx 

d®, 

dx 


noch nicht verschwinden lassen. Denn man hat (Iberhaupt : 

d’x f '**Y llP 

Jp V dp/ 


dx’ 


d®, 

dx 


d’x 

dp’ 


= S®j 


/dxV d’n 
'^dp/^ dx’ 


Hiernach gibt die Gleichung (&) der eben angezogenen Nummer, wenn wir alle Glieder der- 


selben dureh 


G-i)’ 


dividiren, und nach der Division gleich Null setzen: 


8 ®, 


d-p 

dx“‘ 


d’3 

' dx’“ 


16 


also für den zu bestimmenden DUTeTential - Quotienten immer einen vollkommen bestimmten 
und endlichen Wertb. Wahrend also x, wodurch dir Richtung der, die Curve umhüllenden 
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geraden Linie bestüamt wird, coBtinuirlirb wKclut, eririebt, im fraglichen Pnnote. p ein naxi- 
mum oder minünam: ea bildet die Corre eine Spitxe erater Art. (Kig. 16.) 

II. In dem untergeordneten Kalle, dass zugleich 

(Pj = o, ® j =■ 0 , = 0 , (9) 

fallen, nach der 3. Nummer, auf der Tangente im fraglichen Puncte, nicht wie im Allge- 
meinen, bla.sa drei, aondem vier Durcbschiiitte mit der Curve znaammen. Man findet; 

d'q _ dx S . 6>3 o 

dp' dp «W*, o ’ 

dx 

und wenn man , um den wahren Werth zu erhalten , Nenner und Zahler vollständig difle- 
renliirt, indem man x, q und p aich andern Idaat, ao kommt: 

dx _ ' ■ dx jlp 

dp ^ i03 d' 0 , ^ • 

* djT dx' ■ dp 

die nachstehende 
dp- 

quadraljsche Gleichung: 

d'0, ✓dx 

dx' V dfj ' dx 

die auch unmittelbar aus der Gleichung (5) der 4. Nummer hervorgeht, wenn wir auf die 
erste und letzte der drei Bedingungs-Gleichungen (9) Rücksicht nehmen. Die beiden W'urzeln 
die.ser Gleichung sind reell , imaginär oder einander gleich , je nachdem der folgende Aus- 


Kolglich erhalten wir zur Bestimmung der beiden W'erthe von oder 


+ 4 


dW, 




80 , 


0 . 


( 10 ) 


druck ; 


— 8 


d-’ 0 . 


04 


✓d 0 j\' 

V'dx ^ - dx' 

positiv, oder negativ ist, oder verschwindet. Diess führt zu der nachstehenden dreifacheo 
l'iilerscheidung. 

Kia U-is. o. Es berühren sich zwei reel I e Z w eige in dem fraglichen Puncte. Die 

geraden Linien , welche , wahrend ihrer Bewegung die beiden Zweige umhüllen , fallen für 
diesen Punct in die gemeinschaftliche Tangente zusammen. Die beiden KrUmmungshalbmeaser 

d= 0 . 


.sind verschieden. Je nachdem die W'erthe von 


dx' 


und 0| im Zeichen Ubereiustimmen oder 


i 2« 

nicht, stiiDinen auch die beiden Werthe von , , im Zechen überein oder nicht, und lie« 

dp' 

gen dir beiden Zweige der Cnn-e auf derselben (Kig. 17.) oder auf entgegengesetzter Seite 
fKig. 18.) ihrer gemeinsrhanlirlien Tangente. Die Differential -Quotienten hltherer Ordnung 
können nicht unendlich werden; sie bestimmen sich ohne Schwierigkeit für jeden der beiden 

so dass wir den Lanf jedes der beiden Zweige für sich analitisch verfol- 
gen können. 

A. Es berühren sich zwei imaginäre Zweige in einem reellen Pnncte. 
c. Wenn die beiden Wurzeln der Gleichung (lU) einander gleich sind, ergibt sich: 

d 0 j 

d'q _ 4* _ „ 4 . ®'. 

dp' dp d 0 .i ‘ 

dx' Ux 


Werthe von 


Vis- l!>. 


( 11 ) 


Digitized by Google 


S- 1> Analytische Discussion derselben. 


1(35 


Dir KritmiDuagsbalbiarsser fUr beide Zweige siad endlich und rüiauder gleich. Der Diffe- 
d 

rrntial-Quotieiit wird hier, im Allgemeinen, nnendlich gro«. Denn, wenn wir zu der 
(ileicbvug (.6) der 4. Nummer aurtlckgelien , findet iich für den vsrliegenden Fall: 


L ^ d-©: d^sl d’q 
j dx dx^ dp'^ dp* 


+ 3 


d’©j/d^qV 
dx* \dp*/ 


+ 12 


d©4 
dx ' 


d’<{ 


dp 


J+24®s = o, (12) 


in welcher, in Folge der Gleichung (11), der Coelficient des fraglichen Differential-Quotien- 
ten rerichwindet. Da ^ einer endlichen Grfitse gleich ist, ist x weder rin maximum oder 

minimum in Beziehung auf p , noch p in Beziehung auf x. So lange dir umhUlIrnde gerade 
Linie in demselben Sinne sich dreht, rückt auf ihr der Bertihrungspunct nach derselben Rich- 
tung fort, und in dem fraglichen Puiicte muss die umhüllende gerade Linie in entgrgeiige- 
setztem Sinne sich zu drehen aiifangen , wenn der Berührungspunct umkebren soll. Da aber 

1 _ dp 


dx 


dp* 


d fl 

dp- 


Op 


imd also auch, indem wir mit ]:■ multiplidren: 


dp 


dx 

d“^V 

dp- 


so wird, im Allgemeinen, p sowohl als x ein maximum oder minimum in Beziehung auf 

In dem fraglichen Piincte erreicht sowohl der, die Cune beschreibeude Punct, als die, die- 
selbe umhüllende gerade Linie eine Grlnzlagr, wahrend der Krümmungshalbmesser ronti- 
nuirlieh wachst oder abnimmt. Der fragliche Punct ist eine Spitze zweiter Art 
(Fig. 1».) 

Ein unlrrgrordnelrr Fall ist hier derjenige, dass zugleich mit den Gleichungen (10) 
und (11) die nachstehende Glricbiiiig befriedigt wird; 

d*©7/dx\* d©,/dx\ 

Tx= (dp) dx (dp) 

Dann wird, nach der Gleichung (12), der Werth des Differential-Quotienten nicht mehr 

unendlich, sondern erscheint unter der Form §. Gehen wir aber zur Gleichung (7) der 1. 
Nummer zurück , so fallen für den rorlirgeiideu Full aus dieser Gleichung die Differenlial- 
Quotienten höherer Ordnung aus , uud wir erhalten die folgende quadratische Gleichung zur 

Bestimmung von ' 


I -H 8®s = o. 


(13) 


dx* \dp*y J dx* dp* 

* dx' \dp'/ dx’ \dp’/ 


d©,, 

dx 




( = 0 - 




Es treten uns hier wiederum drei verschiedene Falle entgegen. 

o. Wenn die M'urzeln der vorstehenden Gleichung beide reell sind, so hat die Curve Kig. jo 
zwei Zweige, die sich nicht bloss im fraglichea Puucle berühren, sondern dreipunctig 
usculiren und also zugleich sich schneiden. Mit der gemeinschartlicben Tangente haben 
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sie ihreu rinrachrii Cunlart behaltni. Wril 


oder ■ , , nach unarmVnrausseUani'rn nicht 


H-<P. . i-a 
-T— oder -j , , 
d»- dp- 

verschwind rl , kann keine der beiden Wnracln der vorstehenden Gleirbunic (Id) nnendlich 
werden. Wird, durch das A'crachwinden des letzten Gliedes dieser Gleicbuuft. eine der bei- 


den Wurzeln gleich Nnll , so 


wird, da alsdann d-^-4 
dp- 


0 , der KriimnnngshalbnM-ssrr des 


brzilglicben Zweiges rin maximuin oder niiiiiuuin, oder, mit andern Worten, dieser Zweig der 
Cun-c wird von einen Kreise nicht bloss drei- sondrni vier punctig osculirt. Uebrrbaupt 
bestimmt das Zeichen der beiden Wurzeln der letzten GIricJmng die Lage der beiden Zweige 
der Cnrvr gegen dm Üsculalions-Krris im rraglichrn Piincle, und je nachdem das Zeichen 
übcrrinslininit oder nicht , wachst , vom Osculalioiispunrlr aus , der Krtmmungsbalbmrssrr für 
die beiden Zweige nach derselben Richtung hin oder nach rntgrgrngrsetzirr. Jeden dieser 
Zweige klinnra wir, (Qr sich allein, weiter verfalgen, wril die DüTerrntial - Quotienten hü. 


endlich sind und ohne 


hercr Ordnung, die jedem der beiden Wertbc von mtsprechen , 

Schwierigkeit sich ergeben. (Fig. SO.) 

!>. Imaginären Wurzeln der Gleichung (14) entspricht ein isolirter Punct. in wel- 
chem zwei imaginäre Zweige sieh dreipunctig osculirrn. 

In dem Palle gleicher Wurzeln der Gleichung (14) besteht neben dieser Glei- 
chung auch noch die folgende, welche man durch DifTereuiiatiun unmittelbar erhalt: 


<*•'1 + 2 


(15) 


filr ^ im Allgemeinen einen unmdlirtrn W’rrtb. 


d>W, d’q td-ff», 
d*' dp* ^ d*f^ dp* ^ * dx ^ 

Ala Pol^e dieser oruen Bediii^uii|rR .Glrirbunf? g\ht die GIrirhunfr der •!. Naminer, 

d^Q d**s d^Q 

aus welcher schon , nach den 0-ttberii Bedingungs-Glrichnngcn , und ausfalllrn. 

Die Cnrve hat wiederum in dem (ragli- 

chrii Puuete eine Spitze zweiter Art, die sich von den unter r. belrachtrtrii dadurch 
unterscheidet, dass die beiden Zweige, von welchen sie gebildet wird, unter einander einen 
innigem Cniilact haben . als mit dem gcmeinscliaftlichen Osculalions-Kreise und also in der 
Nabe des fraglichen Puurtes ganz innerhalb oder ganz ausserhalb des Kreises fallen. 

In dem nntergeordiietru Kalle, dass, neben den bisherigen Bedüigungs • Gleirbungen, 

auch noch die folgende, dir in Beziehung auf 


vom zweitrii Grade ist, besteht: 


dx= VdpV 


4 - 3 


1:? 

dp’ 


-4- 3 




i '04 d-q 
d*- dp- 


stellt sich der Werth für 


d*q 


Kig-ai 


nach der Gleichung (8) der 4. Nummer wiederum unter der 

Korm § dar , und erhalt einen doppelten Werth. Im Allgemeinen osculirrn sich zwei Zweige 
der Curve in dem fraglichen Piincte vier punctig. Aber in weitere (Inlerschridungen hier 
rinzugrhrii , würde Uhrrflttssig sein. 

III. Wenn zugleich 

®3=0, = 0. 


d>. . 


dx 


( 16 ) 
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30 fol(!t mirONerst aus der 8. Noauner, dass auf drr Taufeute iu dem Itaflielien Puncte 
fUnf DurchadiBitte mit der Curre zaaaBHienfaUra. Nachdem a beatimmt worden Ut, pbt 
die Oleiehuo)r (5) der d. Nummer für den io Rede stehenden Kall: 




d=Ö), 

d«< 


d» . d®j 
dp da 


(17) 


Es ist also eiB Werth roa ^ oder endlich, wihrrnd der andere rerachwindet. Die Olei- 
dp dp' 

chung (6) der eben angezogenen Nummer gibt für ^ oder endliche Werthe ; deijenige, weU 
eher entspricht, ist: 

d^ _ _ 6®s 

dp' ” 

da 

Es berObren sich also in dem fragUchen Puncte zwei solche Zweige der Can'e, von welchen 
einer im Bertthnmgspnncte euen Wendungspunct hat. Jeden Zweig kbnnen wir für sich 
weiter verfolgen. (Kig. 81.) 

IV. Wenn zugleich 

dtp. dtp) 


tp, = o, tP) = o , 


tP, 


o. 


da 


so zeigt die Oleicbnng (17), dass alsdann die Werthe von 


- o, (18) 

beide zugleich verschwinden. 


Kür beide Zweige ist der KrUmroungsbalbraesser unendlich. Die Gleichung (6) drr 1. Nummer 
gibt, nach BeriIcksichliguBg der Bedingungs-Gleichungen (18): 


I d-tp. da 

)d«' 

d'a 


, dtPj/d'a 


dp * ^iT |dp 


, + 180) = o , 


und da der Coeflieient von verschwindet, für diesen Dillerenlial-Quolienten einen unend- 

dp 

liehen Werth. Die Corve hat eine Spitze erster Art. 

V. Wenn zugleich 

d0, _ 


0 . = 


0) = O. 


0 » = 0 , 


0 ) = 0 , 


da 


= 0 , 


d^Jda 

' da |dp 


SO Callen auf der Tangente in dem fraglichen Puncte sechs Durchschnitte mit der Cnrre 

zusaauneu. Wie unter IIL erhalten wir fOr ^ oder ^-4 zwei Werthe , von welchen einer 

dp dp' 

verschwindet. Die Gleichung (6) drr d. Nummer gibt für den vorliegenden Kall: 

3 •>“ + + 3 + 4^ 

i da' dp da ^dp' / da' \dp./ 

und zeigt , dass dem endlichen M'erthe von ^ da endlicher Werth von ^ 

dp dp- 

schwindenden Werthe von ein verschwindender Werth vou ^ entspricht. Die Gleichung 

(7) der 4. Nummer gibt hirmach immer zwei endliche Werthe für den DiSerential-Qnotienten 

d^Q d*X 

dji.oder ^-J. Derjenige namentlich, welcher dem verschwindenden Werthe von ent- 

sprkbt, ist ; 


nnd dem ver- 


d*q 

dp« 


d'a 

dp- 


81^ 

fii,' 

da 
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Kii berühren sich also xwei solche Zweige der Cnr^'c, ren welchen einer nit der gemein- 
sdmniichm Tangente einen viergnnrtigen and der andere einen gewOhiilichca Contact hat. 
VI. M'enn sugleicb 

0 , — in. — ^ #n. _ « <n. _ « _ « 


0 , = o, 


= o. 


Te="> 


so verschwinden swttrderst wie anter IV. beide Wertlie des DilTerenliat • Quotienten 3 -. Die 

dp 

Gleichung (6) der 4. N’iimuicr vertiert hier ihre Bedeutung ; dir folgende Gleichung dieser 
Nummer gibt aber fulgendr «{usdraluirbe Gleichung; 


dW» 

dx \<lpv 


+ r2<l>6 = 0 , 


d d 

znr Bestimmung der Wertlie der Differential - Quotiroteo jp oder 

Fis üd. a. In dem Falle zueier reellrii und verschiedenen M'urzeln der vorslehrndm Glei- 

ebnng bertihrrn sich zwei Zweige der Ciirve, wetche beide im Brrührungspuncte einen Wen> 
diingspnnct haben. Es werden beide von ihrer geraeiiiscballllichrn Tangente dreipunctig oseii- 

lirt. Je nachdem die Wertbe vou und 0g üherrinstimmru oder nicht, haben dir bei- 

QIC' 

den Zweige, dir in der 22. oder 23. Figur angezeigte Lage, 

h. Imaginären Wurzeln entsprrclien zwei imaginäre Zweige, welche nicht nur ein- 
ander, sondern auch eine reelle gerade Linie in einem rrellm Puncte dreipunctig oscuMren. 
c. Wenn insbesuiidere ; 

(■||x ) - * g,; “ »• 

so sind die beiden Wurzeln der Gleichung (J9) einander gleich, und zugleich mit ihr be- 
steht auch dir folgende Gleichung ; 

d’O. /CdV\ „dtf), 
d.;- (dp) = *• 

Es gibt uns aber dir Gleichung (H) der 4. Nummer, wenn w ir die obigen Bedingungs- Glei- 
chungen brrärksiehtigrii , zur Bestimmung des Differential - Quotienten überhanpt: 

|d><», d-x dtf),< d'x td-©a /cdV\ ^ d®j ) 

i-d«:- • dp« + « d7| dp- * l'dx« (dp ) '* -iT (dp- j 

woraus ersichtlich ist , dass , ira vorliegenden Falle , der Werth des DHIrrential - Quotienten 

nnendlich wird. Die Ciirve hat eine Spitze zweiter Art, die von solchen zwei 

Zweigen gebildet wird , welche mit ihrer gemriuschafliirhm TangenU einen Contact der 
zweiten Ordnung haben. Nur in dem antergeordurten Falle, dass, neben der Gleichung (19). 
auch noch die folgende besteht: 

d'®., /H-xV d®, 

di«' (dp«) -dx (dp-«) + = «. 

stellt sich der Werth von unter der Form g dar und ist ein zwiefacher. Dann erhal- 
ten wir wiederum eine dreifache rnterscheidiing : 

u. Zwei reelle Zweige berühren sicli unter einander vierpunclig und ihre 
gemrinscbaflliche Tangente dreipunctig. 

li. Die beiden Zweige sind imaginär. 
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Y. Die Cnrre MMet, Im Allgemeioea, eine Spitie aweiter Art 
Wean wir fortnikreii, erhielleo wir neae antergeordBcteo Fälle. — 

IS. Indem wir ansammeafassen und verallgraieineni , geiangea wir an irr Barhstekrn- 
den Uatersebeidung aller TeraebiedeneD Arten voa Doppelpnocten, die niefct awei vertchiedene, 
reelle oder iauip;inäre, Tangenten haben. 

Wean flhr einen Pnnct der Cvrve, welcher ein Doppelpnact ist, die FanctioneD 

(P. 

und angleich mit ihnen die Functionen . 

dtp, d<l>i dtp« d(2>„ 

da ’ d« ’ 'd* ’ • ■ ' dx' ’ 

verschwinden, und wir voraussetaen, es sei 

2m < n + 3, 

so berühren sich awei reelle Zweige der Cnrve in dem flraglichea Doppelpnncte. Von 
diesen beiden Zweigen hat einer mit der gemeinschaftlichen Tangente einen 
mpunctigen und der andere einen (»+1 — ai)punetigeD Contact. 

Wean a eine gerade Zalil beaeichnct und 

2to •= n + 3, 

genommen wird, so bilden in dem fraglichen Pnaete awei Zweige der Cnre eiae Spitae 
erster Art. Wenn a^8, so ist der Krümmungshalbmesser gleich \all, er ist uuendlieh 
gross, wenn n>3. Ueberfaaapt ist die Ordnung der Annäherung der Cunre an ihre Tangente 

im fraglichen Puuete — in der Art, dass, wenn man irgend zwei Gurten besehrcibt, wel- 
che auf derselben Seite der Tangente, mit dieser bezüglich einen ^punetigen und + 1^- 
punctigen Contact haben, einer der beiden Zweige, welche die Spitze bilden, zwischen die- 
sen beiden neuen Cnrven liegt Man könnte sagen, der Contact sei ein punetiger, in- 

dem man von den (n+1) Durchschnittspuncten, welche auf der Tangente im fraglichen Puncte 
Zusammenfällen, die Hälfte auf jeden der beiden die Spitze bildenden Zweige rechnet 
Wean n eine ungerade Zahl bezeichnet und 

2m »r-. n + 1 

genommen wird , so hat, im Allgemeinen, die Gurre zwei Zweige, die sich in dem fraglichen 
Puncte berühren und beide mit der gemeinschaftlichen Tangente einen ^--^punctigen Con- 
tact haben. Unter sich haben die beiden Zweige einen Contact, der, im Allgemeinen, von 
gleicher Ordnung ist , in untergeordneten Fallen aber zu einer btthem beliebig anstrigrn kann. 
Welches auch diese Ordnung sein mag, es können die beiden Zweige sowohl imaginär als 
auch reell sein. Im erstai Falle bilden sie bloss einen conjugirten reellen und isolirtrn Punct, 
in der Art dass, wie io dem Falle reeller Zweige, auf jeder durch denselben gebenden ge- 
raden Linie zwei und auf einer einzigen vollkommen bestimmten Linie (n-i-1) Durchschnitte 
in diesem Puncte zusammeufallen. ln dem Uebergangs-Falle von zwei reellen und zwei ima- 
ginären Zweigen, fallen, von den vier Erstreckungen der Curve von dem Bcrttbmngspunrle 
aus, zwei fort und die beiden übrigbleibeodea bilden eine Spitze zweiter Art. Es steigt 
hierbei zugleich die Ordnung des Contactes der beiden Zweige unter sich um eine halbe 
Einheit. Wenn nemlich zwei reelle Zweige sich hpunctig ooculiren , wobei wir dureb h ir- 
gend eine ganze Zahl bezeichnen, die grösser ist als so fallen auf einer beliebigen, 

jeden dieser beiden Zweige ebenfalls hpunctig osculirmden Gurre im Osculationspuncte 2h 
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Darcluchiiitti! xtisanuaea. (Die«e oacutireade Cun'c iat aoch Jum reell, wenn die beiden 
Zweige imaginär sind.) Bei dem Uebergaa ge von swei reellen xu xwei imtginarra Zweigen 
ergeben sieb I3k+l) zusammearalleode DnrcbscbniUspunctc und wir kdonen uns des Aus- 
drucks bedienen, dass die osculirende Curve mit jedem der beiden, die Spitxe xweiter Art 
bildenden Zweige einen C^+i )pune(igen Contact habe. Das ist also auch die Ordnung des 
Contactes der beiden Zweige unter sieb. Die Ordnung der Annäherung der beiden Zweige 


an ihre gemeinschaftliche Tangente kann jede beliebige ganze Zahl 



sein und, unab- 


hängig hiervon, die Ordnung der Annäherung der beiden Zweige an einander jedes ungerade 

Vielfache von |, das grosser ist als Wenn die Ordnung der Annäherung der beiden 

Zweige unter sich, wie cs im Allgemeinen der Kall ist. nur um eine halbe Einheit hoher ist, 
als die Ordnnng ihrer beiderseitigen Annäherung an ihre gemeinschaftliche Tangente, so gibt 

es eine, diese Tangente ^^^^punctig osculirende Parabel der^**^*^. Ordnung, auf deren 


'“•R^Ktngesetalen Seiten vom Scheitel aus , die beiden die Spitxe bildenden Zweige sich er- 
slrerken. ln dem Kalle, wo n^,3, kann ein Kreis, der KrUmmungs-Krris, diese Parabel er- 
setzen. In diesem Kalle ist der Krümmungshalbmesser in dem fraglichen Puncte einer end. 
liehen Grosse gleich und continuirlich wächst er oder nimmt er ab, wenn wir, die Spitxe über- 
schreitend, von einem Zweige auf den andern übergeben. Wenn n ^ 3 , so wird der Krüm- 
mungshalbmesser nnendlich. 

M'enn endlich: 


im > n + 1, 

so erhalten wir, wenn n cine gerade Zahl bedeutet, eine Spitxe erster Art und wenn n 
ungerade ist, zwei reelle oder imaginäre Zweige, die ihre gemeinschaftliche Tangente 

^ -^punctig osculiren , und deren gegenseitige Annäherung n i e von einer hohem Ordnung 

ist, als die Annäherung an ihre gemeinschaftliche Tangente *), und eine Spitze xweiter Art 
kann hier nicht Statt Anden. 


Dreifache Puncte. 

13. Wenn zugleich: 

df> in 

d4 *° *• dp “ • 

d=n im im 

dq' ” dpdq “ ®' dp' “®’ 

nicht aber dir partiellen DiflerentJal • Coefficirnten der dritten Ordnung alle vier zugleich vrr- 


*) WeDD uuter II. auch noch 




vfricliwindetp »o sintl die beidpa Wfrthe» wpIcIjp die Gleichung 


(10) für 
?pr3ch«iadrD. 


gibt, gleich und voa enlgegeogeietalem Zpichen, und sie konneo nur nit euglpich 

EbpDflo, wenn unter VI. auch noch verKhMindet, liiul die Werüie, welche die 

dx 


Gleichung (|9) für 
xugleich mit 



gibt, gleich und von fotgegengeactztem Zeichen, und verichwiDdea nur 
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i0, _ 

"dx ~ ®> 


schwinden, so ist Dir jeden Werlh von x 

<J)| =0, <Pj = 0, 

und es Dillen also , nach der S. >'iiaMier a«T jeder durch den beafiKlirhen Punct gehenden 
geraden Linie drei Durchschnitte mit der Carve aasammm. Der Panct ist ein dreifacher 
Punct der Curve. Die beiden verstehenden idenlischen Gleichungen bringen nalOrlkh die 
folgenden mit sieh : 

d<®, d’Ö», 

dx “ ®’ dx^ - “• 

Hiernach reducirt sich die Gleichung (d) der 4. N’nmmcr auf: 

®j “ o, tJ) 

und gibt , wenn wir sie in Beaiehung auf x auflUsen, drei verschiedene Werthe. Diese Werthe 
bestimmen die Richtung der drei Tangenlen des dreifachen Punctes , von denen jede, weil 
sie in diesem Punele einen Zweig berührt und die beiden andern schneidet, mit der Curve 
vier misammenfallende Puncte gemein hat. Es tritt uns hier eine vierfache Gnterscheidang 
entgegen. 

1) Die Werthe von x nnd alle drei reell und verschieden; ' 

8) awei dieser drei Werthe sind imaginär; 

3) awei Werthe sind einander gleich, in W'elchem Falle die beiden folgenden Glei- 
chungen augleich befriedigt werden: 

d) alle drei Werthe von x sind emander gleich, io welchem FaDe die drei fol- 
genden Gleicbungea augleich bestehen; 

diPj d=<D., 

«>s=o, =0, 7;r=»- 

If. In dem Falle, dass die drei Wuraeln der Gleichung (t) alle drei reell nnd 
verschieden sind, gibt die Gleichung (5) der d. \ummer: 

dp^ dp d^’ ^ 

dtt 

und sojüjtp den drei Wertben von x eoütprechend, drei Wertbe für den DHfereiitial>Quoüen- 
d* 

von denen keiner unendlich werden kann. Die Gleichung (6) der eben angezogenen 

welche hier in die nachstehende sich vereinfacht; 

H®, d=x Id’^j^dxN» d®j dx 

dx' dp> j dx‘A,dpy dx 'dp 

gibt biemaeh die drei Werthe des Differential • Quotienten der folgenden Ordnung und so 
fort. Keiner dieser Differential-Quotienten kann unendlich werden. Auf diesem Wege können 
wir die drei Zweige der Curve, welche in dem dreifachen Puncte sich schneiden, jeden für 
sich , unabhingig von den beiden andern, von dem gemeinsamen Darrbscbnitte aus verfolgen. 
Jeder der drei reellen Zweige kann in dem dreifachen Puncte eine nach beliebiger Ordnung 
usculireode Tangente haben , und ähnlich , wie in der 9. Nummer in Bezichnug auf Duppel- 
puncte, ergibt sich hier sogleich das folgende Resultat. Wenn eine der drei Wurzeln der 
Gleichung (1) zugleich auch eine Wurzel der folgenden Gleichungen ist: 


dp> 

Nummer. 


8®s[ = 


(3) 


0 , = 0 , ®j 

wenn eine aweite Wurzel die Gleichungen; 

04 = 0, 0f 


0 , 


= «. 


®., = 0 , 
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und endlich die dritte Wunel die fnigendrn Gleichungen ; 

(I >4 »■ 0 , = 0 , 0„, = o, 

berriedigt, so haben die entsprechenden drei Zweige in dem ftaglichen dreifachen Punete 
besttglich eine (mi— l)p«nctig, eine (Mi— l)p«nctig und eine (mj— l)punctig oseniirende 
Tangente. — 

15. In dem Falle sweier i ma ginhren Wurxeln der Gleichung (J), entspricht die- 
sen ein conjugirter Punct der Curve, welcher für die Anschauung verschwindet, weil er in einen 
reelieii, der dritten Wurzel entsprechenden, Zweig der Curve Atilt. Dieser Zweig kann in 
dem coiijugirten Punete insbesondere auch eine oseulirende Tangente haben. — 

16. W’enn zwei Wurzeln der Gleichung (1) einander gleich sind, und fllr 
diese also die beiden Gleichungen: 


tPj = 0, 





befriedigt werden , so haben zwri der drei im dreifachen Punete sich vereinigenden Zweige 
eine gemeinschaftliche Tangente. Der dreifache Punct mlsteht, indem durch einen Doppel- 
punct mit zusammenfailenden Tangenten ein dritter Zweig der Cun'c hindurchgeht Dieser 
Uuppelpiinct kann von irgend einer derjenigen Arten sein , die wir als Überhaupt möglich 
in der 11. Nummer unterschieden haben , und auch der dritte Zweig kann, unabhängig hier- 
von, in dem fraglichen Punete eine mehrpunctig oseulirende Tangente haben. Nur wenige 
nähere Andeutungen füge ich in der Absicht hinzu , um darzuthiio , dass auch hier die ana- 
lytische Discussion des Daufes der Curve, von ihrem dreifachen Punete aus, keine Schwie- 
rigitrit darbietet. 

Die Gleichung (2) der 14. Nummer zeigt, dass, so lange tP« für die beiden gleichen 

Wurzeln nicht verschwindet, der diesen entsprechende Düferential- Quotient unendlich 

wird. Mit ihm werden alle folgenden Differential-Quotienten unendlich. Wenn 0t auch für 
die dritte Wurzel der Gleichung (1) nicht verschwindet, so erhalt für den dritten Zweig 


Hk 

■j- ebenfalls einen endlichen W'erth. Es fftllt alsdann eine Spitze erster Art in einen ge- 
"P 

wohnlichen Punct eines Zweiges der Curve. Ob die Spitze auf der convexen (Fig. 24.) oder der 
concaven (Fig. 25.) Seite des dritten Zweiges steht, können wir auch aus der analytischen 
Bezeichnung erkennen. Wie in der 11. Nummer unter I. erhalten wir, den beiden gleichen 
Wurzeln enlsprecheiid , 



80 , 


d=P , , d’O, _ 

d7'‘*' * d»> ~ ’ 


und p ist also ein maximum oder miiiimum, je nachdem O, und ~ für diese Wurzeln im 

Zeichen übereinstimmen oder nicht. W'enn der drille Zweig in dem Falle eines ZMximum 
seine convexe, in dem Falle eines minimum seine concave Seite der Linie P zukebrt, erhal- 
ten wir die Lage der 24. , sonst die Lage der 25. Figur. Wenn für den dritten Zweig <P, 
verschwindet , erhalt dieser einen Wendungspuuet , auf welchem die Spitze steht (Fig. 26.). 
Wenn für die beiden gleichen Wurzeln zugleich die drei Gleichungen : 


O] ~ 0, O, *= 0, 


dO, 

- 37 ““' 


bestehen, so berühren sich zwei Zweige der Curve und ein dritter Zweig geht durch ihren 
BerUbrungspuncl. Jene beiden Zweige können reell oder imagiuar sein, oder eine Spitze 
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d» 

zweiter Art kiMen , je BsehJeni die beiden M'ertbe des Differential • Quotienten j- reell, iaa- 

ftiiiar oder einander {gleich sind. Zur Bestinnuog derselben reducirt sieh die Gleirhunf (6) 
der 4. N'mnairr aaf folgende: 

d=®,/dxV , ^ d<D,/dx\ 

lüKdji) + ^17(4^)+«®^ “ •• 

Wenn, was den Fall zweier gleichen Wurzeln anzeigt, zugleich mit dieser Gleichung die 
folgende besteht: 

d’x 

.40 gibt die Gleichung (7} der 4. Nummer fOr ~ einen unendliebm Werth , denn allgemein 


hat man: 

id’tp, dx 


Hier ergibt sich die eben schon erwähnte Spitze zweiter Art W'enn aber zugleich mit den 
beiden vorletzten Gldchungen auch noch die folgende besteht: 




d*Ä 

so erscheint der Werth des Differential - Quotienten unter der Form «. Zur Bestimmung 

desselben mössen wir uns alsdann zur Gleichung (8) der 4 . Nummer wenden. Es osculiren 
sich alsdann , im Allgemeinen, zwei der drei Zweige im dreifachen Puncte dreipunctig. Diese 
beiden Zweige können reell und iaugiiüUr sein. Den Uebergang bezeichnet wiederum eine 
Spitze zweiter Art Und so weiter. — 

17. Wenn zugleich: 

®J = o, = ''d^’='’’ 

so bat die erste dieser drei Gleichungen drei gleiche Wurzeln *. Es ist: 


d'il 

d'12 

d’fl 

II 

l-g-Ci 

1 

II 

II 

••W t 
1 

dp*' 

jt'ir 

dq' 

dq-'dp 

dqdp' 


I. In dem allgemeinen Falle , wo nicht verschwindet , gibt die Gleichung (5) der Fig .77. 
4. Ninumer: 

d'q dx StP, 

dp' “dp dtp, “ *• 

dx 


Der KrOmmungsbalbmesser ist also gleich Null. Alle folgenden Differential - Quotienten wer- 
den ebenfalls unendlich. Die Tangente hat mit der Cnrve vier Durchschnitte geaMtn, die in 
dem fraglichen Puncte susamraeufallm. Die Ordnung des Contactes ist oder, wenn der 
Ausdruck gestattet wird, der Contact ist ein Ipunctiger. (Fig. S7.) 

II. M'rnn neben den Gleichungen (1) auch noch die folgende besteht: 

ff>4 = o, 

d* 

so stellt skh der Differentia] - Quotient , - unter der unhcslimmten Form J dar. Zar Bestim- 

dp 

mung seines wahren Werthes erhalten wir die quadratische Gleichung (4) der vorigen Nummer, 
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8®, = 0. 


die hier, iadem eine ihrer beiden Wurzeln unendlich wird, auf den m(en Grad lieh re. 
durirt : d ®4 de 

4» dp 

Der unendlichen Wurzel entspricht eine gewöhnliche Spitze erster Art Die Gleichung C7) der 

d’x 

4. Nummer gibt zur Bestimmung des Differential - Quotienten 

dp' 


d0, d=* 
dx dp' 


! d'®i/dxV d'®,/d»v d®i/dx\ 

dx>\rp) + 48®s} » 0 . (*) 


dx 


Dem endlichen Werthe des Differeolial^)aoticnten ^ entsprechend, erhalten wir also fUr 

••P 

d'x 

und jeden Differential-Quotienten höherer Ordnung einen endlichen und vollkommen be- 
stimmten Werth ; wodnrch ein gewöhnlicher Zweig ohne Singularität in dem fraglichen Pnncte 
angezeigt wird. Wir erhallen die Korm der 28. Pigur, wobei auf die Spitze drei und 
den andern Zweig zwei von den finf auf der Tangente zusammenfallenden Dnrehschnittm 
kommen. 

t'ig. 39. III. Wenn neben den Gleichungen (1) die folgenden beiden bestehen: 

d®4 


®4 = 


dx 


dx 


SO ergibt sich fUr ~ bloss ein unendlicher Werth , und ebenso fdr jeden der hökem Diffe- 
rential - Quotienten. Die Curre hat nur einen einzigen Zweig. Auf der Tangente im drei- 
fachen Puncte fallen in diesem Pnncte, wie im vorigen Palle finf Durchsebnitte zusammen. 
Der Contact ist ein jpunctiger, oder von der Ordnung ). Der dreifache Punct ist ein Wen- 
dungspunct , in welchem der Krtlmmuiigshalbroesser unendlich klein isL (Pig. 29.) 

Kig. 30. IV. Wenn auf der gemeinscliaftlichen Tangente sechs Durchschnitte zusammenfallen, 
so bestehen neben den Gleichungen (1) die folgenden beiden : 

= 0 , = o , 

so ändert sich in dem unter II. betrachteten Palle weiter nichts, als dass der nicht unend- 

dx 

liehe Werth des Differential • Quotienten verschwindet. Demselben entspricht nach der 
Gleichung (2): 

. 1? Jl' + = »• 

Durch eine gewöhnliche Spitze erster Art geht ein zweiter Zweig, welcher in der Spitze 
einen Wendungspunct hat. Von den sechs Durchschnitten mit der gemeinschaftlichen Tan- 
gente kommen drei auf die Spitze und drei auf den Wendungspunct. (Pig. SO.) 

Fig. 31—33. V. Wenn die folgenden drei Gleichungen neben den Gleichungen (1) bestehen: 

®s = 0 , ®j = o, Tr “ 

so werden die 6 ersten Gleichungen der 4. Nummer identische, und die Gleichung (7), wel- 
che hier in die folgende übergeht: 

dj( 

gibt drei Werthe für , von welchen keiner je unendlich werden kann. Par jeden Diffe- 
rential - Quotienten höherer Ordnung erhalten wir ebenfallz , und auf lineare Weise , drei 
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entsprechende endlichen Werthe. Es berOhren sich drei verschiedene Zweige in dem 
fraglichen Puncte. Die Ordnung des Contactes dieser Zweige mit der gemeinscbaniicben 
Tangente ist die erste, und dieses ist, im Allgemeinen, auch die Ordnung des Contactes je 
zweier Zneige unter einander. Je nachdem die M'urzeln der Gleichung (4) alle drei im 
Zeichen tlbereinstimmen oder nicht, ergibt sich die Lage der 31. oder 33. Eigur. Zwei 
Zweige künnen imaginftr sein. 

In der weitern Disetmsien der untergeordneten Palle tritt die letzte Gleichung, die in 

||jg 

licziehung auf — vom dritten Grade ist, gewissermassen an die Stelle der Gleichung (p)—o, 

welche in Beziehnng auf x vom dritten Grade ist und , im allgemeinen Palle , uns die drei 
verschiedenen Tangenten des dreifachen Punctes gab. 

Wenn die Gleichung (4) zwei gleiche M'urseln hat, so wird sie, fttr diese Wurzel- Fi; 33—35. 
Werthe , zugleich mit der folgenden Gleichung befriedigt : 

d'ilydsV ^ , d’®,/dx\ _d(Ps _ „ 

In Polge dieser Gleichung verschwindet in der Gleichung (8) der 4. Nummer der CoeOicient 

von Dieser Differential-Quotient wird dadurch unendlich nnd dieCurve hat eine Spitze 

zweiter Art, die durch einen andern Zweig bertlbrt wird. Wenn die beiden gleichen Wur- 
zeln mit der dritten Wurzel entgegengesetztes Zeichen haben, so haben die Zweige die Lage 
der 33. Pigur, bei gleichem Zeichen die Lage der 34. und 35. Pignr, und zwar die Lage der 
ersten oder zweiten dieser beiden Piguren, je nachdem die gleichen Wurzeln, abgesehen vom 
Zeichen, grosser oder kleiner als die dritte Wurzel sind. Der Osculations-Kreis der Spitze 
schneidet diese in ffinf und den andern Zweig in zwei Puiiclen, der Osculations-Kreis 
dieses Zweiges schneidet diesen in drei und die Spitze in vier Puncten. 

In untergeordnetem Palle , wenn nemlich neben der letzten Gleichung auch noch die fol- 
gende besteht; 

d tJ),/dx\«^ , d’(l>./d*Y ^ d®6/d«> 

dx"' Vdp/ dx' \dp/ idp/ 

erscheint nach der Gleichung (8) der 4. Nummer der Werth des Differential-Quotienten un- 
ter der unbestimmten Porm g; wir erhalten dann, wenn wir das gewöhnliche Verfah- 

d’x 

ren anw enden, zwei verschiedene Werthe Wr - die den beiden gleichen Werthen von 

dp 

entsprechen. Es hat die Curve wiederum drei vollständige Zweige, und zwei derselben 

haben unter einander einen dretpunctigen Contact Dir beiden sich osculirmden Zweige 
kBiinrn sowohl reell als imaginBr sein, und zwischen zwei solchen Pallen bildet eine Spitze 
zweiter Art immer den Debergang. Und so weiter nach Analogie der Iff. Nummer. 

M'rnn ferner die Gleichung (4) drei gleiche Wurzeln bat, nnd also neben dieser 
Gleichung und der Gleichung (5) zugleich auch noch die folgende befriedigt wird: 


+ 48®: = 0 , 


( 6 ) 


d'®,/dx\ d=®, 

dx* Vdp/ dx“ 


(7) 


so ist der Werth des Differential-Quotienten Gleichung (8) der 4. Num- 

mer, sich als rin Bruch daratrllt, dessen Zahler der erste Theil der Gleichung (6) und 
dessen Nenner der erste Theil der Gleichung (5) ist , uorudlicb , bleibt es auch dann noch, 
wenn die Gleichung (6) befriedigt wird , und erscheint erst unter der Porm g , oder 
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virlmrhr^, weno, sugleich mit der Gleichung (6), auch ihre Differential -Gleichung befrie- 
digt wird: 




^6 

de 


( 8 ) 


Und dann erhält man den wahren Werth dea fraglichen Differential • Qnatienten , erst nach 
einer aweimaligen Differentiatian seines Nenners und Zählers, und awar durch eine Gldchung 
des dritten Grades. Diess ist erforderlich, wenn die Curve drei vollständige Zweige haben 
soll, die, ihre gemeinschaftliche Tangente einfach berührend, unter sich paarweise genommen, 
einen dreipunctigen Contact haben. Wir können uns hier, wo wir über die Oränse der 
Entwicklungen der 4. Nummer hinauslreten und weitere Schlüsse unsicher werden, durch 
Analogie sicher leiten lassen und wie wir die vier Kalle I. — IV. dieser Nummer erbaltra 
haben, die, wenn auch die Wurzeln der Gleichung <l>]=o alle drei gleich sind, dem Kalle V., 
wo die Curve drei sich berührende vollständige Zweige hat, vorangehen : so haben wir auch 
noch vier verschiedene Kormen zu betrarbten, wobei, weno auch die Gleichung (I) drei 
gleiche Wurzeln hat, uns doch noch keine drei, sich dreipunctig osculirende Zweige entge- 
gentreten. 1) Ein einziger Zueig geht durch den dreifachen Puncl, welcher für das Ange 
nichts Singuläres hat; er hat mit dem Osculations- Kreise einen Contact von der Ord- 
nung t <«><l demselben in sieben zusammenfallendeii Puncten zugleich osculirt 

und geschnitten. S) Es hat die Curve eine geHttbuliche Spitze zweiter Art und eia andrer 
Zweig derselben osculirt diese Spitze in fünf Puncten , in der Art , dass auf dem gemein- 
schaftlichen Osculations - Kreise acht Durchscbniltspuncte zusammenlallen. 3) Ein einzi- 
ger Zweig , dem unter 1) ähnlich, geht durch den dreifachen Puuet , wo er adt dem Oscu- 
latioos- Kreise einen Contact von der Ordnung } hat und von demselben nicht geschuiUen 
wird. Es fallen acht Durchschnittspuncte zusammen. 4) Es bat die Curve eine gewöhn- 
liche Spitze zweiter Art, durch welche ein solcher Zw eig der Curve gebt, der mit dem Oscu- 
lations-Kreise der Spitze einen vierpuncligro Contact hat. Es fallen in dem fraglichen Puncte 
neun Durchschnitte mit diesem Osculations- Kreise zusammen.*) 

Wir können ohne alle Schwierigkeit, von drei sich dreipunctig osenlirenden Zweigen 
durch die Zwischenflllle hindurch, za drei sich vierpunctig osculireudeu Zweigen Uberge- 
ben, and so fort. 

VI. Wenn auf der gemrinschafllicbrn Tangente im dreifachen Puuete sieben Durch- 
scbnittspuncte zusammenfallen sollen, so müssen neben den Gleichuiigeo (1) auch noch die fol- 
genden drei Gleichungen befriedigt werden: 

= o, (l>i = O, tl>(, = 0. 

du 

Nach den. Betraebtungsweisen iiuter II. und IV. ist klar, dass, wahrend ein Werth für 

«F 

uueudlich wird, der andere verschwindet. Als Kolge der Gleichung (3) verschwindet hier auch 
der dem letzurn entsprechende Differential-Quotient und erst die Gleichung (8) der 


•) Bsiipicle Jirser vier reridiie.lcnen Formen bieten die eicr , diirek die nüchileheuden GIcIcliiiDeeo 
d«rge»tellten Curven iu.tlem Duixinihnilte der beiden geraden Linien P imJ Q: 

(p**4*^*l)* + <^p* » o, 

(P'+*l)Kt‘’+^ll’+t‘l>‘l + «F* = •. 

tp’+l<))‘ + 0|.' = o, 

tp’+t<l)lip'+^‘l.'+,«p‘ j -f- Op* = •. 
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4. NninB«r cibl udk fltr einen endlicben Werth : 


Wir erhalten hiernach , dem nnendlichen Werthe von y- entsprechend , eine gewöhnliche 

' • ■. » V : i »Itl t 

Spitxe erster Art, and dem Verschwinden dieses DiRerential-Qiiotienten entsprechend, einen 
Zweig der Curve, welche die Tangente dieser Spitne vierpunctig osculirt ' t. . !■ 

VII. Wenn nehen den Gleichungeji (Ij: Kig. 30— .t; 

_ d®. 

®4=>». ®l = 0, ®gE>0, 

so erhalten wir nach V. drei sich berührende Zweige. . Die Glekhnng (4) neigt, i, dass für 
einen dieser Zweige verschwindet, und fSr denselben Zweig gibt die Oleichnng (8) der 

"dp , ...'u- "ilrt II I. 

4. Nummer: <'• lui>' t !) in-im «•< tt lu 


dp-’ d®} -t 

, . da T.'. • l|'■l>lll «r lieil r u» 

Einer der drei sich herdhrenden Zweige hat also einen Wendnngspunct. Je uarlidem die 
beiden endlichen Wurzeln der Gleichniig (4) im Zeichen Ibereinslimmen oder nicht , erhal- 
ten wir die Lage der 36. oder 37. Figur. Die beiden nicht usmlirenden Zweige können 
reell und imaginär sein ; eine SpiUe zweiter Ordnoiig bildet den Vebergang. Die Ordnung 
der Aunahening der beiden Zweige nnler sich kann beliebig ansteigen. 

VIII. Wenn neben den Gleicbniigeu 11): 

(ft ^ S 0 g ^ fn. — n 3 «a A . — A 


®S = o. 


so bleibt, nach der Gleichung (4) nur ein Werth für ^ ein Werth, der nicht verschwin- 


det: dem verschwindenden entspricht ^ «> ob.* Die Curve hal'‘eine solche Spitze erster 

dp',! <|t. 

Art , dir von ihrer Tangente ronfpanctig bertihit wird. Durch dieselbe, geht ein bmtihrm- 


der Zweig der Cnrvr. i . il! . .. .4 .■ nV i Hiii‘1 . 

IX. Wenn endlich, neben den Gleichungen (1) : n i » 'sis-.-. •' !tl. n)c,Ms; •x*:,!'' 

- d®. r, i't I d®s I i.hIju • d '®4 III 

®, = 0. ®, = 0, ®* = ., V “ -d^j“ -di^ “ 

so werden die Wurzeln der Gleichung (4) alle drei gleich Null. .and hiernach die Werthe 
von ‘unendlich. Der Krdmmungshalbmesser isi tNiMdlicb''grOBs. Die Cnrve hat niilr einen 

Zn eig mit einra W'endBngspuncfe,'*dte Ordnung der Annäherung all‘’ibre Tangente . ’anf der 
sieben DarcKschnitte ziisamuKuhillen betrogt f. v -lA v-i-rs -tifiiqH iihl«« m» wik'i 
• Wenn 'auf der gemetusefaaftlichra Tnugeate acht DurthscboiUspuacI» zusamuicurallen 
sollen, so mtls.seii (neben den Gleichungen |1)) die lolgeoden bestehen: mi’. 

®^ “ 0 , ®j = o, I ®h =s #; hon ®7 “ ■ nos ,V tl.' f®) 

Wir erhallen hier ftiiif verschiedene Falle. •’.'l, • ’ i, 

X. Im allgemeinen Falle hat dir Curve in ihrem dteifaehen Puncte eine gewohnliehr 
Spitgd crairr Art, niid die Tniigenle dieser Spitze wird van einem andern Zweige derCane 

a;i 
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I'üiirpuiiclig osmlirt. Au» dem Kalle nnler folgt urmtich , da»» aucli ^ IVr de« leuu 

grnaiinlm Zweig verKehwiDdet. 

XI. Wnia iiekfii (1) und (9) aiirb «och 

A<1>. 

d» 

»u irrücliH ludet eine der drei Wuraeln der Gleichuog (4). Die Gleichung f8) der 4. Num- 
mer reducirt »ich im vorliegenden Kalle auf die folgende: 

i'ÄJ-j- - '-SCd';)- 

woraus wir ersehen, dass fUr detijetiigen Zweig, für welchen verschwindet, auch 

gleich Null wird. Die Corve hat drei sich bertlbrende Zweige, von denen einer die gemein- 
schaftliche Tangente vierpuuctig o.scnlirt. Die beiden andern Zweige kUniien sowohl reell 
als imaginär sein , und auch durch eine Spitae »weiter Art rertreten werden. 

XII. Wenn neben (1) und 19) sugleich; 

d®. d®ä 

-J-» = 0, .- = 0, 

d» d* 

so verschwinden zwei W'urzeln der Gleichung (4i und für diese verliert die Gleichung (H) 

der 4. Nummer ihre Bedeutnug zur Bestimmung von Um diesen Diflereiilial-Coeffiririi. 

ten zu bestimmen , mftesen wir diese Gleichung von Neuem vollsUndig differentlire«. Wenn 
wir. der Kürze wegen, nur diejenigen Glieder hinschreiben , welche, nach der DiRerentia- 

lion, weder ®j, und »eine partiellen Differeutial-Quolirnlco, noch und »och ^ zu 

Coeflicienlen haben , so ergibt sich bei einiger Auftnerksamkeit , wenn wir den constanten 
K.ictor 12.35 fort lassen . unmittelbar dir folgende quadratische Gleichung zur Bestimmung 
d-x 


Es berübrrn sich also wiedemni drei Zweige der Curve; von diesen bähen zwei im dreifa- 
chen Puncte einen Weudungspunrt, und können reell und imaginltr sein und auch durch eine 
Spitze zweiter Art ersetzt werden. 

XIII. Wenn neben ( 1) und (9) zugleich ; 

d®. d®i d’®. 

d«'““’ d«="’ d7^="' 

so verschwinden die Wurzeln der Gleichniig (4) alle drei zugleich. Die Gleichung f.11) 
d’x 

zeigt, dass rin Werth von unendlich wird, wälirend der andere endlich bleibt Es hat 

dir Curve eine solche Spitze erster Art, welche von ihrer Tangente in fünf Puncten ge- 
schnitten wird , und durch diese Spitze geht noch ein Zweig derseiben mit einem Wendungs- 
puurte. 

.\IV. Wenn neben (I) und (9) zugleich : 

d®. d®5 d®» . d’®. 

—4=0, -.-~~o, -—-= 0 , — ^ i»s o, 

dx d< dx dx- 

so werden die Wurzeln der Qleichnng fll) beide unendlich. Durch den dreifachen Punct 
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grkt ein riBiif;er Zvtig ohne Wen4unxsp«nrt. Der Kiili»muoi;»iialfaniesMr ist anrii4lirh Krue« 
und die Ordnung der AunBhemng sn die Taugeule betragt 

Wenn nu den venebiedenen Bedingungen der Kalle X. — XIV. die neue Bedingung 
^ tf), — o 

binzukoaimt, so fnllm in die gemeinsebaftliehe Tangente, im dreifachen Puncte, neun Dureb- 
scbnitle zusammen; daun erhalten nir, den eben bezeiebneten Fallen entspreeheiid , die fol- 
genden fünf neuen Kalle. 

XV. Die Curve hat eine gewahnlicbe Spitze erster Art, deren Tangente von einen 
andern Zweige der Curve seebspnnrtig osculirt wird. 

XVI. Die Curve hat drei Zweige, ran welchco einer die gemeinsehaftiicbe 'rHugniir 
filnfpuiirtig osculirt. Die heiden «ndem Zweige sind reell oder imaginär, oder uerdeii von 
einer Spitze zweiter Art vertreten. 

•Wll. Wenn tPj verschiiindel , bat die Gleichung (li;i neben einer verschwindenden 
Wurzel eine endliche. Von den drei sich beriihrenden Zweigen berührt einer die gemein- 
srbaftlicbe Tangeute in zwei, ein zweiter in drei und der dritte in vier zussmmenfal len- 
den Puiirlea. 


XVIII. Eüie M'iirzel der Gleichung (li) verschwindet, wahrend die andere unendlirh 
wird. Die Cnrve hat eine ihre Tangente fttnfpnuctig berührende Spitze, und einen Zweig, 
der diese Tangente vierpiiurtig osculirt. 

XIX. Wenn die W'urzeln der Glcicbung (11) unbestimmt werden, hat endlich die Curve 
drei, im AllgenMiuen, vollständige Zweige, welche unter sich und mit ihrer gemeinschaftli- 
chen Tangente einen dreipuuetigen Coulact haben. Diesem Kalie entoprechen also folgende 
Bedingungen; 



<Pl B 0 , 

®, = 0, 


•t>4 = 0. 

tPj = O, 

®o ® * 

®7 =6 O 

dtp] 

d®. 

d®i 

d®6 

"di “ 

d*^ “ 

d-®.v 

dx “ ®’ 

d-®. 

. - * = «• 

d*- 

'dx “ 


d»= 



Wir wolien hier diese GrSrteruogeu abbrechen. — 

18. Wenn es, nach der Absicht der jedesmaligen Disrussinn. erlaubt ist, dir bridrii 
liiicaren Kunclioiirii p iiud q so anziiuehmen , daas * verschwindet , so vereinfacht sich dir 
Bestimmung der Kmart ioneu d» und ihrer partiellen Dilfercatial • CoeGicientrn. .Man hat als- 
dann überkaupt, nach der S. Nummer: 


1 .2. .m 


1 d-ß 

dp- ’ 

d’<P. ^ ^ 1 d-fi_ 

d»* ~ 1 . 3 . . m— s ’ dq‘dp— ’ 

Als Beispiel wollen wir den Kall einer Curve mit einem solchen dreifachen Puurtc, in 
welchem die drei Zweige unter einander eiiiru gewübnlicheu Cuatart haben , nehmen und 
vorausselzen . dass die Curve durch folgeade Gleichung : 

Kovzl =5 ß = o, 

in der y und z rechtwinklige Parallrl -Coordiuateii bedeuten, dargestellt werde uod dass 
Uberdiess die gemeinsckaAlkhc Tangeute der drei Zw rige in dem dreifarhru Punete der Axr 

dx dp 

liehen Pmirt, ausser den partiellen DUTerential-Coefliciciilett der ersten und zweiten Orduung. 


der X parallel sei, wonach "j’ s“'' s » = o. Aisdaun müssen (nach (17), V) für den frag- 


1 . 


I 
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Burli noch die folgrndea renchwindeii : 

d'fl d‘.0 i'n d*ii ^ 

dx" dydx«’ dySu- dx*’ dydx” dx»' 

Bei unserer Kuiirlionen -Beslimmaiif' sind dir krllmmuDggbalbBrsser in dem dreifaehen Puncte 
dx 

deo rei'i|>riikeu M'erthrn von gleich. Diese Wrrdie aber sind durch folgende Gleichung 
gegeben, in welrhe hier die Gleichung (di der vorigen Nummer übergebt; 




d5 


dofl 


dx» 


d'^/d«Y d»G /d«^ 

dy'dx*\dx/ dydx’Vilxy 

Kebnien wir Oberdiesa noch den dreifachen Punct zum Anfsuigspuncte der Cuordinalen, 
so erhalten wir für die allgemeine Gleicbnug einer Carve mit einem Pnncie der fraglichen 
Art die folgende: 

)■' + /*> '(xM-(!ixy+ 5 'y’) + iy(x*+ex‘y+Cx’y’+‘!ay'+^*) + o(x»H ) = o 

und wenn wir, in Beziehnng auf diese Gleichung , die vorhergehende entwickeln, kommt: 


(k)' - »■ (X)’ - » (fi) 


4 - 80 = O. 


Die reciproken Werthe der Wurzeln dieser Gleichung sind , was sidl auch unmittelbar be- 
stätigt findet , dir drei KrUmmungshalbmeMer der drei im Anfangspuncte sieb beriUirendea 
Zweige. — 

19. Ich echliesse mit einer letzten Bemerkung. Es kdnnen vielfache Puncte mit allen 
ihren .^odificationen unendlich weK rücken , ohne dass irgend eine Eigeathümliehkeit dersd- 
beo sich verliert. Es kann diess auf zwiefache Art geschehen, auf dem Zweige einer Hy- 
perbel oder dem Zweige einer Parabel. Nicht nnbrzeichuend mochte man sich hier zur Be- 
zeichnung solcher noendlirb weit gerückten singulären Puncte des Ausdrucks „hyperboli- 
sche und pa rabo I isch e S ingul a ri tat in u nend lieber Entfernung“ bedienen. 

Alle l'ntersrheidnugeii des gegenwärtigen Paragraphen behalten ihre unmittelbare An- 
Hendung, so lauge dir Werthe von p und q, durch welche dir Lage des singulären Punrtes 
brslimmi ist , nicht unendlich werden. Wenn wir diese Punctionen in ihrer allgemeinen Be- 
deutung nehmen und demnach , indem wir durch u , v und w ganze lineare Punctionen (ge- 
w ühiilicher Parallel - Coordinaten) bezeichnen , 


.'<elzen , so eiitsprecbrn, im Allgemeinro. Paarten in unendlicher, wie ia endlicher Entferaung, 
riidlirbe Werthe von p und q. Die obige Behauptung, dass vielfache Pancte auch io na- 
cndlicher Eutfernuiig alle ihre EigeatbOmlicbkriten bebalteu , findet also hierin ihre unmit- 
lelbare und vollständige Bestätigung. 

Wir wollen, zur nähern Verständigung, zwei Beispiele betrachten. Es rücke erstens 
der singuläre Punct auf der geraden Linie G unendlich weit, dann verschwindet für den- 
selben der Werth von q, während, weil v und w zugleich nnendlkh werden, der Werth 
von p unter unbestimmter Porm erscheint. Wir können immer einen Coefficienten I so be- 
st immen, dass dberhaupt: 

»V — |w 3 du o ; 

dieser Coeffident ist dann der wahre Werth von p. Insbesondere verschwindet derselbe, 
gleichwie der Werth von q, wenn 

I V 3 Jo -t- a , 

das heisst, wenn wir, was Behufs der Punclionen - Bestimmung, erlaubt ist, annehmen, es 
seien die beiden geraden Linien U und V parallel. 
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Nelimfti wir hiemack den Fall dreier skh berührenden Zweite und lauen den Berüh- 
ningapujict, unendlich weit rücien, so brauchen wir. bimia, um die allgemeine Gleichung einer 
Curve mit eolchen drei Zw eigen ni erhallen, iu der rorleUteu Gleichung der rorigen Nununer 

— und oder, Matt desaen, auch - und , an die Stelle von r und x an echrei- 

w w XX 

ben. Auf diesem Wege ergibt skh die nachatehmde Gleichung : 

TOi« 

xV + + 0?» + , + ,1 + = ®> 

indem wir mit x® multipliciren und , der Kflrae wegen , überhaupt : 

' 1 + + • • + o" 3 Vb 

setzen. Es hat die Curve drei hyperbolische Zweige , welche an ein und derselben geraden 
Linie, der Axe der x, nach ihrer zwiefachen Erstreckung sich hinziehen. Wir erkennen 
baid, dass die Form der Gleichung (1) mit der Form derjenigen Gleichung, welche in der 
158. Nummer discutirt worden ist, ganz' fibereinstimmt und dass insbesondere, wenn wir die 
Gleichung (1) mit ihren vier ersten Gliedern abbrechen. wonach dieseibe die allgemeine Glei- 
chung der Cun-en der 6. Ordnung mit drei , au derselben Asymptote sich hinziehenden , un- 
riidlirhen Zw eigen wird , die resnltirende Gleichung : 

x*y * + f'x’y’f; + ^xy?« + «96 = o . 

w enn w ir x und y mit p und q ri’rtauschrn, in die Oieichung (21 der 150. Nummer übergeht. 

Die letzte Gleichung der vorigen Nummer gibt hier das reciproke Rlaass der Annäherung 
der drei Zweige an ihre gcmriuschaftliche Asymptote. 

.Als zweites Beispiel wollen wir 

* y 

^ X ' X 

setzen. Für einen Punct , der auf einer Parabel liegt, deren Durchmesser der Axe der x 
parallel sind, verschwinden, indem y’ nnd x unendlich gross und von derselben Ordnung 
sind , gleichzeitig die M’eiihe von q und p. Hier wollen wir wiederum den eben betrachte- 
ten Fall dreier sich berührenden Zweige nehmen, nnd nun an die Stelle von y und x in der 
vorletzten Gleichung der vorigen Nummer die vorstehenden Ausdrücke für q nnd p einsetzen. 
Indem w ir mit x* multipliciren , ergibt sich : , 

x‘ -i- ox‘(y-+/yy-»-y) -I- ix(y'+ty '-(-Cy’+qy+^) + /<ty*...) + — (y*+--) + • • = o. 

Diese Gleichung ist die allgemeine Oleichnng solcher Curven , welche drei paraboli^lie 
Zweige mit gemeinsamer Durchmesser- Rirbtnig haben. Die letzte Gleichung der vorigen 
Nummer gibt hier die 'reciproken Werthe der Parameter der drei parabolischen Zweige. 

Der Raum verbietet in eine mehr detaillirte ErArteTung hier einzageben, es mag uns 
daher genügen , angedeutet zu haben , wie die Entwicklungen des ersten Abschnittes über die 
verschiedenartigen unendlichen Zweige der Curven aus den Discussionen des gegenwärtigen 
Paragraphen unmittelbar hervorgehen. 


*)Syiteoi. I72> E nt wi c k 1 uu g e a. Zwaiiet B-kod. 606. 
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Cdraaiae Renttanaana aller a>V|(lirliea ■laaularlliltr a , welche la dem Imaie 
der ('arrea vierter Wrdnaair varhummea ItUaaea. 

SO. Indem wir diirrb q und p irgend zwei ganze lineare Kunctionen bezeichnen, und 
der Kdrze wegen, 

uq + ,if = , 

)-q= + dpq + £ X , 

+ 'IN’ + ^'1 + »P‘ - -3- 
»q* + ipq* + «p’q’ + rp'q + pp’ « 

«elzen, können wir die Ciirren der 4. Ordnung durch dir uaclialehende Glrkhung darsirlirn: 

.^1 + + .r, + 2, = o. 

Oie allgemeine Gleichung der Curvrn irgend einer n. Ordnung ul nach dieser Bezrichnnugs- 
weise , indem wir aberhaupt eine ganze und homugeue Function eines beliehigeu ni. Grades 
durch ^ darslellen: 

—I + + ■ • ■ + —^1 + = o. 

Sobald die beiden Funclionen q und p einmal besliinml sind (und diese Brslimuiiing hangl 
von 4 Conslanlen ab) schliessl überhaupt (M+1) Conslanten rin. Die vorslehrndr Glri- 
rhuug, aus der durch Divisiou immer eine Constaule sich forlschairrn lasst, enthalt biernacb 

Constante, alM drei abrrzahlige. Von diesen kommt eine auf den l'mstaud. dass die Curvr 
zwar durch den Durchschnitt der beiden geraden Linieii P uud Q geht, dieser Durrhschnitt 
selbst aber jeder willkührliche Punct der gegebenen Curve sein kann. Die beiden andern 
werden dadurch bedingt , dass jede der beiden geraden Linien P und Q, ohne dass dadurch 
die Form der Gleicbung geändert wird , um ihren Durrhschnitlspunci sich drehen kttnnrii. 
Dabei werden nemlieh q und p durch zwei andere iinearr Funclionen, beide von der Form 
(oq+rp) ersetzt , wonach sieb nur die Coriricicnten in den verschiedenen Functionen - an- 
dern, die Form dieser Fuueliuuen aber unverändert bleibt. So lange dir Curvr dieselbe 
bleibt, stellt auch jede Function nach wie vor, dasselbe System von m durch dm 
Durchschnitt von Piind (f gehenden geraden Linien dar. 


Eilt fache PuHCte. 

81. Wenn wir auf der Curve: 

-P = o, 

von dem Durchschnitte von P and Q aus , um eine unendlich kleine Strecke vorwärts ge- 
hen , ^ kommt , indem wir a^l nehmen ; 

-I = q + |1p =* o , 

wobei q und p unendlich kleine Grössen derselben Ordnung sind. Betrachten wir q und p 
als veränderliche Grössen, so gehört die letzte Gleichung einer geraden Linie an. urlchc 
annäherungsweise den Lauf der Curve in dem fraglicbrn Pnncte darstellt: es ist die Glei- 
chung der Tangente. Die Ordnung der Annäherung steigt um eine Einheit, wenn wir 
Glieder des zweiten Grades mit hinzufOgen. Dir Gleichung: 

.J, + Z: = 0. 

stellt einen dreipunctig osculirenden Kegelschnitt dar. Endlich ist: 

Z, + Z, -I- Z, = o 

die Gleicbung einer vierpunctig osculirenden Curve dritter Ordnung. 
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S- 2. Mögliche r»lle bei Ciineii vierter Ordnung. 


23. M'ir kbniira die gerade Linie Q to drehen, dam aie mit der Tangente im (iragU- 
eben Puncte aieMBunenflUlt , daun wird ,i=o. Die Gleichung der Curve ; 

^ + .Sj + = o , 

eiKbKU aladaiiH unr noch swei Oberilthlige Conataiiten. Kür die dem gegebenen Pmete der 
Curve (dem Durchachnitle von P und <j) brnachharteu Puncte derselben, miiaaen wir, um 
die vvratcheiide Gleichiuig su befriedigen, üi ein Glied suchen, das, um den Werth von q 
aufauH iegeu , mit q von derselben Ordnung ist. Dieses Glied kann nur <p^ sein , weil eia 
Glied ,. das p neben q enthalt , von welcher Ordnung auch p sein mag, nicht mH q von der- 
selben Ordnung sein kan«. Die Gleichung: 

q + <p- = ", 

gebttrt einer Parabel an, welche annäherungsweise den Lauf der Curve in dem fragUeben 
^iKte darstellt Wenn wir die Gleichung der Curve rulwickrlu und auf nachstehende Weise 


iirdnen : 

tq+«p-) + p(dq+«p‘) + (yq-+^'q+ep’} + pq(>;q+»i>0 + q’<?q+i‘p=) + (*pq‘) + (»q’) “ ", 
wobei die in der ersten, uwriteii, . . . sichenlen Klammer riugrschlosseuen Glieder bezttg- 
lich mit p% p*, . . . p* von gleicher Ordnung sind , so erhalten wir nach einander verschie- 
dene Curven, deren Annäherung an dir gegebene in dem gegebenen Puncte von einer bloss 
dreipunctigen zu einer a c h t puiictigrn anstrigt , wenn wir einmal die Glieder der ersten 
Klammer, dann dir Glieder der zwei, drei, vier, fünf, sechs ersten Klammern gleich Null 


setzen. Wenn wir (p— oq) an die Stelle von p setzen und dann a = 


5- de 
2e>' 


nehmen, so er- 


halten wir, indem wir von den Werthen der Coelifiririitrn ganz absehen, eine Gleichung von 
folgender Knrm. mit einer überzähligen Constaiilen: 

(1-t-dpHq-t-rp’) 4- (j-q-+^-q-fS>p') + pq(i7q-l-'T’) + q’(?q+t*P') + *pq*+ *q* “ 
in welcher im ersten Gliede die vierpanctig oseulireiide Parabel in Evidenz tritt. 

2b. Wenn cbso, to finden wir erst in das Glied j|p', als dasjenige, welches, für 
nahe liegende Pnnclc der Curve , das Glied q aufwiegen kann. Gegen diese beiden Glieder 
verschwinden alsdann aUe übrigen und die durrh dir Gleichung: 

q + ?p' = o. 

ausgrdrückte Parabel dritter Ordnung stellt annäherungsweise den Lauf der Curve in der 
Nahe des fraglichen Puiietes dar. Dieser Punct ist rin W endu n gspnnct der Curve. Dir 
GIrirhnng der Curve behalt luir noch eine einzige überzählige Constante, welche auf die 
willkabrliche Richtung der geraden Liaie P kommt. Ordnen wir diese Gleichung, ähnlich 
wie oben, nach der verschiedenen Ordnung der Kleinheit ihrer Glieder für die Naefabarpun- 
cte des Wmdungspuncten , so kommt: 

(q-t-tp'i + p(<>q+ep'> + Ifp-q + q(yq+>p’) + qpq' + /<p-q= + ^q^ + ipq* + »q* — o. 

Es wird die Curve von der durch die Gleichung: 

q + 5p* = o 

dargestellten Parabel dritter Ordnung vierpunctig uscnlirt. Eine mdirpanetig oscnlirende 
cubisebe Parabel gibt es im Allgemeiiien nicht. Wir erhalten die Gleichnngea von Chirven, 
welche die gegebene in dem Wewdungspnncte bezttgUeh fünf-, areba-, sieben-, acht-, neun-, 
zehn- und zwttlfpuuctig usculiren, wenn wir nach einander die zwei, drei, vier, fttnf, sechs, 
sieben und acht ersten Glieder der vorstehenden Gleichung gleich Null setzen. 

Wir kttnuen insbesondere die Richtung der geraden Linie P so bestimmen, dass p oder 9 
ausfailt , wodurch die Anzahl der Constanten auf die gerade nothwendige zieh reducirt. 

2t. Wenn nach der CoeCfirient $ verschwindet, so ist pp^ das einzige Glied, durch 
welches, für Puncte der Curve, welche dem gegebenen benachbart sind, q aufgewogen werden 
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kaon; woii«rh 4if dunHi Gleithting; 

' S + PF* ~ *• 

aUR^rdrUrfclr P«r»W virrfw Ordnung dm Lauf der Ciirve in der Nahe des gegebenen Pun- 
ctes .nntheTungsweise darsfelU. Dies« Parabel hat mit der Ciirre die gerade Linie Q *iir 
gemeiasebafllicben Tierpiinclig «se ii li r e n de n Tangenie, und ««loilirt selbst die 
Curve ftnfpuBctig. Ordnen wir die Oleiehung der Cunc mit Rfltksicht daranf, dass, ftlr 
Nacbbarpuncte, q und p* von derselben Ordnung sind, so knmal ; 

(q+PP*) + <>pq + T’tl + “IPI’ + ''P’l' ^ ” “■ 

Selzen wir nach einander die zwei, drei, vier, fünf, sechs, sieben, acht, nenn und zehn ersten 
Glieder der vorstehenden Gleichung gleiHi Null, so erhalten wir die Gleichungen snicher 
Cnrvea. welche die gegebene in dem fraglichen Pnncte beztiglirh sechs-, sieben-, acht-, neun-, 
zehn-, zwölf-, dreizehn- uiul secliszehnpiinctig osculiren. 

Die Gleichung der Curve hat noch eine überzählige Constaiite. welche auf die will- 
kübrltcbe Richtung der Linie P kommt. Wir können sie forlsehalTm. indem wir y verwhw in- 
dm lassen. Hiernach behalten wir nur 13 Constaiite, uud es können also auch nur Innen 
vierter Ordnung von besonderer Art einen Punct der fraglichen Art haben. — 


Doppelpunele. 

25. In dem Falle eines Doppeipnnctes ist die allgemeine Gleichung der Cunen vierter 
Ordnung die folgende; 

5, + 4- -d «= o. 

Diese Gleichung schliesst 15 Constanle nnd unter diesen zwei überzählige ein, we ” 

Durchschnitt der beiden geraden Linien P und 0 zwar in den Doppdpuncl er ■"'* • 

diese beiden Linien selbst aber, ohne dass die Kor« der vorstehenden Gleic lung sic e , 
beliebig um ihren DurchschniU «ich drehen können. Wir können die KuneUon in zwei 
Kactoren des ersten Grades, beide von der Form fop+»q) zerlegen, hieben wir 
beiden Kaetorrn statt p und q , so geht die Form der letzten Gleichung in s e e 

mit Ihren 13 nothwendigen Constanteii über: 

p, + + 5, = 0. ‘ ‘ • 

Die geraden Unten P und Q sind nun dadnreh vollkommen bestimmt, däss sie mit ^ oemen 
Tangenten im Doppeipnnete ziauunmenfalleo. Indem wir einmal p^ und q ; das a ® 

q- und p , als von derselben Ordnung für die Naclibarpiincte des Doppelpuiicles elra en, 
können wir die vorstehende Gleichung aitf folgende zwiefache Weise entwickeln. 
pKq+iP’) + p(»q+pp=) + qdq+TOl + q'c:q+."P^ + *pq* + »q* 
qUp+?q’> + q('ip+*q*' + pt»p+*q‘)( + p'('ip+t<q=) + »tV+ pp ■= " 

Hieraus ist ersichtlich, dass die beiden Parabeln: ■ ' 

den Lnuf der beiden hn Doppelpuncte aicii schneidenden Zweige nnnttherungswei« dursteHen. 
Die heidesmalige Berübnmg ist eine dreipunclige. Auf dieselbe Weise, wie » Schliisoe der 
22. Nummer, erhalten wir für die beiden vierpunctig . osenlirmden Parabeln die fogen en 

Gleichimgcn : ' ! 

q + ?(p-oq>= = ®. p + ?(q— "qV ^ / 

indem wir: - ' ' ' ‘ 

p— . *— 1)£ ' I-- 
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$. Ü. Mögliche Fulle bei CuiTen vierter Ordnung. 

98. Wetui iiubegondere wodurch die Aiuuhl der ConstaoUn (ich auf awOlf re- 
dudrt, 10 kaun in der ip^uern Klammer der Gleichung (1) q nur durch p' au/gewogen wer- 
den. Der Imuf de» einen Zweige» der Curve, desaen Tangente Q ist, bat alsdann einen 
mit dem Doppelpuncte ausammenrallendeu Wendungspunct und wird anohheruiigsweise 
durch die vierpunctig osculireude cubische Parabel : 

q + »* = 0 , 

dargeslellt. c- . .)• 

97. Wenn die Zweige, welche den Doppelpnnct bilden, in diesem Puncte beide einen 

Wendungspunct haben, so verschwindet sowohl $ als C- Daun können wir die Glri- 
ebnng der Curve auf folgende awicfache Weise ordnen: , 

pi(q+pp') + + >t' 9 + n’ + i“Pi* + *i’t + *9’ = ®i 

qj(p+*q*) + Ijpq -t- tpq^ + Sq= -t- #ip-q -I- vp^{ + pp’ = o, 

indem wir einmal q und p', das andere Mal p und q', als von derselben Ordnung betrach- 

ten, je nachdem wir auf dem Zweige mit der Tangente Q, oder auf dem Zweige mit der 
Tangente P, rum Doppelpuncte aus, vorwärts gehen. 

In dem vorliegenden Falle ktfiinen w ir die Gleicbnng der Curve auch anf folgende Weise 
schreiben : 

P9 1 1 + ^9 + ^P I -I- «I = o. 

Cm die Form dieser Gleichung, welche die nothwendigen elf Constanlen einschliesst , geo- 
metrisch zu deuten, bemerken wir, dass die Gleichung: 

, = o, 

ein System von solclien vier geraden Linien daistellt, welche durch den Doppelpnnct geben, 
und den vier Asymptoten der Curve parallel sind. Jede dieser geraden Linien schneidet die 
Curve, weil ein Durcbschnittspunct unendlich weit liegt und zwei in den Doppelpnnct Zusam- 
menfällen, ausserdem nur noch io einem einzigen Puncte. Die vier einzigen Durchsebnitts- 
puuctc, welche wir auf diese Weise erhalten, liegen alle vier anf der geraden Linie: 

1 + 99 + ®P •= 0. 

und somit sind wir beiläufig zu felgendem Satze gelangt: 

Wenn sich zwei Zweige einer Curve vierter Ordnung schneiden und 
in ihrem Durchschnitte beide einen Wendungspunct haben, so schneiden 
die vier geraden Linien, welche man, parallel mit den vier Asymptoten, 
durch diesen Durchschnitt legen kann, die Curve ausserdem noch in 
vier solchen Puncten, die in gerader Linie liegen. 

98. Um den Fall eines Isolirten Punctes, dessen beiden Tangenten imaginftr sind, 

in der Gleichung der Cnrve in Evidenz za bringen, erhalten wir soglekh nachstehende Formru: 

-• ,1 (9"+°‘P’) + -s + = 0, 

(q=+ 0 *p^)r + Zi = o. n ( ■ 

In dem Falle der ersten Gleichung sind die beiden inuginaren Tangenten gewöhnliche, in 
dem Falle der zweiten Gleichung beide osculirende. Oer Factor (q'-fo'p’) enthalt eine iiber- 
zahtige Constante, weil die Richtung einer der beiden geraden Linien P und Q erst dann 
bestimmt ist , nachdem die Richtung der andern beliebig, angenommen w srden ist. Die Con- 
Btanle können wir unter Andern auf lineare Weise dadurch ausfallen lassen, dass wir an- 
nehmen, dass die geraden Linien P und Q (zugeordnete Durchmesser des Doppelpuncte»*)) 
auf einander senkrecht stehen. , : . , 

I. I j>n J. -I . i> ■ 

*) Ein Uolirler Punct iit itnm«r als eine Ellipie aosnaebeo« deren beiden Axen , bis >nni Verichwin- 
deo, üire Aidituag und ihr gegenieiltgei Orv«aeo*V'erhallni«i beibehalten haben. Daher kann auch 
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18(3 Zweiter Ab«chnilt. Singuläre Puiicte und Linien. 

89. In dem Falle einer Spitce ernter Art erhalten wir dir allgemeine Gleieliung; 

q’ + “ o. 

welche IS Constante, unter diesen aber, der «illkilhriichen Richtung r«n P wegen, eine 
tiberaahlige einschliesst. Diese fiült aus, wenn wir p mit (p-H>q) vertauschen, und dann « 
so bestimmen, dass (9+3o|) verschwindet, «der, was auf dasselbe hinausfcommt, wenn wir 
von Vorne herein seinen. Um für die, dem RUcIdiehrpuncte nahe liegenden Puncte 
aufsuwiegen, finden wir in das Glied $p\ Ordnen wir hiernach die Gleichung der Curvr, 
indem wir q* und p* als von derselben Ordnung betrachten, so kommt: 

(q’+lp’) + p(<7qM-pp‘) + q(?q’+T*) + t'P‘8’ + *pq’ + *q« ■= o. 

Die Cun’e hat in der Spitze mit ihrer Tangente Q einen Contact von der Ordnung Sir 
hat mit der semicubischen Parabel, welche durch die Gleichung: 

qJ {p» = o 

dargestellt wird , einen Contact von der ersten Ordnung. 

30. Wenn so sind, fdr Nachbarpuncte q' und p* und mithin auch q und p- von 
derselben Ordnung, und wenn wir, mit ROcksicht hierauf, die Gleichung der Curve ordnen, 
so kommt: 

(q’+Spiq+pp«) + pq(i7q+>T|2) + q=(Cq+/:p’) + tpq‘ + »q* = »• (•) 

Gm den Lauf der Curve annäherungsweise daTzustellm , erhalten wir also die durch die 
Gleichung ; 

q’ + »p’q + pp* s (q+'^p*Kq+® P’) = o 

dargestrlllrn beiden Parabeln. Ls berühren sich in dem Doppelpunctr zwei 
Zweige der Curve, welche von diesen beiden Parabeln brzOglich drripniicllg oscu- 
lirt werden. Die beiden Zweige sind reell oder imagiiiAr zugleich mit diesen Para- 
beln , je nachdem : ‘ 

9' — 4p > o, 9’ — 4p < 0 . 

Die vorstehende Gleichung enthalt 19 Constante, aber unter diesen noch eine OberzAh- 
Uge, welche darauf kommt, dass P irgend eine beliebige gerade Linie ist, welche durch 
den Bertthrungspuiict auf der gemrin.srbaftlirfaen Tangeute (j gebt. 

Die Form der Gleiehnng (I) bleibt im üebrigen unverändert, wenn wir an die Stelle 
des ersten Gliedes derselben (q+rap’)(q+B7p*), das folgende einftihren: 
jq + CT(p-)-77q)>j jq -t. m‘(p+nq)>|. 

Die beiden neuen Parabeln, welche bei beliebiger Bestimmung von n und n' durch die bei- 
den Gleichungen: 

q + lofp-l-nq)» = o, q o»'(P+’*'q) “ <*. ' ' 

dargestellt werden , osmliren also die Curve im Allgemeinen ebenfalls dreipunctig. Unter 
solchen dreipunctig osculirendeii Parabeln befinden sich aber zwei, welche die beiden Zweige 
der Curve vierpunctig oseullren. Es muss also, bei gehöriger Bestimmung der beiden 
CoDstantea u und n\ die Gleichung der Curve (1) die folgende Form anoehmen: 
jq -t- C7(p-(-,7q)=j |q + oifp-i-n'q^) j + q*(fq-b^ip>) -I- ipq’ -f »q« = o, 
in der jene beiden vierpunctig osculirenden Parabeln in Rvidenz treten. Damit diese Olei- 
ehnng bloss die elf nothwendigen Constante einschliesse , brauchen wir bloss n oder n' ver- 
schwinden SU lassen. 


Ton xugeordneten Durch meMCm und Axen einex liolirten Punctef die Rede »ein. 
eben iiolirten Puncte cntxprechende Ellipse wird durch die folgende Gleichung: 

q* 0*p> am t , 


dxrgei teilt. 


Die dem fragli- 
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31. Zwiichni 4m beidm Kkllcn, das« die Cnrve zwei reelle sich berflJireiideii Zweige 
hat, und das« ein iaolirler Piuict diese imaginär gewordenen Zweige vertritt, bildet deijenige 
Kall den Uebergang, wo: 

3* — 4p o , oder ra = m’. 

Dann kennen wir die Gleiehung (1) unter folgender Form srhreiben: 

(q+rap')’ + »aq(p+iJq)(q+rap’) + qi, =- o , 

welehe unverändert bleibt, wenn wir (p-H>q) an die Stelle von p sctien. Nach dieser Sub- 
stitution kennen wir den nnbcslimmten Coeffideuten a so bestimmen, dass die resultireade 
Uleicbuog folgeode Form annimmt: 

(q+ojp2)J -h Sopq(q+mp3) + qj, = o, (8) 

oder auch, indem wir: 

q-j — »'q’p* s qr, 

setzen, die folgende: l,p 

(q+n7pM.«pq)> + qT, = o. 

Es sei , um zu partieularisiren : 

J, s »p? + /np=q + Apq’ + aql}^. ,, H.S n. d 
alsdann kommt , wenn wir die vorstehende Gleichung (8) in Beziehung auf (q+op’) anflOsen : 
q + cip^ = — apq ± /(— Kp*q+(»’— i')p’q’— ^pq*— *q*). 

So lange y nicht verschwindet, ergibt sich, bei gehöriger Vernachlässigung, für die Nachbar- 
puuctc des Doppelpunctcs ; 

q + mp’ = ± p/C— i'pq), 

= ,± pVlrn'p). 

Diese Gleichung zeigt, dass diese Puncte, je nachdem a, positiv oder negativ ist, auf der 
uegati\'cn oder positiven Seite der Tangente Q liegen ; dass sie ferner , je nachdem ya po- 
sitiv oder negativ ist, auf der positiven oder negativen Seite der, durch den Berilhrungs- 
punct gebenden geraden Linie P liegen, dass sie endlich zugleich auf der innem und äus- 
seni Seile derjenigen Parabel, welche durch folgeode Gleichung dargeslellt wird: 

q + rap» - 0, (3) 

sich erstrecken. Uiernach ist der Doppelpunct der Curve eine Spitze zweiter Art. 
Die Ordnung der Annäherung, sowohl der beiden Zweige an die Parabel, als auch dieser 
beiden Zweige unter sich, beträgt Ij. 

32. Wenn r^o, und demnach die Gleichung der Curve folgende Form hat: 

(q+top=j’ + 2apq(q-t-inp’) + q’.^ = o, 
so ergibt sich, bei gehörigen Vernachlässigungen, 

q + oip= »= — (o±/(o’— rt)pq, 

... ,,l'. ^ o(o±/(o^-/i))p’. - 

•llsdann hat die Curve ihre beiden vollständigen Zw eige wieder erlangt und diese Zweige 
haben unter sich und mit der Parabel (3) einen Contact der zweiten 
Ordnung. • 

Wenn a- — /t<o, so werden die beiden vollständigen Zweige der Cun'c imaginär und 
durch einen isolirten Punct vertreten. 

Wir können hier noch zwei untergeordnete Fälle unterscheiden. Wenn zugleich yy=o 
und ft=o, wonach: 

(q+Bip>)' + 2opq(q+BipO -1- q'.2i = o, 
so kommt ihr die eine Wurzel: 

(q-Hapt) as — 2apq = 8amp^, , 

und für die andere : " • . 
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' -= — op<j + v''(oyq’— >.pq’) , ' 

= - «p,jl_/(l_i.J)j, 

l Xcj’ 

= - iS 

Von den beiden Zweigen hat der erste mit der Parabel (3) einen ConlacI der 2. Ordnung, 
wie bisher, der streite aber einen Contact der 3. Ordnung. Jener schneidet die Parabel, in- 
dem er sie berührt ; dieser nkht. 

Wenn endlich sugleich r^o, X=o, und demnach dir Gleichung der Ciirve dir fol- 
gende wird; 


(q+CTp’P 2apq(q+cjp’) -H xq* = o, 
so erhalten wir für den zweiten Zweig; 

q + Ejp' = — apq -|- /(o’p’q’ — *q'). 

X q* xm* , 

SS ^ s -D*. 

2a p 2a 

Dann hat ein Zweig, wie bisher, mit der Parabel einen Contact der 2. Ordnung, der andere 
Zweig aber einen Contact der 4. Ordnung. ‘ 

33. Wenn zugleich; 


» =a o, — /i = 0 , 

wonach wir die Gleichung der Curre auf nachstehende Form mit acht Conslanirn bringen 
küiuien ; 


(q-|-Djp’+apq)> + Ipq' + xq< = o, 

so kommt nach gchiirigen Vrrnarhia.ssigungm ; ' ' * 

q + cjp> + apq = f /(—ipq'), 

= + Xpip\'(Xt.ip). 

Die Curre bildet in diesem Falle wiederum eine Spitze zweiter Art; ein Schenkel der- 
selben liegt innerhalb und der andere ausserhalb des durch die folgende Gleichung; 

q + np’ + apq = o, 

dargestelllen Kegelschnittes, der in dem Falle, dass o verschw indet, eine Parabel ist. Wenn 
wir diesen nutergeordneten Fall ausschliessen , so liegen beide Scheukrl auf derselben Seite,' 
der diesen Kegelschnitt dreipunctig osculirenden Parabel ; 

q -I- oJp’ = o. 

Je nachdem Xm positiv oder negativ ist, liegt die Spitze auf dir positiven oder negativen 
Seite der Linie P. Die Annäherung jedes Schenkels der Spitze an den fraglichen Kegel-' 
schnitt, so wie der beiden Schenkel unter sich, ist von der Ordnung 2j. 

Wenn zu den obigen beiden Bedingungen auch noch das Verschwinden von X hinzvkommt, 
wonach die Gleichung der Curve die folgende wird; ‘ ^ 

(q+mp'-Hipq)’ + xq* = o, ' i ^ 

so lUset sieh der erste Theil dieser Gleichung in zwei reelle oder imaginäre Factoren des 
zweiten Gr.ndes auf, welche zwei, sich vicrpunctlg osciilirrnde, reelle oder imaginai'e, Ke- 
gelschnitte darstcllcn. Es kltnueii sich also zwei Zw rige einer Curve vierter Ordnung , so 
lange diese nicht durch ein System zweier Kegelschnitte ersetzt wird, niclit vierpiinctig oscu- 
liren. Dir möglichen Fälle sind hiermit erschöpft. — ' 

34. In dem Falle zweier sich berflhrrndrn Zw eigr einer Curve vierter Ordnung, können 
wir diese Curve auch durch dir folgende Gleichung darstellen: 

. (q-t-y-Kq+i' j) -I- (Xp+xq)q’ e. o. 

So lange X nicht verschwindet, können wir, ohne dass diese Form sieh ändert, (Xp-l-xq) mit 
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Up vertaiudini: dann kommt, iodem dir Conalaaten auf die 11 nothwendijTB airh rrdudrrn: 


In dm Gleirhungrn : 


(q+- :Kq+-"j) + ipq’ =■ o. 


(0 


f » 0, ^ + 5 , = •. (2) 

treten diejruigrn beiden Krgelachnitte , welche die beiden Zweige der Curve fünfpunctig 
oaculirm, in Enden*. 

Wenn 1 rendiwindet , ao behlH die entapreebende Olriebang: 

(q+^j)(q+-"i) + »q* = o. 

immer noch ihre AbcrslUilige Conatante, welche auf die wiliktlhrlichr Rirhtuiig der Linie P 
kommt. Uaiin werden von den beiden Krgelachnitten (2) die beaUgUchrii Cnrrm- Zweige 
beide a e c h s punctig osculirt. Um die Ubrnählige Conatante fortansehaffeo , künnen wir 
die Iclate Gleichung auch auf folgende Weiae achreiben: 

|q + rap= + i<l(p+>^)j jq + o'p’ + t'pq| + xq< = o. 

'Wraentlich iat in dieser Form, dass die CoelScienten a und a' verschieden sind. Sind sie 
einander gleich, so berührt jeder der beiden Kegelschnitte einen der beiden Zweige ffinf- 
punctig and den andern drei pnnctig. Die Curve bat als« zwei Zweige , die sich im frag- 
lichen Doppelpunctr dreipunctig osculiren. 


Dreifache Ptmeie. 

35. Die allgemeine Gleichung einer Curve vierter Ordnung mit einem drrifachm Puncte 
ist die folgende: 

und entbttlt , weil dir Form dieser Gleichung sich nicht ändert , wie wir auch dir beiden 
geraden Linien P und Q um ihren Durchschnitt sich drehen lassen , zwei UberzAliligc Con- 
stallten, wonach die Anzahl der nothwendigen Constanlen auf zehn sich reducirt Die 
Gleichung : 

*3 — o , 

stellt das System der drei Tangenten der Curve im dreifachen Puncte dar. Je nachdem diese 
drei Tangenten alle drei reell oder zwei derselben imaginflr sind, schneidrii 
sich drei reelle Zweige der C'urve in demsribm Puncte, oder ein conjugirter Pnnct der Cune 
liegt auf einem ihrer reellen Zweige. In dem ersten Falle künnen wir, um die beiden Uber- 
zübligen Cunslanten fortzuacbalfen, die beiden geraden Linien P und Q mit zwei der drei 
Taiigeiitrn des Doppelpunctes zusammen fallen lassen , wonach die Gleichung der Curve die 
folgende Form erhalt ; 

” pqfq+»p) + ^« = 0 . 

Wir künnen diese Gleichung immer und auf einzige Weise auf folgende Form bringen; 

p(q+ap)|q+2, j + iq Xq+t^P) “ ®, (1) 

und dami stellt die Gleichung; 

q + -; = 0 , 

denjenigen Kegelschnitt dar , welcher den , an der Tangente Q sich binziehenden , Zweig 
der Curve fUnfpunctig osculirt In dem untergeordneten Falle der nachstehenden Gleichung 
mit 9 Cunslanten; 

P(q+“p)jq+-:( + 'Y = 0. 

ist der Dagliche Kegelschnitt ein s e c h s pnnctig osculirender. 

Auf gleiche Weise küuneh w'ir diejenigen beiden Kegclachnitte bestimmen, welebe die' 
beiden andern Zweige in dem dreifachen Puncte fUnfpunctig osculiren. 

In dem Falle, dass die beiden letztgenannten Zweige imaginär werden, nimmt dieGiei- 
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chuDK ( 1 ) die folgende Korin an: 

(q=+x=p=)jq+Jj| + lq*(q+,^p) = o, 

in welrher der Factor (q’+x-pO eine Qberailhlige Constante rinsclilirssl. lodea ß verschwin- 
det, particuIarUirt sich dir Curve auf gleiche Weise, wir in dm Kalle, dass io dem drri- 
&ehen Pancte drei reelle Zweige der Curve sich schneiden. 

36. Wenn xwei der drei Tangenten des dreifachen Pnnctes zusammen fall en, so 
erhalten wir fUr die allgesMine Gleiebng der Curve mit neun Constanten die lulgendr; 

p’q 4- -4 =>5 o. 

Die Curve hat alsdann eine Spitze erster Art mit der Tangente P, durch welche noch 
ein andrer Zweig geht, dessen Tangente Q ist Oer letzten Gleichung könaen wir immer 
die folgenden beiden Formen geben: 

+ ^Hq+W ” 0 , 

q{p’+- 3 j + /xpt = o. 
ln der ersten dieser beiden Formen tritt: 

q + 'S! = ®> 

als die Gleichung eines, denjenigen Zweig, dessen Tangente Q ist ßlufjtunctig osculirenden 
Kegelschnittes in Eridenz, in der zweiten: 

p' + = o, 

als die Gleichung deijenigen Curve dritter Ordnung , welche den Zweig mit der Spitze am 
genauesten darstelll. 

Weil in der ersten Gleichung dieser Nummer -4 nothwendig die höchste Potenz von q 
enthalten muss, damit nicht alle Glieder durch p thcilhar werden, so kann die Spitze erster 
Art nicht durch zwei sich herUhrende Zweige , und noch weniger durch eine Spitze zweiter 
Art ersetzt werden; dergestalt also, dass, wenn eine Curve vierter Ordnung zwei sich he- 
rttlireude Zweige oder eine Spitze zweiter Art hat, durch den Bcrtlhningspunct jener heideo 
Zweige oder durch diese Spitze kein neuer Zweig der Curve gehen kann. Man sicht so. 
gleich den Grund dieser Unmöglichkeit ein. Auf der Tangente in einem Pnncte der Iragli- 
chen Art fallen neailich vier Puncte schon zusammen , so dass eine Curve der vierten Ord- 
nung von einer solchen Taligeutc üherhaupt nicht mehr gescliuilten werden kann- 

37. Wenn die Tangenten des dreifachen Punctes alle drei zusammeufallen , so 
nimmt die Gleichung der Curve die folgende Form an: 

qt +^4 = 0 . , 

Diese Gleichung enthält noch eine flherzahlige Coustanlr , welche darauf kommt . dass die 
gerade Linie P heliebig um den dreifachen Punct sich drehen kann, ohne dass die vorste- 
hende Form sich ändert. Die folgende Gleichung schliesst hioss die acht nolhwendigen 
Constanten ein: 

q’ + pij = o. 

Entwickeln wir, so kommt: , 

q’ + pp* + vp*q + ^ip=q* 4 - Ipq" = o. ( 2 ) 

Für Nachhnrpnncte sind q' und pp* von derselhen Ordnung, und die Parabel ; 

q’ 4- pp* = 0 , 

stellt annäheningsweise den Lauf der Curve dar. Die Gleichung (2) ist in Beziehung auf die 
Kleinheit der Glieder geordnet, so dass, in der Nähe des Beriihrungspuuetes , der Lauf der 
Curve mit steigender Ordnung der Annäherung dargestellt wird, wenn wir zu den beiden 
Gliedern in der letzten Gleichung einmal noch das dritte, dann noch das dritte und vierte 
Glied , aus der Gleichung der Curve hiuzunehmen. Die Ordnung der Annäherung der Cun’e 
an ihre Tangente ist , 
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Si/steme ron zjtH Boppelpmtcten. 

38. Wenn eia« Curve der 4. Ordmiag awei Doppelfwicte bat and wir eine Tangent« 
des einen Punctea P, eine Tangente des andern Punctes Q und diejenige gerade Linie, wel- 
ehe die beiden Doppelpuncte verbindet, T nennen, so fallen von den >ier Dnrcbscbnitten der 
Linie T mit der Curve swei anf P and awei auf Q, und von den Darcbscbnltten jeder der 
beiden Tangenten P nnd Q mit der Cnrve beidesmal drei auf T zusammen. Und mngekebrt, 
diese Voraussetzungen reieben bin , um auszudiückea , dass auf der geraden Linie T zwei 
Doppelpuncte liegen und dass P und Q Tangenten dieser Doppelpuncte sind. Soll daher 

=; O 

die Gleichung der Curve vierter Ordnung sein, so muss, wenn wir t=o setzen, die Function 
ii, 'sieb auf p^^ reduciren , nnd wenn wir p=o oder setzen , muss t' sich als Factor 
herausstellen. Diese Forderungen fibren unmittelbar zu der folgenden möglichst allgemei- 
nen Function - Bestimmung : 

= p’q’ + opqtr -f ßlH. 

Oie so bestimmte Fiinction enthält zwölf Constante, von welchen 10 anf die 5 linearen 
Functionen kommen , und zwei als unbestimmte Coeflicienlen sich darstellen. Diese Anzahl 
ron Constanleu ist die nothwendige und hinreichende für eine Curve vierter Ordnuug aut 
zwei Doppel puueten, weil Oberhaupt die Bedingung, dass eine Cnrve eine gewisse Anzahl 
von Doppelpuncten habe, fOr jeden Doppelpunct die Anzahl der Conslantm um eine Kinheit 
vermindert. 

Die Gleichung der Cun'e wird hiernach; 

p’q’ + apqtr + /ft 's = o, (I) 

und kann , indem wir : 

Or = /ip -i- Vp + f,((V-t-(T)t 

.setzen , auch unter der nachstehenden Form geschrieben werden : 

I. P(P+/‘<)q(q+»t) 4- t'(/fls+<jpq) * o. 

In dieser neuen Form treten die beiden Tangenten jedes der beiden Doppelpuncte in Eri- 
denz. Denn, setzen wir nach einander: 

P = o . (p+/<t) = p' = o , q = 0 , (q+rt) s q = o , (2) 

so verschwindet jedesmal das erste Glied der vorstehenden Gleichung, während im zweiten 
Glied« t * sich als Factor herauastellt. Es stellen also die beiden ersten Gleiebungeu (2) dir 
beiden Tangenten P und P des ersten und die beiden letzten Gleichungen (2) die beiden 
Tangenten tj und i)‘ des zweiten Dopprlpunctes dar. i- 

Es sei : 

/Ja = iq + (ip + vt 

M’enii alsdann , so wird in der Form I. , wenn wir p=»o setzen , t* gemeinscbafUicher 
Factor. Also ist P eine osculireude Tangente. 

Wenn zugleich l=o und o=o , so werden P und P beide osculireude Tangenten. 

Wenn zugleich l=o nnd so werdfea P und Q beide uscutrrende Taagenlen. 

Wenn endlich zugleich lao , p=o nnd o^o , so werden P und P , Q und Q' alle vier 
osculireude Tangenten. ' ' 

Wir erhalten hier also vier untergeordnete Fälle. 1) Von den beiden Zweigen, welche 
sich in einem Doppelpuncte schneiden, hat einer in diesem Puncte einen Wendung s- 
punct. Allgemeine Gleichung mit elf Constanten: ‘ 

U. p(p+f«i)q(q+rt) + <rt=pq + t*(ppt-rt) = o. 

2) In einem der beiden Doppelpuncte hat jeder der beiden Zweige einen Wendnngspunct. 
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Allgrmriiir Gleichung mit zehn CousUnlen: 

III. plp+z/llqlq+H) + typp+it) «» o. 

3) In jedem der beiden Dappel|Miiic(e hat einer der beiden Zweige eilten Wendangsponet. 
Allgemeine Qlekhung mit sehn Constanteii : 

IV. p(p+/it)q(q+rt) + ot'pq 4- it* = o. 

4) In jedem der beiden Doppelpuncte haben beide Zweige Wendungspuncte. Allgemeine 
Fonn mit neun Constaoten: 

V. p(p+/<t)q(q+*t) + it’ = o. 

39. Wenn wir in der Gleichung I. setzen , so fallen die beiden Tangenten P und 
P' des ersten Doppelpuiirtes in P zusammen und dieser Piiiirt gehl in eine Spitze erster 
Art Uber. Wenn e^o, su verwandelt sieb der zweite Dappelpauet in eine solche Spitze. 
Hiernach ergeben sich die nachstehenden vier untergeordneten Falle: 

1) Es bat die Curve eine Spitze erster Art und einen gewUhulichen Doppelpunct. Allgemeine 
Form mit e I f Constanlen : 

VI. p-'qfq+il) + t'(^ts+opq) ■= o. 

2) Einer derjenigen Zweige , w elehe den Doppelpunct bilden , bat einen Wendungspunet. 
Allgemeine Form mit zehn Constanlen: 

VU. , p’q(q+ii) + ot-’pq + t^PP+'t) = 0 . 

3) Es haben beide Zweige in dem Doppelpuncte einen Wendungspunet. Allgemeine Glei- 
chung mit neun Coustanten: 

VIII. p^q(q+’t) + tXfP+'O = °- 

4) Es bat die Curve zwei Spitzen erster Art. Allgemeine Form mit zehn Coustanten: 

IX. p’q‘ 4- I=(|!lls-Hipq) == 0 . 

40. Wenn auf jeder der in P zusammenfallenden beiden Tangenten des ersten Doppel- 
punctes in diesem Puncte vier Durchschnitte mit der Curve liegen sollen , wonach zwei 
Zweige der Curve in diesem Puncte sich berühren, so muss ■ in der Gleichung VL auf eine 
Functiou von p und t ohne Constante sich reduciren. Hiernach entspricht 1) dem Falle zweier 
sich berührenden Zweige und eines gewUbnJichen Doppclpunctcs die felgende allgemeine Glei- 
chung mit zehn Coustanten: 

X. P'qlq+^t) 4- ot-pq 4- tXiq4-rt) = o. 

3) Es kann in dem Doppelpuncte ein Zweig einen Weadungspunci haben. Allgemeine Form 
mit neun Coustanten: 

XI. p’qlqH-K) 4- ot’pq 4- rt* = o. 

3) Es kännen beide Zweige einen Wendungspunet haben. Allgemeine Form mit acht 
Constanlen ; 

XII. p’q(q-rrt) 4- it* = o. 

4) Es kann die Carve zwei sich berührende Zweige und ausserdem eine Spitze erster Art 
haben. Allgemeine Form mit neun Coustanten ; 

XIII. p’q* 4- ot’pq 4- t'(ip-Ht) = O. , 

Für diejenigen Puiiete der Curve, welche auf den beiden sich berührenden Zweigen in 
der Nahe des Berührungspunctes liegen , sind p und t’ von derselben Ordnung, wahrend der 
W'erth von q einer endlichen Grüsse gleich bleibt. Ordnen wir hiernach die Gleichung X., 
so kommt : 

j p’q-4-opqt--l-rt< j -t- pl j »pq4-U= j «= o, 
und w enn wir die erste Klammer in zwei Factoren aullAseu : 

(pq4-»t-)(pq4-» t=) 4- pt(ipq4-it‘) = 0 . 

Die beiden Gleichnngen : . 
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+ »1^ = •, ^ + »'t= ö: o, 

(teileil lari telche Kegelaeknille ^r, welche 4ie beiden sich berührenden Zweige derCurve 
im Beiühmngspnnctc dreignndig oMmliren. Diese beiden Zweige sind hiernnrh zugleich mit 
X und * reell oder imngiulr, je nacbdmn; 

ot > dr oder a- < dr. 

Im letztem Kalle werden die beiden sich beiührenden Zweige durch einen isolirlm Punct 
vertreten. Demnach schliesst jede der vier Gleichungen X— XIII. einen zwiefachen Kall ein. 

41. In dem l’ebergangs - Kalle , wo 

o’ =• 4r, 

hat dir Curve, statt der beiden sich berttlirrnden Zweige, eine Spitze zw eiter Art. 

Hier sind drei Kille nUiglich. 

1) Es bat die Curve eine Spitze zweiter Art nnd einen gewöhnlichen Dopprtpuncl. Allgr- ' 

meine Glricbung mit neun Constanten: 

XIV. |p?+*l'j" + pt(»'pq+iC) = o. • 

3) Es bat im Doppelpuncte rin Zweig einen Wendungspuact. Allgemeine Form mit acht 
Constanten : 

XV. (PS+*tO’ + vp'qt = o. 

3) Es hat die Curve eine Spitze zweiter nnd eine Spitze erster Art. Allgemeine Form 
mit acht Constanten: 

XVI. (pq+*t’)= + lpt‘ •= 0. 

43. t'eberall, wo in den bisher anfgezlhlten Fallen rin Doppclpunct mit zwei gewöhn- 
lichen oder auch mit zwei osculirenden Tangenten vorkomrat, können wir denselben auch 
durch einen isolirten Punct ersetzen, wonach zum Beispiel dem Falle I. zwei andere 
eoordinirt sind , 1) dass die Curve einen eigentlichen Doppclpunct und einen isolirten Punct, 

3) dass sie zwei isolirte Puncte haL Es scheint mir überflüssig, die entsprechenden allgemeinen 
Formen einzeln aufzustellen. Den beiden eben brzeiebneten Fallen, auf die wir uns hier be- 
schranken wollen , entsprechen zwei Gleichungen , die wir in der folgenden zusammrnfassen 
können : 

(p’TJ'l’Ki’+S-t’) + t’(,lts+ops) = O. 

Diese Gleichung hat die gerade nothweudige Anzahl von Constanten, nrmlich zwölf; die 
Functionen p und q sind dadurch bestimmt, dass die geraden Linien P und Q diejenigen 
Durchmesser der beiden Doppelpuncte sind , deren zugeordnete in der Linie T Zusammen- 
fällen. 

43. Answer den bisher nnfgesahltea oder angedeuteten Fallen sind keine andern mög- 
lich. Der Grund der Unmöglichkeit ergibt sich immer unmittelbar. So können zum Bei- 
spiel , wenn ausserdem die Curve schon einen Doppclpunct hat, zw ei sich berührende Zw eigr 
unter einander keinen dreipunctigen Conlact haben. Es lasst sich iiemlich immer ein kegel- 

Bchnitt beschreiben, der einen der beiden Zweige in dem Berilhmngspunrte dreipunctig osen- l 

lirt and durch irgend zwei gegebene Puncte geht Nahmen wir für einen dieser beiden ge- 
gebenen Puncte den zweiten Doppclpunct, so würde solch ein Kegelschnitt mit der Curve 
neun Puncte gemein haben , was unmöglich ist , so lange die Curve sich nicht in ein System 
von zwei Kegelschnitten, von welchen der eben bestimmte einer ist, sich auflöset. Es kann, 
um noch ein zweites Beispiel hervorzuheben , die Curve nicht zwei Spitzen zweiter Art 

haben. Es gibt nemlich unendlich viele Kegelschnitte, welche die Curve in einer der ; 

*) ^ crgleiclie <lie Note tur 28* Nummer. 

25 
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beiden Sfitzen so berdbrea, dass in derselben fUnf 0«rdischnitta|mncte nsammenfnllen. Alle 
solche Kegelscbnitle haben unter einander einen dreipuacüfren Contnct nnd einer deraelbea 
ist auf eüuige Weise rollkuameit besUnunt , wenn er iberdiess noch eine gefebeoe gerade 
Linie in einem gegebenen Pnnct berohrt. Nehmen wir aber fUr diese gerade Linie die Tan- 
gente in der sweiten Sghne und für den Berdhrungiigunct anf ihr diese SpiUe selbst, so 
wBrde ein so bestimmter Kegelschnitt mit der Cnrre, was uamSglirh ist, neun Puncte gemein- 
schafUkb haben. — 


Sytteme ron drei Boppelpiatcten. 


Wenn eine Curs-e vierter Ordnung drei Doppeipnncle bat, so kUnmen wir 
durch diese Puncte, paarweise genommen, drei gerade Linien P, Q nnd T legen. Dann muss 
in der Gleichung der Curve, wenn wir p verschwinden lassen, qH’, wenn q vrrschwhidel, 
p-'t’, und wenn I verschwindet, p'q’ als Factor liervortreten. Diese Bedingnngen . welche 
ihrerseits hinreichend sind , um ansxudrflcken , dass die Curve drei Doppelpuncte hat, rühren 
iinmitlelbar an der folgenden Form - Bestimmung : 

p-q- + 5p't’ -t- ?qU^ ipqtii = o. (1) 

Zu derselben Ferm gelangen wir, wenn wir von der Gleichnng I. der SB. Nummer aus- 
gehen und in dieser Gleichung die Constanlen so bestimmen, dass die Curve sn ihren bei- 
den Doppelpuncten noch einen dritten erhalt. ZurOrderst wollen wir, sum Behuf dieser Be- 
stimmung, swei fibersablige Constsnten einfahren. Die folgende Gleichung mit vierzehn 
Constanten ; 


(pJ-/it)(p+,ii't){q+H)(q+v'l) + t-'(/*ts+<rpq) = o, 
wird zur Form der Gleichung I. zurtlckgefuhrt , wenn wir in derselben (p-t-ut) mit p und 
(q+rt) mit q vertauschen , denn bei dieser Vertansehung bleibt dir Form des zweiten Gliedes 
unverändert. P und Q sind nun nicht mehr zwei Tangenten der beiden Doppelpuncte, son- 
dern irgend zwei beliebige gerade Linien , welche durch diese Doppelpuncte gehen , so dass 
wir insbesondere auch die Voraussetzung maehen können, dass sie in dem dritten DoppeL 
pnncte sich schneiden. Es sei wiederum : 

^s = Iq + pp -t- rt. 

Dann kommt, wenn wir in der letzten Gleichung nach einander p und q verschwinden lassen: 
t’|^i^('q’ + [/i/i’(>+e') + Ä|qt + [u;iV»'-(-T)t’ j = o, 

t’ j eep- + ) 4 - p]pt + [fiftrf'+-x]0 j = o. 

Wenn in den Durchschnitt von P nnd 0 rin Doppelpunct der Curve fallen soU , so muss in 
der ersten dieser beiden Gleichungen q^ nnd in der zweiten p’ sieb als Factor herausslellrn ; 
diess gibt die folgenden drei Bedingungs . Gleichungen ; 

+1 — 0 , *r(,it+!i) + p = o , 

Hiernach ergibt sich: 

\ i'+e' /I+/I 

1 


fiH rr + T — o. 


ßi m — fifttr 


( w 


— ■ P + ' 






q + 


s 


und die Gleichung der Curve wird ; 

(p+/<t)(p+/<‘t)(q+>t)(q+v't) + opqC — fifi 
oder , wenn wir entwickeln : 

p=q» + v»pn= + pqt[(M+/*Jq+ (»M-v')P+ otj = 0. (4) 

Diese Gleichung hat ganz die Form der Gleichung (1), w enn w ir ia dieser die lineare 
Function In anf folgende Weise auflOsrn : 

|u = ;q + dp + oL 
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Oie Tangvnlea-Paare der beiden ersten Dnpf e!|mBct« bnbeii die folgenden Gleichungen : 

' p + /it — 0 , p 4- /«'t = o , 

g + »t •= 0 , g 4- »’t = o, 

nnd in diesen Doppelpnncten schneiden sich niso xwei reelle Zweige, «der dieselben sind 
isolirte Puncte , je nachdem einerseits ft und i* , andrerseits y und r reell oder imaginär 
sind. Es sind Spitaen erster Art , wenn einerseits n und n' , andrerseits r und e' einander 
gleich sind. Um die vier Constaaten der Gleichung (8) aus den Constanten der Uleicbung 
(1) SU bestimaMO, ergeben sich, indem wir diese Gleichungen als identische betrachten, un- 
mittelbar die folgenden beiden Gleichungen zweiten Grades : 

— yt* + C = o , 
y- — <lv 4- ^ = O, 

von denen die erste jit und fi und die zweite v nnd y zu Warzein hat. Die Wnrzdn bei- 
der Gleichungen können, unabhängig von einander, reell und imaginär nnd einander gleich 
sein; und hiernach kann also auch von den beiden ersten Doppel puncten jeder, abgesehen 
von dem andern , durch den Darchsehnitt zweier reellen Zweige gebildet nnden , ein isolir- 
ter Panct sein oder in einer Spitze erster Art bestehen. 

Um die Natur des dritten Doppelpunctes zu erkennen, wollen wir durch demelben eine 
willktlhrliche gerade Linie legen, in deren Gleichung: 

P 4- *g = 0, 

X einen unbestimmten CorfBcicnten bezeiebaeL Sine solche gerade Linie schneidet die Curvc 
noch in zwei Puncten, welche durch die folgende Gleichung bestimmt sind: 

X^' — x|(n 4 -i«') — x(iH-x')jgt 4- jxv'x= — ox 4- /*^'|t' = 0 . (3) 

Von diesen beiden Puncten ihilt einer in den Durchschnitt von P nnd Q and die fragliche 

gerade Linie wird demnach Tangente des dritten Doppelpunctes, wenn 

»v'x* — ox 4- — o. (d) 

Der dritte Doppelpunet ist ein eigentlicher Doppelpunct oder ein isolirter Punct, je nach- 
dem die beiden Wurzeln der Gleichung (4), die wir auch folgeodergestalt schreibea 

können : 

St- — ox -(• ^ sr o , 

reell oder imaginär sind, je nachdem also: 

0 ' — 4J>v > 0 , oder o' — 49^ < o. 

Der fragliche Panct ist endlich eine Spitze erster Art, wenn 

o- «= iSy = 4,11/i'vr'. 

45. Wir ziehea ans dem Bssherigen den Schluss, dass die folgenden Palle, alle zehn, 
möglich sind. 

1) Es hat die Curve drei eigentliche Doppelpuncte , 

8) zwei eigentliche Doppelpancte und einen isolirten Punct. 

3) einen eigentlichen Doppelpunct und zwei isolirte Puncte, 

4) drei isolirte Puncte, 

5) zwei eigentliche Doppelpuncte und eine Spitze erster Art , 

6) einen eigentlichen Doppelpunct, einen isolirten Punct und eine Spitze erster Art, 

7) zwei isolirte Puncte und eine Spitze erster Art, 

8) einen eigentlichen Doppelpunct und zwei Spitzen erster Art , 

9) einen isolirten Punct nnd zwei Spitzen erster Art, 

10) drei Spitzen erster Art 

Es hängen die Curven der Källe 1—4 von elf, die Curven der Fälle 5—7 von zehn, die 
l'urven der Fälle 8—9 von nenn und die Curve des 10. Falles von acht Constanten ab. 
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Zugleich liegt die M«lytiKhe Cnterielieiilmig dieier rertrUedeaen Fälle rer. So bezieht 
sich zua Beispiel dir GIrirhung ; 

p’p= + dpH' + tq'l’ + pqljyq + dt + otj = o, 
auf den ersteu Fali dreier eigentlirheu Deppripnncte , wenn, 

}•’- > 4C, > dif, o' > 4 : 9 -, 

und auf den vierten Fall dreier isolirtrn Funde, wenn 

y- < 4r, J- < 4^, o’ < 4C#. 

In dem zehnten Falle dreier Spitzen ergibt sich die folgende allgesMine Form nU 
den noihwrndigrn Coiistanlrn : 

p-q’ + »■•pH* + /<*qH* + 2pql|.»q + »p + /i>1 j = o. 

In dieser Glriehung ndssen wir nur das untere Zrirbm bribrbaJlrn, weil, wenn wir das 
obere Zeichrn nehmen , diese Glriehung aueh fnigmdrrgeztalt sich schreiben ItssC ; 

jpq + rpt + ;iql|* ■= o, 

woraus folgt , dass alsdann ein Sysleni zweier zusammetifallenden KegelschniUe an dir Stelle 
der CuTve tierter Ordnung tritt. In dem Falle dreier Spitzen erhalten wir fär die drei 
Tangenten in diesen die folgenden drei Gleiebuagen : 

p + /it = o, q + »t = o, rp — /iq = o; 

und somit ist der naehstehende Satz bewiesen; 

Wenn eine Cnrre vierter Ordnung drei Spitzen erster Art bat, so 
schneiden sich die Tangenten in diesen Spitzen, alle drei in denselben 
P u n c t e. •) 

46. Dieser letzte Satz steht mit einem allgemeinrni, mit dem wir uns in dieser Nummer 
nachlTtlglirh besrhaftigen wollen, in Brziebang. Wenn wir nemlick die beiden Wurzeln der 
Gleichung (I) durch x und x bezeiehnen , so kommt: 

e»'xx‘ = fifi , (5) 

und hieraus Ist rrsiehllirh , dass , wenn wir von den drefanal zwei Tangenten der drei Dop- 
pelpunde : 

p + /<t = o , (A) p + II l •= 0 , (A') 

q + it El 0, (B) q + e't = o, (B') 

P -t- *q = <>. (C) P + »'? “ ». (C) 

fünf willklihrlich annehmrn , die sechste dadurch vollkommen bestimmt ist; and zwar er- 

gibt sich hier der folgende Sala ; 

Wenn eine Curve vierter Ordnung drei Doppelpuncte hat, so umhül- 
len die sechs Tangenten in diesen Doppelpuncteii ein nnd denselben 
Kegelschnitt. - 


*) Vni Jirsem Satze leiiie richtige Stell« anKimet>«n* liemerkeu wir, <l3»t dl« Polar • riirf*« einer iol> 
cheu Cdrre der vierten OrilouDg, welclie drei S|dtzen erster Art hat, nar von der dritten Oninnng. 
diese Curve selbst also von der «Iritten Ciaite iat. Sie ist nicht die allgeniela« Citrve dieaer Clatse, 
vreil ihr au den oeun uothwendigen Coostantro eine frldt, womit in Uebereiosiiniimiog ist, das», 
wahrend eine Curve der «Irilten Classe, im Allgemrinefi, von der aechMen (eher ole von der fimr. 
teo) Ordnung iat, die Ciinre, im vnrlirgeDden Falle, nur bis zur >iertui Ordnung ansleigL Dieser 
ParttcuUriftJlion entspricht, dass die Curve ihre seciia imagiiuren Spitzen verioren und alalt dersel- 
ben eine isolirte gerade Unie erhalleu hau Hleriuch Ul der fragliche Salz durch tia» Princlp der 
Reciprociliit mit dem bekannten Satze verknüpft, „dass eine Cnrre dritter Ordnung im Allgemei- 
nen drei reelle Weodiingbpun« le Ital, nnd data diese in gentler Linie liegen.“ S^ttemi Dritter 
Abaciinilt ,5 8« * . 
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$. ‘2. Müglichc Fälle bei CurTcn vierter Ordnung. 

Va dieaen $«lz zu beweiacn , rckkt Cf hin, zu zeigen, duz die drei Diagonalen irgend 
einri von den sechs Tangenlen gebildeten Sechsecks in demselben Puncte sich srbaeiden. 
Solche drei Diagonalen kttnnen wir durch die folgenden drei Symbole naher bestimmen: 
jA,A';B',C|, {A,B; C,C], , jB,B: C.Aj, 

wobei zum Beispiel das erste Symbol diejenige gerade Linie anzeigt, welche den Punct (A, A'j, 
in welchem dir Tangenten A und A' sieh schneiden, mit dem Puncte (B', C), in welchem die 
Tangenten B' und C sich schneiden , verbindet. Kür diese drei Diagonalen erhalten wir auf 
bekannte Weise nsd zwar unmittelbar, die nachstehenden drei Glcirbungen: 

p = »i’t, 
fiq = > p , 

“ *'q. •) 

Von diesen drei Gleichungen hrdingni zwei die dritte und es gehen also die drei bezligli- 
chen geraden Linien durch deiiselbrn Punct, weil: 

f/fl = K»‘l ► , 

Der von den sechs Tangenten undittllte Kegelschnitt, welcher, von Vorne herein betrach- 
tet , jeder beliebige sein kann , ist characteristiseh für die Unterscheidung der rerschiedenen 
Klatur der drei Doppelpnncte. Wenn derselbe durch einen dieser drei Doppelpuncte geht, so 
ist dieser eine Spitze erster Art. Wenn er durch zwei Doppelpuncte gebt, so sind diese 
beiden Spitzen erster Art, In dem Palle, dass er durch alle drei Doppelpuncte geht, loset 
sich die Curve in ein System zweier mit ihm zusammenfalleaden Kegelschnitte auf. Wenn 
der fragliche Kegelschnitt einen Doppelpunct umschliesst, so ist dieser ein isolirter Punct; 
liegt der Doppelpunct ausserhalb, so schneiden sich in demselben zwei reelle Zweige der Curve, 
und man erhalt alsdann die Tangenten dieser Zweige im Doppelpuncte, wmn man, von diesem 
aus. die beiden Tangenten an den Kegelachnitt legt. W'enn, in dem Kalle dreier eigentlichen 
Doppelpuncte, drei Tangenten derselben in einem einzigen Puncte sich schneiden, so schnei- 
den sich auch die drei übrigen in demselben Puncte, wobei alsdann der Kegelschnitt (Curve 
zweiter Classe) in ein System von zwei Punctea ausartet. Kallen diese beiden Puncte ins- 
besondere zusammen , so sind die drei Doppclpuncten drei Spitzen erster Art. W'enn der 
fragliche Kegelschnitt tmaginlr ist, sind die Doppelpuncte isolirte Puncte. 

Wenn wir erwägen, dass, wenn von den beiden Tangenten des ersten, zweken oder 
dritten Doppclpunrtes, eine in das, von den drei geraden Linien P, Q und T gebildete Dreieck 
hineintritt, die andere nicht, bezüglich das Prodact »v oder»* negativ ist, sonst immer 
positiv , so führt uns die Gleichung (&) auch zn folgendem Resultate : 

In das von den drei Doppclpuncten einer Curve vierter Ordnung ge- 
bildete Dreieck tritt entweder keine Tangente der Curve in einem die- 


*) Die erste der vorsteheiidm (sleichungcB : 

P trm Myt t 

ilt, ilirer Koroi n*cli, die allgemeine einer geraden Linie , welche durch den DurchjchnUl der Li- 
nien A und A' gehl) i<herdie*s ergibt lie sich au* den Gleichungen B und C, wenn wir y.wi»chen 
denselben die Kuacüun <| eliminirenp und stellt also diejenige, roUkoinraen beslimwle, gerade Li- 
nie dar, welche aurli noch durch den Durchschnitt der beiden , durch diese Gleichungen Jargw- 
stellten , geraden Linien gehl Gans ebenso sind die beiden übrigen Gleichnngen gebildet worden. 

Ueber diese Art der Bewelifuhrung findet man anifohrlichere Auskunft in den ersten derje- 
nigen kleiaern Ablisadlongen, welch« von mir, unter dom Titel «nalytiscji geomelriscbe 
AphoriBiiien, in dem 10. und 11. Bande des von Herrn Crelle lieransgesebenen Journal* der 
Mathematik erschienen sind, s • 
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ser Doppelpuncte , oder e« tritt in dasselbe eine gerade Ansahl dieser 
Tangenten hinein. 

47. Es bleibt uns jeut nur noch dbrig, diejenigen Palle an antencheidea , in welchen 
eine oder mehrere Tangenten der Curve in den Doppelpunctcn osculirende sind. 

Wenn allein die eine Tangente des ersten Doppelpuncles; 

p + = o, 

eine osealirende sein soll, nnd wir demnadi vorausaetaen , dass ft und n' reell 
und verschieden sind, so erhalten wir aas der Glekhung (8) die folgende Srdingnngs- 
Cleichnng : 

a + fi(v+v) = 0 . (6) 

Es kann hierbei der zweite Doppelpunct von jeder Art sein und insbesondere auch, wenn 
in eine Spitze Übergehen. Soll auch der dritte Doppelpunct eine Sphae bilden , so er- 
gibt sich die neue Bedingung : 

o’ = , 

welche', verbunden mit der Gleichung (6), die folgende gibt: 

= 4tiyy'. 

Da keiner der vier Coeflicienlen ^ ft, y und y, ohne dass die Curve ausartet, weder ver. 
schwinden noch unendlich werden darf, so ist die letzte Bedingung dann nicht au erAUIen, 
wenn H-v'<=o und folglich auch o=o. Dieser Pall gehört in die folgende Nummer. Da fer- 
ner auch fl und fi verschieden sind, so kann auch nicht sein. Also kann der dritte 
Doppelpuact nicht mit dem aweiten zugleich in eine Spitz« abergeben, wenn der erste Dop- 
pelpunct eine osculirende Tangente hat. Hiernach ergibt sich eine Unterart nur in den Pillen 
1, 8, 3, 5 nnd 6 der 45. Nummer. 

48. Wenn die beiden Tangenten des ersten Doppelpuncles beide osculirende sein sol- 
len , so kommt : 

a -I- ft(y+y')=a o, a + fi{y+y) <= o, 

Bedingnngs - Gleichungen , welche auch durch die folgenden beiden ersetzt werden können : 

0 = 0 , y + y rs Q. 

ln diesem Palle kann, nach der vorigen Nummer, die Curve keine Spitze haben. Die er- 
ste der vorstehenden beiden Gleichungen bringt, nach der Oleicbniig (4), die folgende 
mit sich: 

X -e »■ = o. 

Wenn also die beiden (reellen oder imaginären) Tangenten des ersten Ooppdpuncles oscu- 
lirende sind , so bilden die Tangenten des zweiten mit den Seiten Q und T , und die Tan- 
genten des dritten mit den Seilen P und Q, Systeme von vier Harmonicalen. 

Hiernach ergibt sich , insofern ein eigentlicher Doppelpunct zwei osculirende Tangenten 
hat, eine Unterart in den Pillen 1, 8 und 3, und, wenn ca ein isolirter Punct ist, dessen 
Tangenten osculirende sind, eine Unterart in den Pillen 8, 3 und 4. 

49. Wenn eine Tangente des ersten und eine Tangente des zweiten 
Doppelpuncles osculirende sind , so kommt : 

0 -I- /i'(v-l-v') = 0 , a -t- y'(fi+fi) = o, 

und hieraus folgt: 

' ^ = II. 

y y' 

Aus der Verbindung der Gleichungen der beiden osculirenden Tangenten: 

P ,“t = o , q + vt = o . 

ergibt sieb die folgende : 
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und aiu den Gleirbungen der beiden nickt oscnlirenden Tangenten: 



Da die leutea beiden Gleiebnngm identiiek sind, gelangen wir zn dem folgenden Reinltale. 

Wenn jeder von zwei der drei Doppelpancte einer Cnrve vierter 
Ordnung eine oaeulirende Tangente kat, an liegt der Dnrcbachnitt der 
beiden oeculirenden Tangenten and der Durebiebnitt der beiden nicht 
oaenlirenden Tangenten mit dem dritten Doppelpuncte io gerader Linie. 

Der dritte Doppelpunrt kann von jeder Art und inabesondere auch eine Spitze aein; 
denn die obigen beiden Bedingunga - Gleichungen aind mit der folgenden: 

a‘ = 4/tfty» , 

nicht hn Widerapruche. Sa ergibt aich hiernack eine Unterart in den Pillen 1, S and S. 

50. Wenn endlich die beiden Tangenten dea eraten und ungleich eine Tangente den 
zweiten Doppelpanctrs oaeulirende aind, ao kommt; 

0 = 0 , /i + ^' = o, ► + r=o, x+u’ = o, 
oder , gleichbedeutend hiermit ; 

0 = 0 , J = o, y=o. 

Ea iat , schon aaa der Symmetrie dieser Bedingunga - Gleichungen in Beziehang auf die drei 
linearen Piinctioneii p. q und t, klar, dass aiadann die Tangenten der drei Dop- 
peipuncte alte sechs oaeulirende sind. 

Wenn die Wertbenpaare ft und ft , » und e' beide reell oder auch beide imaginär sind, 
so ist: 

gt — ifAftn s — (if‘>y < o , 

der dritte Doppelpunct also ein iaolirter. Wenn hiernach unter den drei Doppetpuncten mit 
osculirrnden Tangenten zwei eigentliche Doppelpancle sich befinden, so ist der dritte noth- 
« endig ein isolirter Punct ; wenn zwei Pancte isotirte sind , ao aind alle drei isolirte. An- 
dere Palle als diese beiden gibt es nicht. Somit eine Unterart in dea Pillen S und 4. 

Dir Gleichung der Curve, welche hier nur noch acht Constante behalten hat, ist die 
folgende : 

p’q' -H ilp’t' + = «• (^) 

Diese Porm ist , so lange dir Curre drei gegebene Puncte zu Doppelpuncten haben soll, kei- 
ner Particularisation mehr fähig. Alle verschiedenen Palle sind in dem Vorstehenden cr- 
achopfl. Da bei dem Uebergange von der allgemeinen Gleichung (I) zu der Gleichung (7) 
die Anzahl der Constanten sich nur um drei, von eif auf acht, vermindert hat, so gibt es 
zwischen dem von sehn Constanten abhingenden Palle, dass eine der sechs Tangenten eine 
oaeulirende ist (47), und dem Palle, dass alle sechs oaeulirende sind, nur einen Uebergaags- 
Pall mit neun Constanten , denjenigen nemlich , dass zwei Tangenten oscaiirende sind, sei es 
nun, dass diese beiden Tangenten demselben Doppelpimcte (48) oder zwei verschiedenen 
Doppelpuncten (49) angehören. Inabesondere ist es nicht möglich, dass jeder der drei Dop- 
peipuncte eine osculirmde und eine gewöhnliche Tangente hat; denn das Vorhindensein von 
bloss zwei oscnlirenden Tangenten redudrt die Constanten-Anzahl schon auf neun und das 
Vorhandensein der dritten fordert eine Reduction auf acht, welche aber schon biareiebend 
Ist fUr den Pall (der den fraglichen einschliesoen mösste), dass alle sechs Tangenten osen- 
lirende sind. — 
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§. 3. 


ITeker die ITelur der «iB^wIKren Puorle und Hineulttren •ernden Linien « nnd 
Uber die Art Uirrr EnUleliun^* 


51. Wir können un« eine Curve auf *wei verschiedene Arten, zwisrhen welchen eine 
vollsUndige Analo{ne Statt findet, beschrieben denken and sie demgemäss auch auf zwiefa- 
che Art analytisch darstellen. Bei der ersten Bestimmungsweise denken wir uns dieselbe 
durch einen sich bewegenden Punet beschrieben, bei der Zweiten durch eine sich bewegende 
gerade Linie amhttllt. In dem ersten Falle bleibt der beschreibende Puuet (der hier keines- 
wegs als ein verschwindendes Oval anzuseben ist) derselbe , wenn wir ihn um sich selbst 
drehen; es kann, bei einem einzelnen Puncte, von einer bestimmten Richtung keine Hede 
sein; denn alle, durch denselben gehenden, geraden Linien stehen zu ihm in gleicher Bezie- 
hung. In dem zweiten Falle bleibt die umhüllende gerade Linie unverändert dieselbe, w enn 
wir sie nacli ihrer Richtung beliebig fortrilckea; es kann von einer absoluten Lage dersel- 
ben keine Rede sein , denn ihre Puncte sind von einander auf keine Weise unterschieden. 
Erst wenn der beschreibende Punet forlrückt, wird eine Richtung bestimmt; diejenige Rich- 
tung, welche einem unendlich kleinen Fortrücken entspricht, bestimmt die Tangenten der be- 
schriebenen Curve. Erst wenn die umhüllende gerade Linie ihre Lage ändert, wird rin 
Punet bestimmt , weil eine solche Lagen - .krnderuiig als eine Drehung um einen bestimmten 
Punet angesehen werden kann ; einer unendlich kleinen Orrliaug der umhüllenden geraden 
liinie entsprechen die Puncte der umhüllten Curve. Wir können hiernach bei einem ohne 
Singularitäten fortschreiteuden Curven-Zweige,. einem elliptischen oder byperbolisehrn Bogen 
zum Beispiel, die zwiefache Bestimmungswrise vereinigen : denn ein solcher Zweig wird zu- 
gleich von seinen Tangenten umhüllt und von den Berührungspnnctrn auf denselben beschrie- 
ben. Und hiermit gewinnen wir dir folgende Anschauung von der allgemeinen Entstehung 
einer Curve : 

Wenn auf einer geraden Linie ein Punet continuirlich fortrückt, 
wahrend die gerade Linie selbst um diesen Punet sich continuirlich 
dreht, wird ein und dieselbe Curve von jener geraden Linie umhüllt und 
von diesem Puncte beschrieben. 

1, 1. Wenn das sich Drehen der geraden Linie und das Fortrficken des Punctes diseontinuir- 
lich ist , so wird die Curve durch riu Polygon vertreten. Hierbei denken wir uns also eine 
gerade Linie AA und auf derselben einen Punet u, um welchen diese gerade Linie sich um 
einen endlichen Winkel cu dreht , so dass sic , nach der Drehung , die Lage A'A' einninimt. 
Auf A'A' rückt der Punet a nach a fort und dann dreht sich die gerade Linie A'A' um den 
Punet u, und Ibllt, nachdem sie den Winkel u bescbricben hat , in A"A" ; wonach der be- 
schreibende Punet auf der geraden Linie A'A' von a nach a" fortrückt; dann dreht sich die 
gerade Linie A'A' um den Punet a", und fallt, nachdem sie den Winkel w" beschrieben 
bat, in A"A", wonach der beschreibende Punet von a" nach a" fortrückt, und so weiter. 

52. Wir können die geometnseben Betrachtnngru der vorigen Nummer lekbt auf dm 
analytischen Standpnnct übertragen. Wenn wir eine arsprüngliche Lage der umhüllenden 
genden Linie, und des beschreibenden Punctes auf ihr, annehmen, (eine Annahme ,. welche 
von drei Cuustanten ahhangt,) so bestimmen wir daduyeb die Lage der Curve. Nennen 
wir hiernacli den veränderlichen M'inkel, w elchen die umhüllende gerade Linie, in ihren suc- 
cessivea Lagen mit jener ursprünglichen Richtung bildet. *, nnd den Weg, welchen der be- 
schreihmde Punet auf ihr zurUrkgelegt hat, o; so wird die Natur der Curve durch 
eine Gleichung zwischen x und o ausgedrückt. Diese Gleichung sei: 
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* = »("). ( 1 ) 
EU ist oifcabar, dass a die Llloge des Bogens der beschriebenen Cnrve darstelll. 

Wenn w ir den Krfintmungsbalbaesser in den verschiedenen Puncten der Curve j> nennen, 

so bst man bekanntlich ^ Differenliiren wir hiernach die vorstehende Olricliung, und 


setzen, der Karze halber: 


1 

da 


S H«'), 


so ergibt sich; 

e = H«}, (2) 

wonach dir Curve, unabbttugig von ihrer Lage, durch eine Gleichung zwischen der Lange 
des Bogens und dem KrUmmuagshalbaesser ausgedrilckt wird. Ebenso koiineu wir auch 
die Curve durch eine Gleichung zwischen g und x ausdrUcken ; wir brauchen zu diesem Ehide 
nur o zwischen den beiden Gleichungen (1) und (2) zu eliminiren. 

&3. Wenn wir eine Curve, wie gewObiilicb, durch eine Gleichung zwischen linearen 
Punct - Coordinaten darstellen , so denken wir uns dieselbe durch die Bew egung eines Punctes 
beschrieben und können dabei auf die umbUllende gerade Linie unniillelbar keine Rttcksicht 
nehmen. Wenn wir andrerseits die Cun'e durch eine Gleichung zwischen linearen Linien- 
Coordinaten darstellen, so denken wir uns dieselbe durch die Bewegung einer geraden Linie 
umballt und können dabei auf den beschreibenden Punct unmittelbar keine Rücksicht 
nehmen. 

Wenn man auf dem Umfange einer Curve einen Punct beliebig anuimmt, so gibt es, im 
Allgemeinen, eine einzige Tangente der Curve in diesem Puncte, und diese Tangente schneidet 
die Curve so, dass von den Durchschnitten zwei in dem angenommenen Puncte zusammenfallen. 
Und ebenso, w enn man eine Tangente der Curve beliebig anniinmt, so gibt es auf dieser Tan- 
gente, im Allgemeinen, einen einzigen BerUhrungspunet und von den Tangenten der Curve, 
w eiche durch diesen Punct gehen, fallen zwei in die angenommene Taugeute zusammen. Aber 
hier hOrt die vollständige Uebereinalimmung in Beziehung auf die zw iefache Eiitstehungsweise 
derCurven auf. Denn es gibt keine Curve, die durch eine Gleichung von einem hohem Grade 
zwischen Punct ■Coordinaten dargestellt wird, von der Besebaifenheit , dass man nicht; 

1) eine gewisse Anzahl von reellen oder imagiuttren Puncten auf ihrem Umfange so 
ausw ahlen kann , dass auf der Tangente in einem sulchen Puncte drei Durchschnitte Zusam- 
menfällen; 

2) da.vs nicht eine gewisse Anzahl von' reellen oder imaginären geraden Linien zwei 
(reelle oder imaginäre) Zweige der Curve zugleich berühren. 

Und es gibt andrerseits keine Curve, welche durch eine Gleichung eines hohem Grades 
zw'iscbcn Linien - Coordinaten dargestellt w ird , von der Art , dass mau nicht : 

1) eine gewisse Anzahl von reellen oder imaginären Tangenten so auswalilen kann, 
dass von den Tangenten, welche von dem Berübmngspuucle aus an die Curve sich legen 
lassen, drei in eine so ausgew.tblte zusammenfallen; 

2) dass nicht durch denselben reellen oder imaginären Punct zwei verschiedene, ent- 
weder reelle oder imaginäre, Zweige der Curve gehen. 

Mit andern Worten also , es hat eine algebraische Curve , vorausgesetzt , dass sie von 
einer hohem Ordnung als der zweiten ist, im Allgemeinen entweder Weudungspuncte 


Syileni. Erster Abftdjiiilt, 
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(Rarkkehr-TanKrnlrn) und Doppeltanpenten, oder ROekkehrpu nete (Wendunfrs- 
Tan^riilrii) und Doppripunctr. Nur iu untergeordnrien Fallen findet Brides zugleich 
Sinll. 

Diese Bctrarltniigrii Ribren zu der nirbl nnuirluiprn Brnirrkiin^ , dass wir rinseilif; 
verfahren, wenn uir für die allgemeinen algehraiselien Curven diejenigen nehmen, welehe, 
wenn p und q beliebige lineare Puncl • Cimrdinalen (gewühnliche Parallel . ('oordinaten, 
wenn wir «tollen) bedeuten , und ip die allgcniriue algebraische Kunrtiou bezeichnet, durch 
die Gleieliung: 

7(1P) = "■ 

dargeslellt werden. Denn warum soll eine Curve im Allgemeinen Doppel la n gen ten und 
keine Doppel p u n r t e, warum soll sic RUekkehr I an g e u I en und keine RUekkehrpuncte 
haben t Alles dreht sich um , wenn w ir in der vorstrhrnden Gleirhung die Punet-Coordina- 
len mit Linien - Coordinalen rertauselien. Und (iberdiess , zwei reriproke Curven haben, 
eben weil ihre Beziehung zu einander eine ganz gegriisrilige ist, und beide von einer glei- 
chen Anzahl von Conslanten abhilngen, gleirheu .4nsprurh auf Allgemeinheit. Warum sollen 
«vir als Normal-Cunen diejenigen betrachten, welche Doppeltangenten und Rbckkelirtangen- 
len haben, «-orzugsweise von ihren reriproken Curven mit Dnppelpuiirten und ROrkkehrpun- 
clen? Was fUr jene das Allgemeine ist, ist für diese rin Singuläres, und, umgekehrt, was 
für jene rin Singuläres ist , ist fUr diese das Allgemeine. 

51. Wenn eine «•orliegende Cnrve eine Doppeltangente hat, so ist diess nicht als eine 
Singularität zu bclr.vchlrn, sobald w ir uns die Curve durch einen Punct brsrhrirben denken ; 
eben so wenig kann es fUr eine Singularität gellen, wenn eine vorliegende Curve einen Dop- 
prlpunct hat, sobald wir uns die Curve durch die Bewegung einer geraden Linie umhüllt 
denken. Eine Doppeltangenle ist indess eine Singularililt in der zweiten, ein Doppelpunct 
eine Singularität in der ersten Entslehungsneise. In dem erstgenannten Falle fallen zwei 
Lagen der nnihulirndrn geraden Linie , in dem andern Palle zwei Lagen des beschreibenden 
Piincles zu.saroinen ; wodurch eine Parlicularisalion bedingt wird. Wenn wir aber die Curve 
in ihrer Entstehung betrachten, so sind weder bei der ersten, noch bei der zweiten Er- 
zeiigiingsw eise Doppelpunrte und Doppeltangenten als Singularitäten anzusehen, denn , ob 
spater der beschreibende Punct oder die nnibUllende gerade Linie eine frühere Izige von 
Neuem einnimml, kann dann nicht in Betracht kommen. Hiernach beziehen sich die Singu- 
laritäten im engem Sinne auf einen einzelnen Zweig, und diese wollen wir in die- 
sem Paragraphen naher ins Auge fassen. 

55. Narh der Aiischauungsweise der 51. Nummer dreht sich die umhttllende gerade 
Linie, «vahreiid zugleich der beschreibende Pnncl sich forlbewegt. Es kann hiernach er- 
stens in der Karlbewegung des Puncles eine Singularität eintrelen; es kann diess zwei- 
tens in der Drehung der geraden Linie geschehen und endlich kann drittens Beides zu- 
gleich Statt finden. Diesem entsprechend erhallen wir drei Arten von Singularitäten in dem 
Laufe der entslehenden Curven. 

1) Es kann der beschreibende Punct in seiner cnntinuirlichen Bewegung eine Granz- 
Lage erreirhen und dann, was der gewöhnliche Fall ist, nach entgegengesetzter Richlong 
sich forlbewegen. Bietet alsdann die Bewegung der nmhllllrnden geraden Linie gleichzeitig 
keine Singularität dar, so erhalt die entstehende Cun’e einen Rdckkebrpnnct (eine 
Spitze) erster Art, Dir umhtlllrude gerade Linie tritt hierbei, indem sie forffbhrt, rouli- 
nuirlich sich zu drehen, auf die enlgegengesrlzle .Seile des RUckkehrpunrtes hinüber. 

2) Es kann dir iimhiiliendr gerade Linie bei ihrer ronliiiuirlichen Drehung eine Grbnz- 
Luge errrirlirn und daun, was der gewöhnliche Fall Ul, in entgegengesetztem Sinne sich 
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zu drehen fortfahrrn. Bietet alsdann das Fartrilrken des beschreibenden Puiiclrs keine Sin- 
gnlariut dar, so erhalt die entslehrnde Cnrve eine Rilckkcli r tan ft eu te. Der beschrei- 
bende Punct wendet sich hierbei auf die enigegengeselate Seite der RUekkehrlaugeute und 
wird ein Wendunftspunct der Cnrve. 

3) Wenn zui^leich die umhüllende gerade Linie in ihrer Drehung und der besrhreibeude 
Punct in seinem Kortrttcken eine (iranz-Lage erreichen und dann, was der gewübniiehe Fall 
ist, beide in entgegengesetztem Sinne sich wreiter bewregen, so erlillt die Curve eine Spitze 
zweiter Art. 

56. Wir wollen wiederum, um die vorstehrndeii Betrachtungen anschaulicher zu machen 
und zu ergänzen, die Curve durch ein Polygiin ersetzen. 

ln der Figur II, 1. ist die das Polygon umhüllende gerade Linie von der Lage AA« zu Kg. II, I. 
der Lage A'A'o forlgerückl, indem sie immer iu demselben Sinne sich gedrelit bat, so dass 
die Erstreckung von A nach Ao der Erstreckung von A' nach A'o entspricht. Der beschrei- 
bende Pniict aber ist, indem er nach einander die Lagen U|. oy, a\ und u angeuommen hat, 
auf der umhüllenden geraden Linie von A nach A,, fortgerUrkt, hat in a die Richtung seiner 
Bewegung umgekehrt und dann nach einander, von An narb A fortrttckend, die Lagen u’, 
o’, eingenommen. Wenn die Bewegung des Puncles iu eine cunlinuirliche übergeht , so 
geht die Geschwindigkeit desselben , indem er die Richtung seiner Bewegung umkehrt, durch 
Null hindurch, Hiemack nehmen die Elementar-Seiten des Polygons «)»,, «.«), u,u bis zum 
Puncte tt immer mehr ab. In diesem Puncte verschwindet ihre Lauge gegen die Lange der 
frühem Seiten. Ceber diesen Punct hinaus wachst ihre Lauge wieder. Da wahrend dessen 
die Aenderang der Richtung der Polygon-Seilen mit den frühem Aenderungeu derselben im- 
mer vergleichbar bleibt, so ist klar, dass der krümmutigshalbmesser in dem Puncte a, der 
eine Spitze erster Art wird, verschwindet. 

Wenn die umhüllende gerade Linie, wie in dem eben belracblelru Falle, immer in dem- Fig. III, i. 
selben Sinne von der Lage AAu nach der Lage A'A'u sich forlbewegl uud der beschreibende 
Punct, auf ihr nach derselben Richtung furtrückend, nach einander die Lagen «j, u,, o|, «o 
einnimmt, dann seine Rirhtnng umkehrend die Polygon- Seile ayu» durrblauri, iu u» seine 
Richtung wiedemm umkehrt, und in demselben Sinne als ursprünglich furlrtickeud , nach 
einander die Lagen <■', a’, rinuimmt, so entsteht die Polygon - Form der Figur 111, 1. 

Gehl die Bewegung in eine contiiiuirliche über, so werden die an u„>i" aiislosscudeu Elemeu- 
tar-Seilen des Polygons uiieiidlirh kleine Grossen der zweiten Ordnung, Der Krümmungs- 
halbmesser wird dadurch ein unendlich Kleines derselben Ordnung. Die Zuckung des be. 
schreibenden Puncles ist nnendlicli klein und , indem ihre Spur dem Auge entgeht , verw au- 
delt sich das Polygon in einen nach demselben Sinne gekrümmten Bugen einer C'nrve. 

Aendert der beschreibende Punct dreimal nach einander die Richtung seines Fortrnckens, 
wahrend die umhüllende gerade Linie rontinuirlich sich dreht, so entsteht, indem der Punct 
zuletzt die, der ursprünglichen enlgegengeselste, Richtung behalt, ein Polygon, w riches , zu 
beiden Seiten der entsprechenden Singularität, die convexen Seiten einander zukrbri. Wird 
die Bewegung des Pnnetes eine roiitiauirlichc , so werden die Elementar-Seiten de.« Polygons 
unendlich kleine Grossen der dritten Ordnnng. Von derselben Ordnung ist alsdann Her Krüm- 
mungshalbmesser. Die Curve, iu welche, alsdann das Polygon übergeht, bildet, indem von 
den Zuckungen des beschreibenden Punetes für das Auge jede Spur verschwindet, eine 
Spitze erster Art. 

Veberhaupt entsteht, wenn die umhüllende gerade Linie immer in demsel- 
ben Sinne sieh fortdreht, wahrend der besebreiheude Punct n .Mal nach einander 
seine Bewegthig ludert, ein Polygon, dessen Zweige vor und nach der Siugularitat entweder 
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ikre bHdrn ronrarrn oder ihre beide« eoovexen Seilen emander ztikehren, je nacbdeai 
n entweder eine gerade oder ungerade Zahl bedeutet. Diexem entspricht, weun die Bewe- 
gung eine rniilinuirliche wird, eine Curre, die einen singularrn Pu net hat, in welchem der 
Krttmmungshalbmesser ein unendlich Kleines von der n. Ordnung ist. Die Cnrve bietet in 
dem ersten Falle dem Auge keine SingulariUlt dar, wahrend sie, in dem «weilen Falle, eine 
Spitze erster Art bildet. 

Pig. I. 2- 57. Wenn der besrhreibende Punel auf der umhüllenden geraden Linie immer narb 

derselben Rirhlung rortrUckt, diese gerade Linie aber von der ursprünglichen Lage A,A, bis 
zur Lage AA in demselben Sinne, dann aber von AA bis A’A' in entgegengesetztem Sinne 
sich dreht, so erhalten wir die Polrgon-Fiirm der Figur (I, 2.). Wird die Beaegung eine 
ronlinuirliche, so geht die CrKsse der Drehung, indem diese ihren Sinn ändert, durch Null 
hindurch; wahrend die Elementar-Seiten der Curve mit den frühern und spatem vergleich- 
bar bleiben , werden an AA die Conlingeuz-Winkel a gegen die frühem und spatem unend- 
lich klein. Es wird der Krümmungshalbmesser unendlich gross. AA wird eine Rttckkehi^ 
taugrnle, der BerUhrungspunct auf ihr rin Wenduiigspunct der Curve. 

Kig. I, 3. Wenn die umhüllende gerade Linie zweimal nacheinander den Sinn ihrer Drehung än- 
dert , in AoAo und A^A" , so erhalten wir die Polygon-Form der Figur (L 3.), wobei die bei- 
den Polygon - Zweige vor und nach der Singularität ihre concaven Seiten einander zukeh- 
rrn , wie wenn keine Singularität vorhanden wäre. Wird die Bewegung eine continuirliche, 
so w ird der Conlingmz-Winkel auf der singulären grradra Linie ein nnendlicb Kleines der 
dritten Ordnung, mithin der Krümmungshalbmesiier ein unendlich Grosses der zweiten Ord- 
nung. Weil dir Oscillatioiirn der umhüllenden geraden Linie unendlich klein werden, ver- 
liert das Auge die Spur der Singularität. 

Aendert die umhüllende gerade Linie drrinutl nach einander den Sinn ihrer Drehung, 
wahrend der beschreibende Punct contiiinirlich fortrückt , so ist vor und nach der Singulari- 
tät der Sinn der Drehung rnlgrgmgesetzt. Wird die Bewegung eine continuirliche, so er- 
halt die entstehende Curve einen M'endungspuncl und in demselben ist der Krümmungsbalb. 
nirssrr ein unendlich Grosses der dritten Ordnung. 

liebrrhaupt entsteht, wenn der beschreibende Punct auf der umhüllenden 
geraden Linie immer nach derselben Richtung sich fortbewegt, wahrend 
diese n Mal nach einander den Sinn ihrer Drehung ändert, ein Polygon, dessen Zweige vor 
und nach der Singularität entweder in demselben oder in entgegengesetztem Sinne gekehrt sind, 
je nachdem n eine gerade oder ungerade Zahi bedeutet. Geht das Polygon in eine Cnrve 
über, so hat diese eine singulare gerade Linie, auf welcher der Krümmungshalbmesser ein 
unendlich Grosses der n. Ordnung ist. Die Curve bietet entweder dem Auge keine Singula- 
rität dar , oder sie hat einen Wendnngspnnct, je nachdem n eine gerade oder ungerade Zahl 
brdriilel. 

fiS- 0. 2. 58. Wenn dir umbOllende gerade Linie, von ihrer ursprünglichen Lage A,A, ans, nach 

A'A' fortrückend, indem sic dir Lage AA einnimmt, den Sinn ihrer Drehung ändert, wah- 
rend zugleich der beschreibende Punct von aj bis o nach derselben Richtung fortrückt, dann in 
a auf AA seine Richtung ändert, und endlich nach entgegengesetzter Richtung fortrückt; so 
rntslrbt ein Polygon (Fig. II. 8.) , das zwei solche Zweige hat, die in a, wo sie zusamraea- 
Btossen . die convexen Seiten einander zukehren. Wird die Bewegung eine continuirliche, 
so werden die Elementar-Seiten sowohl als die Contingenz-Winkel unmdlich kleine Grttssen 
der zweiten Ordnung, bleiben dabei aber mit einander gegenseitig vergleichbar. Folglich 
ist der Krümmungs-Halbmesser endlich- Die Curve bildet eine Spitze zweiter Art 

Wenn die nmhttliendr gerade Linie dreimal nach einander den Sinn ihrer Drehnug and 
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ngleirh der bescbreibrnde Puact dreiaal Bacb einander die Ricbtong seines Portschreiteiu ändert, 
so entsteht eine ähnliche Polygon • Form. Wie vorhin, behalt die entsprechende Curve einen 
endlichen KrOmaungshalbmesser , weil die Elementar - Seilen and Contingens-M'uikel , als 
unendlich kleine Grossen der dritten Ordnung, unter einander vergleichbar bleiben. Sie hat 
wiederum eine Spitze zweiter Art. 

Wenn dir uahüllende gerade Linie dreimal nach einander den Sinn ihrer Drehung und Fi; tl,4 

zugleich der beschreibende Punct einnial die Richtung seines PorUchrritens ändert , so ent- 
steht die Polygon.Kom der Figur (II, 4.); lodert jene den Sinn ihrer Drehung einmal, wäh- 
rend dieser dreinutl auf seinem Wege umkehrt, so entsteht die Polygon -Fora der Figur 
(IV, 3.). In beiden Fällen bat die Curve eine Spitze zweiter Art, mit dem Unterschiede je- 
doch, dass einmal der Krllmmungshalbmesser unendlich gross, das andere Mol unendlich 
klein ist 

&9. M'ir wenden uns nun zu dem allgeaeinen Falle, dass zugleich eine (m— Ijmalige 
Drehungs-Aeiiderung der umbUllendeii geraden Linie und eine (n— Dmalige Umkehrung in 
der Bewegung des beschreibenden Punctes Statt findet M'ir gelangen alsdann leicht zu der 
nachstehenden vierfachen Uutersrbeidnng ; 

1) M’enn m und n beide ungerade Zahlen bedeuten, so verbirgt sieh die Sin- 
gularität dem Auge. 

S) Wenn m eine ungerade und n eine gerade Zahl bedeutet, so bildet die Curve eine 
Spitze erster Art 

3) M'eon m eine gerade und n eine ungerade Zahl bedeutet, so bat die Curve eine 
Wendung. 

d) Wenn m und n beide gerade Zahlen bedeuten, so bildet die Curve eine Spitze 
zweiter Art 

In allen diesen Fällen ist der Krflmmungshalbmesser der Curve in dem fraglichen Pun- 
cte unendlich gross oder unendlich klein , je nachdem m grosser oder kleiner als n ist. 

60. Wir wollen die in der vorigen Nummer betrachteten Siogulariläten als Singula- 
ritäten der n. Ordnung und der m. Classe bezeichnen, so dass, wenn n^-l, das 
Singuläre in der Bewegung des beschreibenden Punctes und , wenn m=l , das Singuläre in 
der Bewegung der umhlilleiiden geraden Linie wegRtllt Die Singularität ist eine maskirte, 
wenn m und nungerade Zahlen bedeuten. Jede Spitze erster Art ist eine Singularität 
von gerader Ordnung und ungerader Classe. Jede Wendung der Curve ist eine Singula- 
rität von ungerader Ordnung und gerader Classe. Jede Spitze zweiter Art ist eine 
Singularität von gerader Ordnung und gerader Classe. In allen diesen Fällen ist der Krtim- 
mungshalbmesser unendlich gross oder unendlich klein, je nachdem die Classe oder die Ord- 
nung der Singularität eine höhere ist. 

61. Dm die letzten Entwicklungen analytisch darzustellen , wollen wir den Begriff der 
Zeit einfübren und diese durch r bezeichnen. Alsdann erhalten wir, um die fortschreitende 
Bewegung des Punctes auszudiücken , eine Gleichung vun der Form; 

a = a>ir) , 

nnd um die Drehung der geraden Linie auszudrfleken , eine Gleichung von der Form: 

z -= IFft). 

Differtnliiren wir die vorstehenden beidoi Gleichungen, so kommt; 

£ = 

mithin: \ 
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lienirn — und 
dr 


verschwindet, oder wenn beide sugleich verschwinden, so erhäJt die Ciirve 


da Oft) 

^ “ d*' “ rct)’ 

Also, in Worten ansj^rdiürkt; 

Oer KrUmmunKshnlbmrggrr einer Curve ist gleich dcM Quolienten. 
den man erhalt, wenn man dir Geschwindigkeit des beschreibenden 
Punctes durch die Winkel-Geschwindigkeit der umfaUllendeu geraden 
Linie d i vid i rt. 

Wir können r als nnabbangige rrraiidrrlicbe Grösse und demnach dr ais constant be. 
trachten. Wenn dann fUr irgend einen Werth von r einer der beiden Differential - ^o- 
ds 
dr 

eine Singularität. Wenn, für den besondern Werth von r, die ersten nicht rersebwinden- 
den Differential -Quotienten der beiden Functionen o und x die folgenden beiden sind: 

d"<J , d'"o 
dr* dr™ 

so ist die fragliche Singularität von der n. Ordnung und der m, Classr, und also, in t’eber- 
eiastinimung mit der 59. Nummer, () so lauge unendlich gross oder unendlich klein, als 
nicht n— m. In diesem Falle ergibt sich für (> der endliche Werth; 

^thfr) 

dl“ 

dl“ 

Wenn in>ii, so Ut 9 in Beziehung auf r ufieiidlicb gross und von der Ordnung (m— »). 
In Beziehung auf a beträgt diese Ordnung daher W'enn hingegen n>m so ist f, in 

Beziehung auf <r, ein unendlich Kleines von der Ordnung - — 


*] In zwfi r>rtchte«lrD«n Stltfincn» die gl^lchicitig unt) unililuogig von eioan<I<*r crbchiencn *ind, i*t 
die KotdlehuDg uml eoal/tikcLe I)ar>l4>liiing der Curveii auf eine Art helraclilct worilea, die mit 
der im Te-\le entwickelteu Au.idiaiiuagfwriae im ^»>eullichfn ribcrein>titnmt. 

^pue Curvenlehre. (irundzüge einer L'iiigeatiltung der hidiern Geometrie durch ihr« 
•pritagiK-he aoolylische Methode. Von Adolf Peters. I8d5. 

Nov.ie Uieoriae nae.»niiii ciirrarum orlgioariae et vere scietitifirae •pccimioe quiH(|ue prima. 
Amt. C. C F. Kraute. EdidU Schröder. 

Der vortleliemle ParaGraph »tt imabluogig von dieteu beiden Schriften nirdergetchricben wor- 
den; nur Sn die erste dersrihea habe ich, in Folge einer ziifilligen guligm MitUieilung. itn .Augen- 
blicke tief Drtii'kea dicfes Paragr.*phen einen BiUk geworfen. Das Saclilirlie, was dieie Schrift 
enthalt, trheinl mir nicht eigentlich neu, weil irhon vor einer Reihe von Jahren H. Gergonne 
in den „Annates ile malhematiquet*' teiue UolcniKhaogen , wie man eine Curre, unabhiingig von 
ihrer bage, darsteliea kann, milgetheill hat. AVaa das Formelle betrifft, lo verkenne ich keines- 
w'fget, dass, bei drin .Auflimten von etwas Neuem, rin nainliaAer l'nlerirhied darin liegt, ob man 
die ichtigkeit tiet .kiifgefiiDsteaeu erkennt otler uichl. l'eber diese AVichtIgkeil selbst aber kann 
ich die Ansielil des Verfassert eiustweileu nfclil theileii. 

Eine der schönsten f nreiteningen tler neuem tieoroetrie beruht auf der t'oterscheidung , dass 
wir um eine Lurre einmal bluts durch die Urwegnog eines Punctes, tlai andere Mal bloss durch 
die bewegiiag einer geraden Linie l>eschriebeu denken können. Eiomai brauchen wir, um xum 
Rrgriir einer Curve au gefangen, durchaus nicht den UegriC einer geraden Linie (wenn ein, den 
Piiuit sertreteuder , Stift die Curve xeulmet^; da« andere Mal brauchen wir hieran durchaus nicht 
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es. la awfi reciproken Currrn entspreeboi SiagularitAtrii sich in der Art, dass 
(was aus den vorhergehenden Betrachtungen unmittelbar folgt) eine Singularität der n. Ord- 
nung und der m. Classe, einer der beiden (’urven eine Singularität der m. Ordnung und der 
». L'lasse der andern Gurre bedingt. Also entsprechen sich gegenseitig: 

1) zwei Spitzen zweiter Art; 

S) zwei Zweige, deren jeder nur in einem einzigen Sinne sich krflmmt und dem 
Ange keine SiagularitU darbietet, wenn ai und n beide ungerade sind. Das Product der 
beiden Kriiiumungshalbmeaser in solchen zwei sich enLsprechriiden singulären Puncten ist 
einer endiichen Grosse gleich; 

3) eine Spitze erster Art und ein M'endungspunct , wenn von den beiden Zahlen m 
und a eine gerade und die andere ungerade ist. Wenn der Krümmungshalbmesser für die 
erslere unendlich klein ist, so ist er fbr die letztere unendlich gross und umgekebtt. Das 
Product zweier solchen Krümmungshalbmesser ist immer einer eudlirhen Greisse gleich. — 

§. 4. 

d«t-n*'nsi'lflze nesIrliHnu Oer sInirsilMren l”Mnete und stiizuUtren neradten l,lnleii 
au einander, (.eaelze, uacli welrheu . bei nluebraNrlien S'nrven. die .tnzalil von 
Jenen dnreb die Anaalil vun diesen, und uinuelielirt , brstlminl Ist, 

63. Das Princip der Rrciproritflt gibt unerwartete Aufschliisse über die Theorie der 
singulären Punctr. Diejenigen Resultate, welche ich biertlbcr bereits milgcihrill habe*), 
w ill ich in der gegen«, Irtigcii Nummer summarisch zusammenfassen, und dann denselben Ge- 
genstand nach allen Seiten hin vollständig disciitiren. 

Es lassen sich bekanntlich an eine Curve der n. Ordnung D» durch einen gegebenen 
Pnnct oder auch piirallel mit einer gegebenen geraden Linie, im Allgemrinrn, n(n — 1) Tan- 
genten legen. Die Ordiiiitig der Polar-Curvc oder, wruii tvir lieber wolleu, die Classe 


fica Pegriff fioe« Punrtes (wrno ein» die gerade Lioi« veriretendei , l.ineal» indem es im Sande 
contihiiirlirli licii bewegt und dirien forUchiebt, eine Cnrve Mldel), 0#* Princip der Reciprocilüt 
ibt das B.-iml» welriiei diete doppelte AuirasstingiweUe verknüpft Km die bage und die Bewegung 
eiuei Punciea ausiudrüiken» brjurben »ir irgeod ein festes, beliebig auztioebiuendei Coordinalen- 
Sj-flera, auf «riciies Alles bezogen werden muss, und somit ist in der analytisrlirn DarslelUmg eiuer 
(.un'e tiigleicb ihre eigentlirhe ?iatur uotl ilire I-oge ausgedrrickt. Oassellie gilt, wenn wir die Lage 
und Rewegiing einer geraden Liuie besiitomen «ollen. Ks ist ein Vortlieil dabei» wenn wir in 
der Gleirliung der Gurren nitlil blosi Mira Natur» sondern zugleich auch ihre Lage erkettnen ken- 
nen : sobald nur jedes unabhängig für sich geschehen kann nnd eines das an- 
dere nicht slurt. nieiei wird durch unsere Methode vollständig erreicht und hierin liegt das, 
was sie von «ler gewöhnlirlien Cnnrdiaaiea - Methode unterscheidet 

M enn wir bei der Entstehung einer Curve zugleich die undiölleadt gerade Linie und den 
beschreibenden Ihinrt ins Auge fassen, so kuanen wir die Drehung der geraden Linie als eine Fun- 
clioo des Fortsriirrilens des Piinrt<*s belrachlen und eriialten aUdann, gteiihsaiu als Corollariuin, 
die Auiraisuogsweise des vorstehenden Testes. 

F.I kDupfeu sich an diesen Gegenstand Fragen an, welche ein bcjomleres Interesse gewahren, 
die ich aber weiter nicht herühre» «eil ivii sie hier nicht rrirhopfend behandeln kann. Das Dii* 
coiitiuniriiche , was beim Uebergaoge von einer der beiden coonlioirten Haupt * Lnlsteliiingsarten 
einer CurN-e iti der der andern Statt findet» bestellt aatürlicb auch beim Uebrrgaoge zu der inter- 
mediären Fotslehungsweisr. 

•} System, und OdU. 
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der Kefrebmrn Cun'r , dir wir als die m. beseichnen wollra , ist hieraacb , im AllgemcineD. 
durch folgende Gleichung bestimmt : 

m = ift« — 1). 

Die Polar >Curve ist aber, wenn wir uns dieselbe als ron einem Puncte beschrieben 
(durch eine Gleichung sw ischen gewöhnlichen Punct - Coordinatrn dargestrilt) denken , von 
einer brsondem Art. Sie bat, was bei einer solchen Curve, im Allgemeinen, nicht Statt 
findet , eine gewisse Anzahl von Dopprlpuncten und Spitzen . bezüglich gleich der Anzahl 
der Doppeltangenten und Wendungen der gegebenen Curve , welche als die allgemeine 
Curve der n. Ordnung Singularitäten in Beziehung auf die umhällende gerade Linie hat (51). 
Ich habe allgemein am angeführten Orte bewiesen, dass eine gegebene Curve der n. Ordnung 
im Allgemeinen, Sntn — 2) Wendungen hat und hieraus geschlossen, dass dieselbe jn(n-2)ln'-9) 
Doppeltangenten haben muss. Es hat also die Polar-Curve, im Atlgcmriiieu, än(n — 2) Spitzen 
und |n(n — 2)(n- — 9) Doppelpuncte. Die reciproke Polar-Curve ist die gegebene, um ihre 
Ordnung durch die Ordnung der ersten Polar-Curve zu bestimmen, müssen wir auf dir sin- 
gulOrrn Puuete dieser lelztern Rücksicht nehmen. 

Wenn nemlich eine Curve der m. Ordnung einen Doppelpunct hat , so fallen von den 
m(m— 1) Tangenten, welche von einem gegebenen Puncte sich im Allgemeinen an dir Curve 
legen lassen, zwei in diejenige gerade Linie zusammen, welche den gegebenen Punct mit 
dem Doppelpuncte verbindet. Diese bOreu auf Tangenten im engem Sinne zu sein, weil sie 
nicht mehr Lagen der umhUllendeii geraden Linie bezcichoen. Sind u Doppelpuncte zugleich 
vorhanden , so reducirt sich die obige Anzahl der eigentlichen Tangenten um 2u Einheiten, 
und um eine gleiche Anzahl von Einheiten reducirt sich die Ordnung der Polar - Ciirve. 
Wenn die Curve m. Ordnung eine Spitze bat, so fallen drei der m(m—l) Tangenten in die- 
jenige gerade Linie zusammen, welche durch den gegebenen Punct und die Spitze gebt, 
wonach die Anzahl der rigeiillirhen Tangenten sich um drei Einheiten reducirt. Diese Re- 
duction betragt also. Wenn r Spitzen zugleich da sind, 3r Einheiten. Folglich ist, wenn 
eine Curve m. Ordnung u Doppelpuncte und u Spitzen hat, die Ordnung ihrer Polar-Curve 

in(ni— 1) — 2u — Sr. 

Wenn wir also die reciproke Curve der ersten Polar-Curve Um bestimmen, wobei wir auf 
die gegebeue Curve , die von der ». Ordnung ist, zuruckkommeu , so ergibt sich: 

« = m(m— 1) — 2« — Sr. 

Diese Gleichung geht, wenn wir: 

m = n(n— 1), r = 3n(n— 2), u = 9)(n=— 91 

.setzen, in eine identische über. Auf diesem Wege haben wir den Werth von u bestimmt. 

61. Ich habe endlich herrits schon nachgewiesen , dass, wenn durch eine allmüblige 
Constantru - Aeuderung, eine Curve einen Doppelpunct erhall, sie dadurch sechs ihrer 
Wenduiigspuncle verliert; dass diese alle sechs imaginär oder dass zwei derselben reell oder 
vier imaginär sind, je nachdem der entstehende Doppelpunct eiu conjugiiter Punct, oder ein 
Dnrchsrhnill zweier reellen Zweige ist; dass endlich, wenn die Curve eine Spitze erhalt, 
acht ihrer Wrndiingspunrle , von welchen sechs imaginär sind, Wegfällen.*) Wenn wir 
hiernach die Anzahl der Wrudungspunele einer gegebenen Curve der n. Ordnung Hi oder 
die Anzahl der Spitzen ihrer Polar-Curve f). durch r bezeichnen, so kommt, wenn die ge- 
gebene Curve X Doppelpuncte und y Spitzen hat: 

r = 3 »(b-2) — 6x — 8y. 

*) \Va# in lief 300. >'iinimsr de» Syiletiis znoiiclisl für den Fall der Curren dritter Ordnuo;; bee ielen 
norden iat , gilt otteobar bei Curreu jeder beliebigen ürtnuiig.' , 
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65. Wenn eine Cnrve der n. Ordnung einen Doppelpunrt bat, so vermindert sich dir 
Anzahl ihrer Doppeltangenten, um die doppelte Anzahl derjenigen Tangenten, welche, von 
dem Doppcipnncte aus, an die Curve sich legen lassen. Denn jede solche Tangente ist keine 
eigentliche Doppeltangeiitc mehr; es fallen auf ihr zwar zweimal zwei Durchschnitlspuncte 
mit der Curve , wenn wir uns dieselbe durch einen Punct beschrieben denken , zusammen, 
aber nicht mit ihr zwei umhUllende Tangenten der Curve. Wir müssen die Anzahl solcher 
Tangenten deshalb doppelt in Anschlag bringen, weil die durch einen Doppelpunct gehen- 
den Tangenten überhaupt doppelt geshblt werden müssen; wovon wir die unmiUelbare An- 
schaunng gewinnen, wenn wir einen Doppelpunct, je nachdem er ein isolirter Punct oder 
ein Durchschnitt reeller Zweige ist , uns als ein verschwindendes Oval oder als zwei ihren 
gemeinschaftlichen As)-mptaten immer naher rückenden Hj'perbel . Zweige denken. 

Die analytische Bestimmung der Anzahl derjenigen Tangenten, welche, von dem Dop- 
pelpuncte aus, an die Curve sich legen lassen, bietet keine Schwierigkeit dar. Cm zuvör- 
derst au.szudrücken , dass eine Curve der n. Ordnung einen Doppelpunct habe und dass die- 
ser Doppelpunct in den Durchschnitt zweier gegebenen geraden Linien P und Q falle, ergibt 
sich die folgende b'urm; 

r, + I, + ■ ■ ■ + Sn= 0. fl) 

Wir bezeichnen hierbei, wie wir es schon in einem frühem Paragraphen grtban haben, dir 
allgemeine homogene Function irgend eines m. Grades zwischen den beiden linearen Functio- 
nen p und q; 

oq” -t- i?q”“'p -)-•. + vp") 

der Kürze wegen durch Es stellt alsdann die Gleichung; 


das System der beiden Tangenten des Doppelpunctes dar, und diese können sowohl reell als 
als anch imaginitr sein. Im ersten Falle schneiden sich im Doppelpuncte zwei reelle Zweige 
der Curve, in dem zweiten ist er ein conjugirter Punct derselben. Die Gleichung (1) bat 
zwei übcrzühlige Constanlen, welche auf die willkührlicbe Kiebtung der beiden geraden Linien 
P und Q kommen. Wenn wir 2, = pq setzen, so sind diese beiden geraden Linien die bei- 
den Tangenten des Doppelpunctes und daun reduciren sich die Constanlen auf die gerade 

nothwendigen 1^. Wir wollen hier iiidess die Form der Gleichung (1) mit zwei 

überzähligen Constanten beibehalten. Für die Puncle jeder geraden Linie, welche durch den 
fraglichen Doppelpunct, den Durchsclinitt von P und Q gebt, ist: 

pdq ” qdp. 

Differeutiireii wir mit Bezugnahme hierauf die Gleichung (1), so kommt: 



Diese Gleichung muss für die Berührungspunctc auf den, durch den Doppelpunct gehenden, 
Tangenten befriedigt werden. Es ist aber, nach dem bekannten Theorem über homogene 
Functionen, überhaupt: 


d2. d2„ , 

dq ’ dp ' 

wonach die letzte Gleichung in die folgende übergeht: 

S2j - 1 - 32, -i- . . -t- 2. = o. 


und wenn wir sie mit der Gleichung (1) zusammenstellen, zu der nachstehenden führt: 

(n-Sj2, -f (n-8)2, q- . . + 2,_, = o. (3) 

Zur Bestimmung der fraglichen Berührungspunctc erhalten wir also die beiden Glekhuagea 
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ll) iiud (2^. von wHrlien die er»te vo* n. wiid die zweite vom (a — 1). Grade ist. 
Beide haben dieselbe Form und beide stellen eine Curve dar , die denselben Doppelpunct und 
in diesem dieselben beiden geraden Linien zu Tangenten haben. Die Anzahl der Durch- 
schnitte der beiden Curven betragt n(n— 1), von diesen fallen aber sechs auf die gemein- 
samen Tangenten des gemeinscbaftlichen Dnppelpunctes zusammen. Diese kommen bei der 
Bestimmung der durch den Doppelpunct gehenden Tangenten nicht in Betracht, so dass deren 
Anzahl sich auf (n(n — 1) — 6t reducirt. Also vermindert sich die Anzahl der Doppeltangen- 
tcu der gegebenen Curve, des Duppelpunctes wegen, um 

2Cn(n— 1) — 6) 

Einheiten. 

66. Die analytischen Entwicklungen der vorigen Nummer bestehen auch dann, wenn die 
Curve (1), statt des gewUhnlicheu Doppelpnnctes eine Spitze erster Art hat. Dann hat auch 
die Cun'e (2) eine solche Spitze, und die beiden Curven schneiden sich, wenn wir von den 
in der gemeinsamen Spitze Zusammenfall enden Durcbschnittspuncten absehen, in so vielen Puncten 
als in dem allgemeinen Kalle. Es lassen sich , wenn eine Curve der n. Ordnung eine Spitze 
bat, auch von dieser aus, an die Curve (n[n — 1} — 6) Tangenten legen. Da aber, wenn 
wir eine durch einen solchen Punct gehende gerade Linie als eine (Pseudo-) Tangente be- 
trachten, diese eine dreifache ist, so reducirt sich die Anzahl der Doppel tangenten einer 
Curve der n. Ordnung, die eine gewöhnliche Spitze erster Art bat, dieser Spitze wegen, um 

3(n(n — 1) — 6) 

Einheiten. 

67. Wenn eine Curve der n. Ordnung x Doppelpuncte hat , so erhalten wir als Rrdu- 
ction der Anzahl ihrer Dppritangroten 2x(n(n — 1) — 6) weniger der Anzahl der gemein- 

schafllicben (Pseudo-) Tangenten je zweier Doppelpuncte, also weniger 4 . . Die 
fragliche Redurlion betragt hiernach; 

2j"(n(n — 1) — 6) — 2x(r— 1). 

Wenn eine Curve der ». Ordnung y Spitzen hat , so erhalten wir als Reduction der An- 
zahl ihrer Dopeltaiigenten ^(n(R— 1) — 6), weniger der Anzahl der genirinschafllirhen 

(Pseudo-) Tangenten Je zweier RUckkehrpuncte , also weniger ® D'f fragliehe 

Reduction hetrHgt hiernach: 

8jf(n(it— 1) — 6) — 1). 

Wenn eine Curve der n. Ordnung zugleich x Doppelpuncte und y Spitzen hat, so er- 
halten wir, als Reduction in der Anzahl ihrer Doppeltangenten, (2x+3jr)(n(n— 1) — 6) we- 
niger der Anzahl der gemeinschafllichrn (Pseudo-) Tangenten je zweier Doppelpuncte, nem- 
lich 2r(x— 1), je zweier Spitzen, nemlich ly<y — 1) und jedes Doppelpnnctes und jeder 
Spitze, ncmlich 6xy. Diese vollständige Reduction betragt also: 

(2r-l-Sp)(»(n— 1) - 6) — 2x(x— 1) — lyfy— 1) — 6xy. 

Wenn wir also hiernach die Anzahl der Ubrigbleibenden Doppeltangenten durch u be- 
zeichnen , BO kommt : 

« = ln(n— 2)(»=— 9) — (2x+ap)(n(n— 1) — 6) + 2x(x— 1) + Jy(y— 1) + 6xy. 

68. Wir wollen , der leichtem Cebersicht wegen , die Resultate der letzten Nummern 
zusammenstellen. Es bezeichne : 

n die Ordnung einer gegebenen Curve und also dir Classe ihrer Polar -Curve; oder 
die Anzahl der Puncte, in welchen die gegebene Curve von einer gegebenen geraden Linie 
geschnitten wird und also die Anzahl derjenigen umhüllenden Tangenten der Polar- Curve. 
welche durch einen gegebenen Punct gehen ; 
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m die Classe der gegebenen Curve nnd ilso die Ordnung ihrer Polar. Cnrre; oder 
auch dir Anzahl der umhüllenden Tangenten der gegebenen Curre, welche durch einen 
gegebenen Pnnct gehen und also die Anzahl der DurchschniUzpnncte einer gegebenen geraden 
Linie mit der Polar .Curre; 

p die Anzahl der Wendnngapnncte der gegebenen Curr-e und also die Anzahl der Spitzen 
ihrer Polar -^Curve; 

if die Anzahl der Doppellangenten der gegebenen und also der Doppelpuncte ihrer Po- 
lar .Curre; 

y die Anzahl der Spitzen der gegebenen Curre und also der Wendungspuncte ihrer 
Polar - Curre ; 

X die Anzahl der Doppelpuncte der gegebenen Curre und also der Doppellangenten 
ihrer Polar- Curre. 

Alsdann bestehen die folgenden, durch das Princip der HeciprociUt paarweise mit ein- 


ander reritnüpfleu , Gleirhungen ; 

m = n(n— I) — 2x — 3y, (1) 

n = ntfm— I) — 3u — 3», (9) 

V «= 3n(n— 2) — Ox — Sy, , (3) 

y = 3m(m — 2) — 6« — 8r, (4) 


u = än(ii— 2)(n=— 9) — (2x+:^Kn(n— 1)— 6) + 2x{x— 1) + iy'y—I) + 6ry, (i) 
X = im(m — 9) — (2B+3iO(mfm— D— 6) + 2«{u-l) + |r(r— 1) + e«r. («) 
Diese sechs Gleichungen sind keinesneges ron einander unabhängig. Wenn wir dir 
beiden Glrirbungrn (1) und (2) mit 3 mullipliciren und dann addirrn, so erhallen wir das. 
selbe Rrsiillat , als wenn w ir die beiden Gleichungen (3) und (4) addiren. Wenn wir ferner 
den Werth ron nt aus der Gleichung (1) nehmen nnd ihn in (2) rinselzen, so kommt: 
n= (n(p—l) — 2x — 3yy — (n(n— 1) — 2x— 3ji) — 2u — 3r, 
und diese Gleichung wird eine identische, wenn wir ans (3) und (5) die Werthe ron v und 
u nehmen. Und ebenso endlich, wie die Gleichungen (1), (9), (3) und (5) sind auch die 
Gleichungen (2), (1), (4) und (6) in der Art ron einander abhängig, dass drei derselben die 
rierle bedingen. Wir sehen hieraus insbesondere, dass die rorslehrndrn Gleichungen alle sechs 
bloss aus den drei ersten licrrorgeben , worin zugleich ein neuer Beweis für die Hiehtigkeit 
der beiden letzten Gleichungen liegt. 

69. Die Resultate der rorigen Nummer erklären die paradox scheinende Rednetion der 
Ordnung der reciproken Polar. Curre auch in dem Falle rolisundig, wo die gegebene Curre 
Doppelpuncte und Spitzen bat. Wir wollen uns hier auf ein Beispiel beschränken, und als 
solches eine Curre der 7. Ordnung mit drei Doppelpiinclen und rier Spitzen nehmen. Im 
Allgemeinen hat eine Curre dieser Ordnung 1U5 Wenduiigspuncte, w elche sich im rorliegen- 
deii Palle indess, der drei Doppelpuncte wegen, um 3.6= 18, und der rier Spitzen wegen, 
um 4 . 8 s 39 reduciren , so dass die Curre nur noch 65 behält. Eine Curre der 7. Ordnung 
hat ferner , im Allgemeinen, 706 Doppeltaageuten, ron diesen fallen, ihrer drei Doppelpuncte 
und rier Spitzen wegen, 18.36 — 6.9 — 9.6 — 6.19 = 510 fort, wonach nur 190 
übrig bleiben. Die Ordnung der Polar -Curre ist im Allgemeinen 7.6 = 42, reducirt sich 
aber hier, der drei Doppelpuncte der gegebenen Curre wegen, um 6 und, der rier Spitzen 
wegen, um 12 Einheiten, so dass sie auf 24 hemntersinkL Diese Polar -Curre hat 55 
Spitzen und 190 Doppelpuncte. Die Ordnung der reciproken Polar. Curre, wäre, wenn diese 
Spitzen und Doppelpuncte nicht da wären, 24 . 23 = 552, reducirt sich nun aber um 
2.190 + 3.55 = 545, also auf 7, was wirklich die Ordnung der ursprfloglich gegebenen 
Curre war. — ' 
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70. Wenn wir auf beiden Seiten der Oleichnng (1) n tbxieben und dann mit 3 mulü- 
pUciren , so kommt : 

3(*— ») — 3n(n— 3) — «ar — fly , 

aber nach (3) ist: 


p — y = 3n(n— 3) — ta — , 

und somit erf^ibt sich : 

« — n = J(i>— y). (7) 

Der Unterschied der Anzahl der Tangenten, welche, ron einem gege. 
benen Puncte aus, an eine algebraische Curve sich legen lassen und der 
Anzahl der Puncte, in welchen dieselbe Curve von einer gegebenen ge- 
raden Linie geschnitten wird, ist gleich dem dritten Theile des Unter- 
schieds der Anzahl der W'end u ngspunct e und Spitzen eben dieser Curve. 
71. Wenn wir die beiden Gleichungen (1) und (3) von einander abziehen, so kommt: 
m’ — n- 3(u-x) + 3(p— y), 
und wenn wir 3fin — n) statt (p— y) schreiben ; 

(«—«)(»+« — 9) — 2(u— i); (8) 

eine Gleichung, welche eine Relation zwischen m, n, u und x ausdrUekL 
Aus den Gleichungen (8) und (7) ergeben sich ferner die folgenden: 

m— II F — y 

und hieraus folgt: 


27fr— 4- I8f«— x") + fp— yl’ 

_. 27(p— y) + I8(u— X) — (P— y) ’ 

" ” fl{p— yl 

Selzen wir endlich dir gefundriirn Ausdrfleke für (m+n) und n in die Gleichung (1) , die 
wir zu diesem Behufe folgendergr.slalt schreiben kUnnrn : 

m .u n n’ — 2x — Sy, 
so erhalten wir, nach einer rinfarhrn Reduction: 

(r-yV[C»— yV - 5l(r+y) - 3«iu+-x) + 105) + 756 {b-xHp— y) + 324(u-xV = o. i9) 
Diese Gleichung des 4. Grades , weiche in Beziehung anf u und x , so wie auf r und y s}^- 
metrisch Ist, gibt eine merkwürdige Relation zwischen der Anzahl der Doppelpuncte. 
der Anzahl der Dop p e I ta ngen t en , der Anzahl der Wendnngspuncte und 
der Anzahl der Spitzen irgend einer beliebigen algebraischen Curve, unabhängig von 
der Ordnung und der Ciasse dieser Curve. Vorausgesetzt ist hierbei bloss, dass die Curve 
keine Singularität einer hhheni Ordnung habe. 

72. Wenn wir uns die Curve durch dir Bewegung eines Punetes beschrieben denken, 
so ist, im Allgemrinm , und y^o, wonach wir für die allgemeine Curve irgend einer 
beliebigen Ordnung folgende Relation zwischen der Anzahl der Doppeltangenten und der An- 
zahl der Wendnngspuncte erhalten : 

P> — 51p* — 3ßup^ 4- 405p’ + 756vp + 384u’ = o. (10) 


Wenn wir nns hingegen die Curve durch die Bewegung einer gemdrn Linie umhüllt 
denken, so ist, im Allgemeinen, ur=o und c=:n, und somit erhalten wir für die allgemeinen 
Curven einer beiirbigen Classe zwischen der Anzahl der Doppelpuncte und der Anzahl der 
Spitzen folgende Relation: 

y« — 51 ^" — 36xy’ + 405y’ + 756xy + 334x’ =• o. (11) 
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73. Die Gleichung (D zeigt, dass m grösser oder kleiner ist als n, je nachdem r 
grosser oder kleiner ist als jf und umgekehrt. Je nachdem also an eine gegebene algebrai- 
sche Curve durch einen gegebenen Punct mehr oder weniger Tangenten sich legen lassen, 
als dieselbe von einer gegebenen geraden Linie in Puncten geschnitten wird: ist die Ancahl 
der Wendungspuncte grosser oder kleiner, als die Anzahl der Spitzen. 

Nach der Gleichung (8) ist u>x, wenn entweder: 

m > n, m + i> > 9, 

oder: 

m<n, m + n<9. 

Die letzten Bedingungen beziehen sich nur auf einen einzigen Fall, denjenigen nemlich, wo 
»=l und m^. Alsdann bat die Curve drei Spitzen und eine Doppeltangenle , aber keinen 
Wendungspunct und keinen Ooppelpunct. Diesen Fall ausgenommen, ist also n>x, wenn 
m>n. Es ist ferner u<x, wenn entweder: 


oder: 


m < n, W + « > 9, 

m>n, m + n<9. 


Den letzten Bedingungen entspricht nur der einzige Fall, wo m=l und ir=3 und die Curve 
drei M’endungspuncte und einen Doppelpunct, aber weder eine Spitze, noch eine Doppeltan- 
gente hat. Diesen Fall ausgenommen , ist u < x wenn m < n. Je nachdem also durch 
einen gegebenen Punct mehr oder weniger Tangenten an eine gegebene algebraische Curve 
gehen , als diese Curve von einer gegebenen geraden Linie in Puncten geschnitten wird, hat 
die Cun'e, im Allgemeinen, mehr oder weniger Doppeltangenlen als Doppelpuncte. 

Wenn m=«, so gibt die Gleichung t?) »=9 und die Gleichung (8) u=x. Dann gehen 
die Gleichungen (1), (2), (31 und (4) gleichmassig in die folgende über: 


2x -I- 3y = n(n— 2). 

Um also die verschiedenen Cnrven zu bestimmen, welche von gleicher Ordnung and Classe 
sind , und welche hiernach gerade so viele Doppeltangeuten als Doppelpuncte und so viele 
Wendungen als Spitzen haben , müssen wir die vorsloheiide Gleichung für ein angenomme- 
nes n in ganzen Zahlen auflOsen und diejenigen Auflösungen verwerfen, welche aus andern 
Gründen unstatthaft sind. So ergibt sich zum Beispiel: 

. m>»n<=2, u = x = 0, e = jt=0; 

• =»3, »=0, "“fj 



Wenn n eine ganze Zahl von der Form bg oder 5j+2 , so gibt es Curven, deren Dop- 
pelpuncte, Doppellangenten, Spitzen und Wendungen, alle in gleicher Anzahl vorhanden 
sind. Hierhin gehört zum Beispiel, neben dem letzten Falle des vorstehenden Schemas , auch 
noch der folgende: 

m = n — 7, « = i! = x= y = 7. 

Wenn eine Curve so viele W'endungspuncte als Spitzen hat, so hat sie auch so viele 
Doppeltangeuten als Doppelpuncte. Das Umgekehrte ist auch wahr , ausgenommen wenn 
m+n<^. Dann ist u=x, ohne dass v=y und ai=n. 

7d. Die folgende Tafel enthalt alle möglichen Falle, in welchen » und « beide kleiner 
sind als 10. 
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§. 4. Gegenseilige Beziehung derselben. 


Wenn wir in iet rvnteheniirii Tafrl m and n unter einander rertauschen, so vertau- 
schen sich unter einander auch einerseits u und r, andrerseits p und y, wonach wir den 
Zahlen jeder .Vertieal- Calumne , souohl die oberbalb derselben, als auch die unterhalb der- 
selben angegebene Bedeutung beilegen kUunen. 

Bei der Berechnung der vorstehenden Tafel haben wir Werthe für n und m innerhalb 
der durch die Gleichungen (1) und (3) gegebenen gegenseitigen Beschränkungen beliebig 
angenomnen. (\ach diesen beiden Gleichungen kann, wenn etwa » die kleinere Zahl ist, 
n jede beliebige ganze Zahl bis n(n — 1) einschliesslich bedeuten, mit der einzigen Ausnahme, 
dass es nicht die Zahl (m;n — 1} — 1) sein kann.) Dann haben wir die Gleichung: 

2x + = n(n— 1) — « 

in ganzen Zahlen aufgelUset und diejenigen Auflösungen verworfen, für welche 

X + y > i(n— l)(n— 2). 

t Vergleiche hierüber die folgende Nummer). Dann ist 

p =f y + 3(m— n), 

und endlich 


« =i(m(m— 1) — n — 3r). 

H'eiui wir eine Gruppe von M'erthen fflr x, y, u nnd r haben, die gegebenen M'ertben von 
m und R entsprechen, so erhalten wir unmittelbar alle übrigen Gruppen, indem wir x und 
H um 39 Einheiten vermindern , wahrend wir y und p um Einheiten wachsen lassen. 

75. Es ist leicht, auf anderm Wege, wenn die Ordnung einer Curve gegeben ist, das 
fliaximum ihrer möglichen Doppcipnncte , unter welche hier auch ihre Spitzen mitzuzOhlen 
sind, zu bestimmen. Es betrage Oberhaupt die Anzahl der Doppelpuncte z. Dann lasst sich 

durch diese z Doppelpuncte und durch beliebig auf dem Umfange der Curse 

angenommene Puncte einer Curve der p. Ordnung legen. Somit ist nothwendig, weil in je- 
dem Doppelpuncte zwei Durchschnitte der beiden Cutveii zusammenfallen , 

mithin: 


z < np 


pfp+3) 
1 . 2 ■ 


Hierdurch ist das Maximum für solche Doppelpuncte einer Cune der Ordnung, durch 
w eiche eine Curve der p. Ordnung sich legen lasst, gegeben : das absolute Maximum ist also 
das Maximum des Ausdruckes : 


KP+3) _ pf2w— 3— p) 

1.2 “ 1.2 ’ 

wenn wir nach einander für p alle möglichen ganzen Zahlen einsetzen. Diesem Maximum 
entspricht überhaupt: 

p = 2r — 3 — p, 
und , wenn p eine ganze Zahl sein soll , gleichmassig : 

p = n— 1, p = R — 2. 

Das gesuchte Maximum wird hiernach: 

tn — Dfn— 21 »- 

* “ 1.2 ■ ^ 


•) S.I100 Crimer lial auf inalogem Wege für «Ile Curren der acht erilen OrUoungeD ein Maaimum 
«ler Anialil der Doppelpuncte und der mebrrachen Puncte überhaupt bcitinint, indem er daron 
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Narh der 7. Nummer der einleitendeo Betracht unj^en schneiden sirh alle Cun'cn der n. 
Ordnun', welche der Bedingung unterworfen sind, dass sie durch willAllbr- 

lirh angenommene Puncte gehen, ausserdem auch noch in denselben 4- festen 

Puncten. Bemerkenswerth, und gewiss nicht ohne tiefem Grand, ist es, dass diese letztere 
Anzahl dem eben bestimmten Maximum der Doppelpuncte gleieli ist. 

76. Wir wollen uns jetzt zunächst mit Doppelpnnrten von besonderer Art beschäftigen. 
Die Ertirteraugen hirrilber srhliessen sich unmittelbar an die bisherigen an. 

W'enn zwei verschiedene Zweige einer Curve sich berühren, oder über- 
haupt sich jrpunctig osculiren, so fallen in dem O.sculatianspuncte ^ consecutive g». 
wohnliche Doppelpuncte (Durchsrlinittspunrle der beiden Zweige) und in der Tangente des 
Osculationspunctes g consecutive Doppeltangenten der Curve zusammen. Es ist bieroach klar, 
dass rin solcher üsculationspunct die Ordnung der Polar- Curve um ig Einheiten rrducirt 
t63) und 6g Wcndungspuncte in sich aiifnimmt (6). Mit Beibehaltung der bisherigen Be- 
Zeichnung ergibt sich also ; 

m = nfn— 1) — 3g, (D 

r = 3n(ii— 2) — 6g. (2) 

In der Anzahl der Doppeltangriiten der fraglichen Curve ergibt sich (67), indem wir den 
Osculationspunct in g Doppelpuncte auflOsen, eine Rrduction von 

2g(n:n—t) - 6) — 2g(g-l) s — (^)) 

Einheiten , wonach 

u -= in(n— 2)(n*-9) — 2^fB(n— 1) — (j+5)). 

In dieser Anzahl sind diejenigen g Doppeltangenten, welche in der Tangente im Osculatious- 
punrle Zusammenfällen, einbegriffen; wenn wir von dieser abstrahiren , so kommt: 

u = in{B— 2)(«=— 9) — 3g(n:a—t) — (g+4ii). • ($) 

Zur Bestätigung der Gleicliuugrn (1), (2) und (3) ergibt sich die folgende: 

B = m(m— 1) — 2^ — 3r — 2u. ()) 

Als Beispiel wollen wir die Curven der vierten Ordnung nehmen und voraussrtzen, das« 
zwei Zweige einer solchen Curve sich dreipunclig osculiren. Dann ergibt sirh : 

^ ^ 3, m = 6, f == 6, u = 1. 

Die Polar-Curve ist also von der 6. Ordnung, sie hat, wie die gegebene, zwei sich drei- 
punclig osculirende Zweige, dann ferner sechs Spitzen erster Art und einen Doppelpuiict, 
wonach die Ordnung der reciproken Polar. Curve um 6 + lH + 2 = 26 Einbeileu, also von 30 
auf 4 heruntersinkt. 

Bei einer einfachen Berührung zweier Curven - Zweige ergibt sich : 

5 = 2, »1=8, i’ = 12, u = 6. 

Bei einer vierpuiictigen Osculalion würden wir erhalten: 

g — 4, m = 4 , 0 = 0 , n = o; 

aber alsdann zerfällt die Curve in ein System zweier sich oscvlireiiden Kegelschnitte. In 
diesem Kalle ezistiren wirklich weder Spitzen noch Doppeltangenten. *) 

aiisgeUt, Oata eine Linie Jer 1., 2, 3., 4. . . Orilmiiig, bezüglich tltirrli 2, 5, 0. 14 . . . williübr- 
lich auf item Umfange einer gegebenen Gurre der n- Urrlnung angenommenen Puncte gelegt wer- 
den, diese Gurre .aber in nicht mehr all n, 2n, 3n, 4n . . . Puncten aebueidrn bann, wobei, wenn lie 
durch einen mfachen Punct dieser letztem gehl, auf diesen ui DurchichnilUpuncte zu rechnen lind. 

Gramer, Analyse sles lignes coorbei algcbriqiirs. j. 175 181- 

•j Auch in dem Falle, dass zwei sich einfach berührende , oder zieh dreipunclig osculirende Kegel- 


Digitized by Google 



I 


S- 4. Gegcnseilige Beziehung <lerselbeu. 217 

77. Eiue Spitze ztreiler Art wird in AllgemeiBCii von zwei solchen Zweiem ge- 
biMel , welche unter einander einen Cnutart von der Ordnung | haben und bezeichnet als- 
dann die rrbergangsstufe zwischen zwei sich bloss bcrUhrrnden und zwei sich dreipnnclig 
osculireudea Zweigen. Es finden hier die nachstehenden vier Relationen Statt: 


m = n(n— 1) — 5, (1) 

V = 3i»(n — 8) — 15, (2) 

u = Jii(n— a)(n’— 9) - 6(n(»— D — 7), (3) 

n = m(m — 1) — 5 — 3r — 8«. (d) 


Wir haben nur nothwendig die Richtigkeit von drei derselben uachzuweisen , weil jede der- 
selben eine algebraische Folge aus den drei übrigen ist. 

Die Gleichung (1) ist darin begründet, dass von den n(n— 1) Tangenten, welche an 
eine gegebene Curve der n. Ordnung parallel mit einer gegebenen geraden Linie und also 
auch, von einem gegebenen Puncle aus, sich legen lassen, in dem Falle, da.4s diese Curve 
eine gewöhnliche Spitze zweiter Art hat, fünf durch diese Spitze gehen und, im engem 
Sinne des Wortes, aufhüren Tangenten zu sein. Cm den Beweis dieser Behauptung direct 
zu ftlhreii, wollen wir die folgende Gleichung zu Grunde legen; 

(<|+rap’)= + 2qi|(q+0Jp=) + = fl, = o. (5) 

Diese Gleichung ist die allgemeine der Curven der d. Ordnung mit einer gewöhnlichen Spitze 
zweiter Art; sie wird die allgemeine Gleichung der Curven einer beliebigen n. Ordnung mit 
einer solchen Spitze , wenn wir den Gliedern des ersten Theiles dieser Gleichung noch die 
folgenden : 

hinzufOgen. Wir beschranken uns hier aber auf die Curven der 4. Ordnung, weil die, für 
den allgemeinen Fall, hinzukommenden Glieder bei unserer Beweisführung sich müssig ver- 
halten. In der vorstehenden Gleichung (5), welche wir der 31. Nummer entlehnt haben, 
kann p mit (p+oq) vertauscht werden, ohne dass dieselbe, im Allgemeinen, ihre Form ändert. 
Diese Gleichung hat also eine überzählige Constante, welche darauf kommt, dass für die 
gerade Linie P jede beliebige genommen werden kann, sobald sie nur durch die Spitze geht 
Wenn wir mithin die Anzahl derjenigen Tangenten bestimmen, welche der geraden Linie P 
parallel sind , so erhalten wir überhaupt die Anzahl derjenigen Tangenten der gegebenen 
Curve, welche eine gegebene, beliebige Richtung haben. Für die Berühruugspuncte auf den 
mit P parallelen Tangenten ist aber dp o , mithin ; 



Entwickeln wir, so können wir der resultirenden Gleichung die folgende Form geben; 

(q+rap=) + q^", + i'j = o. 

Diese Form zeigt, dass die bezügliche Curve von der durch die folgende Gleichung darge- 
stellten Parabel: 

q + f^p- = o , 

dreipunctig osculirt wird. Diese Curve schneidet also, wie diese Parabel, die gegebene in 

•ebniUe ilie Curve vierter OrdnuQg vertrelen, beiialteo die beiiTiglicheti ßehtinicDungen ihre Geltung, 
weoo wir berücksicliligeo , dass dai Sattem der beiden Kegeltcbnitie einmal zwei Doppelpuocle, 
da» andere Mal einen Doppel{>unct bau Kiomal müssen wir für die beiden Doppelpuncte iwülf 
Wendiingspuncte und vier Doppeitangeolen rechnen , »o da»» alle Wemlungspuocte erichüpfk lind 
unti TOB den »erb» Doppel-Taauenlea nur noeb zwei übrig bleiben. Da» andere Mal vertcbliogt 
der eiaaige Doppelponct die secb» Wenduogtpuncle und autierdem bleibt nur noch die Doppet- 
taugrnte. K« vrrtlebt »ich, da»» in beiden Fallen m m n s 4* 

28 
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filiir, in der Spitze dirarr lelzlem zusamnrnfvilendrn Punrtrn. Somit ist der geforderte Be- 
weis geführt. 

78. Nach der Gleichuiis (3) bringt eine Spitze zweiter Art in der Anzahl der Duppel- 
tiingenten eine lledurtinn von IJ — 7) Einheiten hervor. Die bisherigen Rrlirteningen 

.sind hinreichend, um uns von der Richtigkeit dieser Behanptniig zu überzeugen. Es ktiiiiien 
iiemlich zwei sich einfach (zvveipunctig) berülireiide Curven-Zweige, sowohl reell als imagi- 
ullr sein, wo ul.-alann im letztem Kalle der Berflhmngspunct ein isolirter wird. Nach der 
76. Nummer lassen sich, von einem solchen Brrdhning.spuncte aus, 

n(»-— 1) — 7 

Tangenten an dir Curve legen. Dasselbe muss also auch Statt finden, in dem Kalle einer 
Spitze zweiter Art , welche zwischen zwei reellen und zwei imaginhren sich berilhrenden 
Cun'en-Zweigen die blos.se llebergaiigs- Stufe bildet. Jede dieser Tangenten ist nicht mehr 
als Doppeltaiigente anzusehen und da jede nach der vorigen Nummer fünffach zu rechnen 
ist , muss sich die Anzahl der eigentlichen Doppeltangenten um 

5()r!B — t) — 7) 


Einheiten reduciren. 

M'ir knuuen , zur Bestätigung , auch unmittelbar den Beweis führen, dass an eine Curve 
der «. Ordnung, von einer Spitze zweiter Art ans, sich nur {«(n—l) — 7) Tangenten legen 
lassen. Nach der 31. Nummer nimmt, wenn wir uns znnaebst auf die Curven der vierten 
ttrdnung beschranken, für den fraglichen Kall die allgemeine Gleichung folgende Korm mit 
der aothw endigen Anzahl von Constanten an: 

(q+rap'+«pq)’ + qij o, 
oder auch, wenn wir, der Kürze wegen, 

q + mp' + upq e= K 

setzen, die folgende: 


K* + qi'i = 0. (1) 

Cm die BenHirungspuucte auf den durch die Spitze, das heisst den Diirchsrhnitt der Linien 
P und t) gellenden Tangenten der Curve zu finden , müssen wir, wie io der 65. Nummer, 
die vorstehende Ulcichung in Beziehung auf p und q dilfereottiren und , nach der Dillerea- 
tiation, dp durch p und dq durch q ersetzen. Es ist aber; 

p + = 2R(2K-q). 


dp 

dp 


P + 


dq 


Iq: 


und somit kommt : 


K(2K— q) + 2q2'j = u. (2) 

Diese Gleichung gibt, mit der Gleichung der Curve zusammengrstellt, die fraglichen Bcrilh- 
riingspuucte. ,\us diesen beiden Gleichungen ergibt sich unmittelbar die folgende: 

Kq = o, (3) 

welche wir, statt der Gleichung (2) , mit der Gleichung der Curve zusammenstelleo kUiinen. 
Diese neue Gleichung stellt das Systein der geraden Linie (j und des Krgflsrliiiille.s k, der 
von derselben berührt wird, dar. Dir gerade Linie (j schneidet dir Curve (I) so, dass auf 
ihr alle vier Duirlisehiiitl.spumte in der Spitze zu.samiurnfullen. Von den acht Durehsrhnills- 
piincten des kegcl.scliuittes A mit der Curve (1) fallen fünf in dir Spitze, w.'ihreud die drei 
übrigen die zw eiten Durrhsrliiiillspuiicte der diireh diese Spitze gehenden drei geraden Linien 
-j mit dieser Curve sind. Es fallen also im Ganzen neim Durrhsehniltspuncle in der Spitze 
zusanimen , und wahrend überhaupt \'oii eiuem grgcbrucn Puncte aus, sirh 12 l'angenteu an 
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eine Curs-e der 4. Ordnung legen Ulmen , reducirt sich diese Anzahl , wenn wir für den 
gegebenen Punrt die Spitze nelimen und von den Tangenten der Spitze abstrabiren, um 9 
Einheiten, und also, indem wir die beiden zusanunentallenden Tangenten derselben noch 
eiusciiliessen , bloss um 7 Einheiten. 

M'enn wir, statt Currea der 4. Ordnung, Curven einer beliebigen n. Ordnung neh- 
men , so erhalten wir, sUU der beiden Gleichungen (1) und (2) nun die folgenden beiden; 

K* 4 - q— 3 + ^5 + ■ • "i" ® » (4) 

2K(2K— q) + 4q-3 + + • • + n^a = 0 , (5) 

und, statt der Gleichung (3) dir folgende: 

2Kq - + (n-4);S„ 1=0, (6) 

oder Burh , indem wir zn isrhru den beiden vorliergekcudcii Gleichungen (4) und (5) eli- 
minireu : 

KCn— 4)K + 2q) + (n-4)q.^, 4 - (n-5):fj + • • 4 - = o. (7) 

Die beiden Curven (4) uud (7) schneiden sich, im Allgemeinen, in n(n— 1) Piinrten, nnd diese 
Punctc sind dir Berührungspunrte auf eben so vielen Tangenten, welche sich, von der Spitze 
aus, an die Curve (I) legen lassen. Aber diejenigen dieser Tangenten, auf Hclchen die Be- 
rühruiigspuncte in die Spitze dieser Curve fallen, büren alle, mit Ausnahme von zwei, auf, 
Tangenten der Curve zu sein. Die Curve (7) aber bat zwei sich heriilimide Zweige, wel- 
che von denjenigen beiden sich bcrührcudeu Kegelschnillrn, deren Gleiciiuiigeu dir naebste- 
hendrn sind : 

K = o, (n — l)K 4- 2q “ 0 , 

auf der grmrinschartlirhen Taugrutr Q, bezüglich, dreipiinetig osculirt werden. Denn jeder 
dieser Kcgelschuitte schneidet diu Curve so, dass fünf Durchsebuitte im BerOhningspunctr, 
von welchen zwei dem der Osculation fremden Curven -Zweige angehüren , ziisammenfallen. 
Derjenige Curven-Zweig also , welcher von dem Kegelschnitte K osculirt « ird, schneidet die 
Curve (4) so, das-s fünf und der andere Curven-Zweig, der den Kegelschnitt K einfach 
berührt, so dass vier Durehschnittspnnctc iu der Spitze zusammenfalten. Zusammen verei- 
nigen sich also in dieser neun Uurrkschiiitlspiiiicte, uud somit lassen sich, von der Spitze 
der Curve ». Ordnung (4j aus , an diese Curve 

n(n— 1) — 7 

Tangenten legen, in welcher Anzahl die beiden ztisammenfallendcn der Spitze selbst mifge- 
rrrhiiet sind. Der verlangte Beweis ist somit vollstiindig geführt. 

79. Die Gleirhuiig (4) der 77. \ummer ist unmittelbar gerechtfertigt, wenn wir nur 
erwägen, dass die Polar-Curvc wie die gegebene, eine Spitze zweiter Art hat und also 
die Ordnung der rccipiokcn Polar- Curve ( der gegebenen Curve ß, ) dieser Spitze wegen 
um fünf, so wie jedes Doppelpiiiieles wegen um zwei und jeder Spitze erster Art wegen 
um drei Eiiilieiten heriiiitersiukf. 

Nachdem auf diese Weise die Itiehfigkeit der Gleirhungeii (1), (3) und (4) der 77. 
Nummer dargethan wurden, ist es iiiclit mehr iiolliwendig, auch noch die GIrichnng (2) un- 
mittelbar herznleitcn. Bei diesen rntersuehungen. welche, nach meiner Meinung, zu den sub- 
tilsten gfhüren, halle ich es jedoch für wUnschenswerth, nicht zu \'ieles als eine Folgerung 
ans einer iiidirecteii Cumbiimtinii hiiiziislellen. Dieser Rücksicht verdanken die analyllsclien 
Eiitwieklungen der folgenden Nummer ihre Stelle. 

60. Ich habe in dem „Systeme der analyliseheii Oeometrie“ (III, §. 6.) nachgewiesen, 
dass M ir zur Bestimmung der Weiiduiigspunrtc einer gegebenen Curve der n. Ordnung SK die 
folgeuie Gleichung erhalten: 
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a-j 


( 8 ) 


d .0, _ g dfl^ dß^ d=ß„ djß._ 

dq' dp dq dpdq \ dq / dp- 

welclie bis zum (3n — 4). (irade ansteigt. Aber wir haben zugleich gezeigt, dass dir durch 
diese Gleichung dargestellle Curve die n Asymploteii der gegebenen Curre zu ihren eigenen 
hat, wonach von den i?(3a— 4) Durclischiiilleu der Cun'en 2n unendlirh weit liegen, und 
wir aus der algebraischen Verbindung ihrer beiden Gleichungen, eine Gleichiiiig des (3n — 6). 
Grades lierleilen kilnnen , welche eine eiurachere Curre darstellt , deren Durchschnitte mit 
der gegebenen die 3n(n— 2) Wendungspunete dieser letztem sind. Cm diess zu heweism, 
haben wir uns des analytischen Häirs - Satzes bedient, dass, wenn ßa5pqrs..uv, diese 
Kuncliou als Factor des ersten Theiles der Gleichung (6) sich herausslellt. Derselbe Salz 
besteht offenbar auch dann, wenn r = p+pq, si^p + oq... und demnach ß„ s — „ , so 
dass auch: 

/ds,y da„ _ „ ^ V V 

\ dp / dq' dp dq dpdq "^ \ dq / dp’ 

und wird uns so dienen, um Aufschluss darüber zu erhallen, nach welchen Gesetzen dir 
M'endungspuncte einer gegebenen Curre von besondern Arten singulärer Punclr vcrscblungeu 
werden. 

Nehmen wir ferner auch noch: 

ß„ s K‘, 

wobei K irgend eine Function von p und q ist , so ergibt sich : 


dß„ 

dp 


£ 2K 


dK 
dp • 


= o 
dp' “ 


= 2 


d-ß„ 
dpdq 
d'ß, ^ , 

dq- - 


!C^)’ 

dK 

dp d< 


dq 


dK 

dq’ 


d^K/ 

dp'(’ 

IdK _d'K I 

jdp dq dpdq| ’ * 

d'K| 
dq' ( ’ 

und wenn w ir hiernach den ersten Tbeil der Gleichung (8) entwickeln, so kommt nach einer 
einfachen Reduclion: 


+ K 


-I- K 


8K« _ 2 

dq' dp dp dpdq \dq/ dp' 

Wenn insbesondere endlich: 

K = q + ap' + opq, 

so gibt die rollsllndige Entwicklung des letzten Ausdrucks: 

16K’(l+ap)(n— BJip — a'q) = K’lu. 

81. Nach diesen vurbercitenden analytischen Krorterungen , wollen wir nun wiederum 
für die allgemeine Gleichung einer Curve mit einer Spitze zweiter Art, die folgende nehmen: 
ß. s K' + qii -H 2'i • -f = o. (9) 

und, von dieser Gleichung ausgehend, die Gleichung (8) entwickeln. Dann fiiidrn wir: 

Ktu + + ^ 4 ^ + ■ • + = o, (10) 

wobei die Functionen Zj, .Jj, die frühem geblieben, —a , 21^, , aber neu eiogefübrt 

sind. Die durch die letzte Glrieliuug (III) dargeslellte Curve schneidet die gegebene Curve 
(9) in den Wendungspiincten dieser lelzlero. Nach dem oben Angeführten betrügt dir An- 
zahl derselben, weil 2n Durrbschnillspuuctr iineudlirh weit liegen, 3n(n — 2). Es bleibt uns 
hier nur noch zu untersuchen übrig, wie viele von diesen M'endungspunrten , indem sie in 
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die Spitze fallen, nufhttrra Wendungspunrte zu sein. Zu diesem Ende bemerken wir, dass 
die neue Cur^'e (10) drei verschiedene Zweige bat, welche alle drei den Kegelschnitt K, 
auf der Tangente Q, dreipunctig osndiren. Jeder dieser drei Zweige schneidet also auch, 
wie dieser Kegelschnitt selbst, die gegebene Curve so, dass fü nf DurthsrhniMe in der Spitze 
der Cun'e zusammenfallen. Hiernach reducirt sich die Anzahl der fraglichen Wendungspun. 
cle, weil die Spitze deren dreimal fünf verschlungen hat, auf: 

3»(n— 2) — 15. 

82. Wenn w’ir die Gleichungen (1), (2), (3) und (J) der TT. Nummer, welche w*ir hier« 
nach vollständig bewiesen haben, mit den gleichbezeichneteii Gleichungen der 76. Nummer 
vergleichen , so tritt uns sogleich die Bemerkung entgegen , dass jene vier Gleichungen in 
diesen enthalten sind , wenn wir ^*^2^ setzen. Eine Spitze zweiter Art vertritt hieniacb, 
wenn der Ausdruck gestattet ist, zwei sich 2jpunclig osculireode Cun’eii. Zweige, oder auch 
2| consecutive, nicht auf derselben geraden Linie liegende, Doppelpuucte. 


*) UfP diel« tu teigen, brnerkeo vir, daii die Gleicbimg (10) bcfrintigl wird, wenn nir zugleich: 

K» ^ o. t,v + . . + = o, 

•etzeo. ITieraui folgt , <la«i neun PorchichDiUe der Curv« (|0) mit dein KegelKhuiltr K in dem 
Brrührungipuncte auf der Tangente Q ziiiamineofallen ; denn die durch die zweite der Torstehen- 
den GleicJiungen dai^eitellte Curve hat arht Zweige, <lie in dte»eia Pimete sich ■chneiden, uud von 
welchen überdies der eine den KegeUi-iinilt benihrt. Hierzu! folgt, • dzit die Curve (|0) drei 
Zweig« bzt, welche alle drei diesen Kegelsdmitt dreipunclig osculires. 

Za demselben llesult.'ite gelangen wir auch, wenn wir, nach der folgenden Scliliisiweise , die 
Ordnung der Annäherung der Cur^e an den RegeUelinilt K bestimmen. Der Kinfachbrii «egen, 
wollen wir, was, unbeschadet der AUgemeioheil, erlaubt ist, p und q in der Hedeiiliiog rerbuink* 
tiger Pjrillel-Coortlinaten nehmen, ^^'enn wir solche Puncte betrachten, die auf irgend eiiietii Cur> 
reo «Zweige, der die i.inie Q in ihrem Durchschoille mit der Linie P berührt, in unendlich klei- 
ner Eotrerming vom Berrdirungspunrl« liegen, so ist für diese p ein unendlich Kleines von derselben 
Ordnung, wahrend andrerseiu q erst mit p* verglichen und gegen p vemachUssigt werden kann. 
Da sich überdies« die beiden linearen FunetJunen t und u auf Constante redociren, so gibt, bei 
gehörigen Vernachlässigungen, die Gleichung der Curve für solche Puncle: 

M =* /iqp» :s ip*, 

mithin ist K unendlich klein von der dritten Ordnung. Es bedeutet aber R dasjenige Segment, 
dai auf dem, von dem Puncle der Curve aus auf die Tangente Q gefaUten Perpendikel , zwischen 
diesem Puncte und dem RegeUchuille , liegt. Demjenigen Puncte nemlich , in welchen) dieses 
Perpendikel den Kegelschnitt schneidet, entspricht derselbe Werth von p und wenn wir den ent- 
sprechenden >Verth von q durch einen Accent unterscheiden, «u kommt: 

+ »p> -f «tpq » o, 

und wenn wir diese Gleichung von der identischen Gleichung: 
q + jfp* -f- apq S K, 

ahziehen: 

(<+«pX<T-q) = 

woraul, wenn wir «tp gegen 1 vernachlässigen, 

K « q — q* 

sich ergibt. Somit Ist dargethan, dass die Onlnung der Annäherung der verscliiedeuen Curven- 
Zweige an deu Kegelschnitt die zweite isL 

Ich habe diese Rrörternng der Behauptung des Textes hier aus dem Grunde n<i«-h beigefitgt, 
weil wir in allen ähnlichen Fällen, auf gleiche Weise verFaliren können; und beiurrkeu in dieser 
Hinsicht icbllesslich nur noch, dass ül>erhaupt die allgemeiuere P'unclion: 

12 E + JT. + . 

dieselbe Bedeutung hat als die Function K, wenn sie auf denselben Pnnct, wie diese in dem Vor- 
stehenden , bezugea wird. 
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Wir wtzen nns kfiner Gefahr zu irren aus, wenn wir, auch ohne directe Bezthtigung 
der Resiillale, diese Anschauung weiter ausdehnen. Es kann nemtirh eine Spitze zweiter 
Art wahrend sie mit ihrer Tangente nur einen gewöhnlichen Contact behalt, von zwei sol- 

. ^ ^ 1 

eben Zweigen gebildet werden, die unter einander einen ConUct von irgend einer ' ^ 

Ordnung haben, und bildet dann die rebergangs-Stufe von einem Contacte der h. zn einem 
Contacte der (h+1). Ordnung. Auch dann behalten, indem wir 9=* + } setzen, so dass 9 
irgmd fine ganze Zahl , vermehrt um eine halbe Einheit , bedeutet , die eben angezogenen 
Gleiehungeii der 76. Nummer ihre Geltung. Es ist: 
m = b(h— 1) — 3g, 
r = 3n(n-2) — 69. 

u = |n(n-2)(n=— 9) — 9l«(n— 1) — (9+IJ1], 

R = m(m— I) ~ 2« — 3r — 3g. 

Die Curven der 4. Ordnung liefern hier die folgenden beiden Beispiele: 

RC50, Jw— 7, r = 9, 11 = 3; 

» 9 = 3i. ri = 5, r = 3, « = o. 

ft l. Nach dem Prinrip der bisherigen Erörterungen ist es leicht , auch denjenigen Kall 
zu discutircu , d.ass die Curvc Überhaupt, neben x Doppclpiincten und y Spitzen erster Art. 
z Spitzen zweiter .Art hat. Wir wollen hier iudess die Beschränkung machen, dass diese 
Spitzen gewöhnliche sind, das heisst solche, deren Schenkel unter einander einen 2Jpuncti- 
gäu CouUacl haben. Hier ergeben sieh die folgenden vier Rrlatiotien: 

IR = n(n— 1) — 3x — 3g — 5z, 
r = 3 r(r— 2) — 6x — 89 — 15z, 

u = Jn(n— 2Xn'— 9) — (2n-^)(n(n— 1) —6) — 5z(n(n— t) — 7)+ 2i(i— 1) + 19(9— 1) 
+ yz(z— I) + 6x9 + loxz + 159z, 
n = m(m— 1} — 2« — 3r — 5z, 

Die Curven der 4. Ordnung liefern hier zwei Beispiele, sie können, neben einer Spitze 
zweiter Art, einen Doppelpunct oder auch eine Spitze erster Art haben. Diesem entspricht: 
R=l, z«=i, 9 = 0 , x = l, m=5, r = 3, u=l, 

• » 9 = 1 , T — o, m = 4, r=l, « = o. 

Ein nierkwflrdigcs , hierher gehöriges Beispiel bieten die Curven der 5. Ordnung, wel- 
che, wenn sie drei Spitzen zweiter Art haben, alle ihre Doppeltangcnteu und Weuduiigs- 
punrte verlieren. Alsdann ist : 

n = m = 5, 9 =p=o, x = ii = o. 

Die Anschauung einer solchen Ciirve mit einer einzigen reellen .Asyinplnle gibt die 38. Kigiir. — 

Hl. l'm alle unlergrordnelen Arten von Doppelpiincten zu ersehOpfen, bleiben uns 
noch zwei Fälle zu disculiren übrig. Es kOiineii sieh zwei solche Curven-Zweige berühren, 
welche mit ihrer gemcinschaftliciien Tangente nicht bloss einen gewöhnlichen, sondern einen 
roelirpuncligen Contact haben, und es kann eine Spitze erster Art auch von zwei solchen 
Schenkeln gebildet w erden, welche unter einander mit ihrer gemeinschaflliclien Tangente einen 
Contact von einer hohem Ordnung haben. 

Hier ktliinen w ir nur den erstgenannten Fall, und zwar nur unter der Voraiissetzung.dass lon 
den beiden sich berührenden Zweigen, der eine mit ihrer gemeiuschafllithen Tangente einen ge- 
wöhnlichen Conlaet hat, während die Ordnung des Coutacls für den andern Zweig jede beliebige 
sein kann, beliaudeln. Wir wollen zunächst annehnirn, rin Kall, der schon bei Curven der 5. Ord- 
nung einlreten kann , dass ein Zweig mit der Tangente einen dreipiinctigen und der andere 
einen gcwuhnlichen Cuiilart habe. Dieser Annahme eiilsprithl die iiailistehende Gleichung: 
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+ qcs..+^,) + :Ts + •• + ::•. = 0 , *) 
mit rincr ObcrzDhligfti Canst«o(eii , wrirhc darauf kommt, dass die Richtung der geraden 
Linie P jede beliebige sein kann. Differentiiren wir diese Gleichung in Beziehung auf q, so 
kommt , indem wir nur die Form der resultirenden Gleichung bertlrksichligeii , 
2q-t-i2r24-— 3 + + 21^, .-I o. 

Dies« Gleichung stellt eine Curve dar, welche die Curve (1) in n(n— 1) PuBcten schneidet. 
Von diesen fallen aber, weil jene Curve einen solchen Zweig bat, der die Linie Q und also 
auch die beiden sich berflhrriiden Zweige der Curve (1) einfach berührt, vier in dem Be- 
rühningspuncte zusammen. Also gibt es, wie wenn die beiden Zweige der Curve sich bloss 
einfach berührten , (n(n — i) — d) Tangenten, die sich, nach gegebener Richtung an die Curve 
legen lassen. 


Wenn wir die Gleichung (8) der 80. Nummer entwickeln, indem wir 
11 . = q’ + q(^,+:5,) + iJi + • • + :?„ 

setzen , so erhalten wir , mit Berttcksichtiguug der ln der genannten Nummer aufgcstelltcn 
anal)iiscben Relationen, für die resultireude Gleichung die nachstehende Form; 

+ q:fj:s-, + JsJ-o + • ■ + = o. 

Die bezügliche Curve hat einen fOnfrachen Puuet mit tünf osculircnden Tangenten, von wel. 
rheti die eine mit der Tangente Q der gegebenen Curve (1) zusammenfillit. Also fallen von 
den Durchschnitten der htideii Curveu 13 in den BerUliniiigspunct. Von diesen kommen j 
auf den an der Tangente Q sieh hinziehenden Zweig und 2 auf jeden der vier übrigen 
Zweige , welche den fünffaclirn Punct bilden. Eben so viele Wendungspuuete der gegebene» 
Curve verschwinden, mit Ausnahme eines einzigen, der in den Bertthrungspunrt fallt, und 
dem einen Curven-Zw eige angehUrt. Also verschlingt der Bcrühningspuiict hier keine grüs- 
sere Anzahl von M'cndungspuncten , als wenn zwei gewöhnliche Zweige sich berührten. 

Hiernach bedarf der fragliche Fall keiner weitem Discussion mehr. Dasselbe gilt, w eim 
der dreipiinctig oscnlirende Zweig durch einen mebrpunctig osculirenden Zweig ersetzt w ird. 
Es gelten hier ebenfalls die Zahlbestimmungen der 76. Nummer (wo wir g =2 nehmen müs- 
sen). Nur ist zu bemerken, dass in dem Berflhrungspuncte auf einer mpunctig osculirenden 
Tangente (m— 2) M’endungspuncte zusammenfallen. Auf diesen Fall bezieht sich die folgende 
Gleichung : 


q^ + <)(—;+— 3 +• • + — d) + — i»»j + ■ • + “ 0. — 

85, Wir wollen uns nun zur Betrachtung solcher drei- und mebrfaehen Pniiete 
w enden, welche entstehen, indem drei oder mehrere vollständige (reelle oder imaginäre) Ciir- 
ven-Zweige in demselben Puncte sich schneiden. Die allgemeine Gleichung einer Curve der 
n. Ordnung mit einem solchen dreifachen Puncte ist, mit Beibehaltung der bisherigen Be- 


•) Wir ölierr.eiigen oo«, aurh ohne *n »er II. Niironier xurüchtugehen, direct davon, dal* dir>e torro 
dem rrastichen Falte wirklich rntipricht, wenn wir berücksichtigen, dass für Nact]bar)Miiicle des 
Eerührungipunctea, aus der Gleichuug des Tcalea die naebstebcude iwiefache Kclation sieb ergibt; 


1 + -li + 


— ' e.1 , 

=— V — • 




Die Curve bat also einen Zw«i§, welcher von der dnrcli die Glelcbuttg: 
q + Z, + i's = o, 

dargeitellten Curve dreipunctis osrnlirt und von deren Tanpente Q also einfach berührt wird, 
wulirend dieselbe Tangente einen andern Zweig dreipunctig oliulirt. • 
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zrirfaiiuiii; , die fotgeude: 

i-, 4- + •■ + :?, = o. (I) 

Diese Gleichung hat zwei Oherzählige L'oustanleu, w eiche auf die willkUhrliche Richtung der, 
den beiden linearen FuneUonen p und q entaprecheuden und in den dreifachen Puncte sich 
schneidenden, geraden Linie kommen. Die drei Tangenten dieses Punctes werden durch die 
Gleichung ; 


= o, 

dargestellt; wir setzen hier voraus, dass nicht zwei dieser drei Tangenten znsanunenfaJIen. 
Differentiiren wir diese Gleichung , etwa in Beziehung auf q, so kommt mr Bestimmung der 
Berührnngspuncte auf den mit der geraden Linie Q parallelen Tangenten der gegebenen 
Curve eine Gleichung von der folgenden Form; 

r, + :s, + . + = 0. (2) 

Die durch diese Gleichung dargestellte Curve der (» — 1). Ordnung hat zwei solche Zweige, 
welche beide durch den dreifachen Punct der gegebenen Curve gehen. Sechs Durchschnitts- 
punctc der beiden Curven fallen hicniach io dem dreifachen Pnncte zusammen und um eben 
so viele Einheiten vermindert sich die Anzahl derjenigen Tangenten, welche, im Allgemeinen, 
nach gegebener Richtung an die gegebene Curve sich legen lassen. Uieruach ist 


m = «(n— I ) — 6. 

Es ist nugcnihllig, dass, wenn wir an dir Stelle der Curve (1) eine Curve mit einem 
^fachen Puncte setzen, die Curve (2) durch eine Curve mit einem (j;— t)fachen Puncte, des- 
sen Tangeiiten mit den Taiigrutrn des ^fachen Punctes im .Allgemeinen nicht zusammeurallen, 
vertreten wird, und dass alsdann also die beiden Curven sich nur in jn(B — 1) — g($ — l)j 
Punct eil schneiden, so dass also überhaupt; 

m = n(n— 1) — g(g—l}. 

86. lim die Anzahl der Wendungspuurte, welche eine Cun'e dadurch verliert, dass sie 
einen drei- oder überhaupt jtfaclien Punct erhall, zu bestimmen, wenden wir uns wiederum 
zur Gleichung (8) der 8ü, Nummer, indem wir hier dir folgende Functions -Bestimmung zu 
Grunde legen: 


fln — —t ■I' — S+i + ■ ■ 4- *0 , 

wobei wir , damit die Tangenten des ^fachen Punctes nicht znsammenfallen , zugleich vor- 
aussetzen , dass keine gleichen Factoren bähe. Wenn wir mit Rücksicht auf die analy- 
tischen Entwicklungen der eben angeführten Nummer entwickeln, so kommt: 

^ — 4 4- 2 -t* . • 4- i'w — an — 4 = 0. (3) 

Die durch diese Gleichung dargeslellle Curve schneidet die gegebene in den Wendungspuncten 
dieser letztem. M'ir haben hier nur zu unlersnchrn , wie viele von diesen Piincten , indem 
sic in den ^fachen Punct der gegebenen Curve fallen, anfhürrn M'endungspuncte dieser Cun'e 
zu sein; denn, in dem allgemeinen Falle, den wir betrachten, hat keiner der g Zweige, 
welche den ^fachen Punct bilden , io diesem Puncte eiiirn Wendnngspuiicl. Die Curve (3) 
hat einen (3g — 4)fachen Punct und unter den (3p — 4) Zweigen , welche in demselben sich 
schneiden, befinden sich g solche, welche bezüglich mit denjenigen g Zweigen, welche den 
pfacben Punct der gegebenen Curve bilden, die p geraden Linien *5 au gemeinschaftlichen 
Tangenten haben. Jeder der p Zweige der gegebenen Curve schneidet also die Curve (3) 
so, dass von den Sh(h—3) nicht unendlich weit liegenden Durchschnittspuncten 3tp— 1) 
in den pfaclicn Punct fallen. Dieser Punct verschlingt also im Ganzen 3g(g—l) Weudungs- 
puncte und somit erhalten wir: 


t> = Sjijfn— 2) — p(p-l)j. 

Ein Doppeipnnct nimmt hiernach (wie früher schon nachgewiesen worden ist): 6, ein 
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SS 4 8 

dreifacher Punct: 18 a 8 ' j— rierfacher Pimct: 36 a • ‘bi ^(iieher Panct: 

a(tt — tl 

WcBdonfspaDcte in sich auf. 

Nach den beiden vorhergeheadM Nuamem kSanea wir die Formeln der 68. Nummer 
nun auch auf den Kall mehrfacher Punete aasdehnen. 

Zuerst wollen wir den Fall betrachten, dass eine Cun’e der n. Ordnung einen einzel- 
nen ^fachen Punct, aber keine Doppelpnncte , hat. Alsdann ergeben sich die nachste- 
henden vier Gleichungen; 

M= nfn— 1) — Jfp— 1), 

V = 3[n(a-8) — j(y— 1)] , 

“ = Jn(n— S)(n’— 9) — I)[n(n— 1)— {^(j— 1) — 5], 

n = a(m — 1) — 2u — 3r. 

Die vierte dieser Gleichungen ergibt sich nnmiltelbar, weil die Polar- Curve der gegebenen , 
keinen singulären Punct bat, der durch den ^fachen Punct hervorgerufen wird, sondern nur, 
diesem eiitsprecheud , eine singulare gerade Linie, welche zugleich g Zweige berührt. Die 
dritte der vorstehenden Gleichungen wollen wir vorerst als eine algebraische Folge aus den 
drei übrigen ansehen. 

Als Beispiel möge eine Cun-e der 5. Ordnung mit einem vierfachen Punct dienen, 
alsdann ist : 

n=5, y=l, m=20— JS^8, r=45— SO-», u=120-13.9^13, «=56-3.9-2.18=5. 

Ist der mehrfache Punct ein bloss dreifacher , so kommt , indem wir ;=3 setzen : 
m= B(n— 1) — 6, 

V = 3n(n-2) — 18, 
u = än(n— 2)Ca=— 9) — 6{«(ii— 1) — 8) , 
n «= mCm— I) — 2« — 3i\ 

Die Cun'en der vierten Ordnung bieten liier das einfachste Beispiel ; 

» = 4. P = 3, « = 12—6 = 6, C = 21— 18s6, u = 28— 6.dsl, »=30—3.6—2.4 = 4 

88. Die Theorie der vielfachen Punete lasst sich auf die Theorie der Doppelpuncte zu- Fig. 39. 
rückfuhren. In der 39. Figur schneiden sich drei Curven - Zweige paarweise in den drei 
Puncten o, a, und a, und bilden so drei Doppelpnncte. Fallen diese drei Doppelpuncte, nach 
allmahliger Annäherung , zusammen , so dass die drei Zweige in einem einzigen Punete sich 
schneiden, so entsteht ein dreifacher Punct. Für die Tangenten dieses Punrtes können 

wir die drei geraden Linien PP, QQ und RR nehmen, welche die drei Doppelpnncte paar- 
weise verbinden. Jede andere gerade Linie MM, dir mit diesen nicht als zusammenfallend 
zu betrachten ist, enthalt nnr drei Durchschnitte mit der Curve. 

Vier Curven - Zweige, die durch denselben Punct gehen, bilden einen vierfachen Punct; 
verrückt man diese Zn eige um geringe Strecken , so schneiden sie sich in der Cmgegend 
des frühem vierfachen Punrtes in sechs Puncten und bilden so sechs Doppelpuncte. Als 
die Tangenten des vierfachen Puncles können wir diejenigen vier geraden Linien ansehen, 
welche zwei beliebige der drei, auf jede« der vier Zweige liegenden, Doppelpuncte ver- 
binden. 

Auf gleiche Weise fallen in einem fünffachen Punete zehn und in einem ^fachen Punete 
überhaupt Igig — 1) Doppelpuncte zusammen. 

89. Nach den Betrachtungsweisen der vorigen Nummer reducirt rin gfacher Punct einer 
gegebenen Curve die Ordnung der Polar- Curve um so viele Einheiten, als ein System von 
iytj— 1) Doppelpuncten , nemlicb, in Einklang mit der 85. Nummer, um glg—i) Einheiten. 

29 
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Es ergibt sieb auf iiesem Wege auch .dieselbe Reductiou in der Anaahl der Wruduugs- 
puncte, welche wir in der 86. Nummer auf analytisebem Wege erhalten haben. 

Endlich erhallen wir auch noch unmittelbar die Bestimmung der Anzahl der hbrig blei- 
benden Doppel-Tangenten, eine Bestimmung, die wir bisher nur auf indireclem Wege erhal- 
len haben. Denn nach der 65. Nummer beträgt die Reduction der Doppeltangenten fBr eine 
Anzahl von — 1) Doppelpuncten , und also auch für einen gfachen Puncl: 

(n(n-l)-6) pfp-1) — - 1), 

= [n(n— 1) — IsKy— 1) — 5]yfp— 1). 

Diese Reduction beträgt also insbesondere für einen dreifachen Punct 6fn(n— 1) — 8), für 
einen vierfachen Punct 12(n(n— 1) — 11), und so fort 

90. Die folgenden Erörterungen füge ich hinzu, damit wir die Noth Wendigkeit 
der lelzteu Resultate einsehen. 

Wir wollen in dieser Absicht zuvörderst die Anzahl derjenigen Tangenten bestimmen, 
welche, von dem pfacben Puncte der gegebenen Curve: 

-.+ -SV. + •• + ^. = 0, 

aus, an diese sich legen lassen. Zu diesem Ende wollen wir, wie in der 65. Nummer, die 
vorstehende (ileichung vollständig diflerentiiren und dann, nach der DilTerenlialion dp durch 
p und dq durch q ersetzen. Auf diesem Wege gelangen wir, mit Berücksichtigung des Theo- 
rems über homogene Functionen zu der nachstehenden Gleichung: 

9~g + (jl+l)'2^i +•••-(- n— „ =0, 

und ans der Zusammenstellung dieser Gleichung mit der Gleichung der Curre ergibt sich : 

(B— + - • + -.-I = O- 

Diese Gleichung stellt eine Curve der (n— 1). Ordnung dar, welche ebenfalls im Durchschnitte 
der beiden geraden Linien P und Q einen jtfaehen Punct hat und zwar in der Art, dass dir 
g Tangenten der beiden ^fachen Puncte zusamnienfalleii. Jeder der g Zweige der einen 
Curve, welcher durch den yfacheii Punct geht, schneidet die andere Curve so, da.ss (y+l) 
Durchschnitlspuncte in diesem Puncte zusammenfallen. Hiernach reducirt sich die Anzahl der 
Durcbschniltspuncle der beiden Curven, wenn wir von denjenigen, welche in den pfachrn 
Punct fallen , absehen , auf ; 

B(B— 1) — Jfjl+I). 

Dasselbe ist also auch die Anzahl derjenigen Tangenten , welche sich, von dem pfachen Pun- 
cle aus , an die gegebene Curve legen lassen , und auf welchen die Berflhmngspuncte nicht 
mit diesem Puncte zusammenfallen. Jede solche Tangente, welche, des pfachrn Punctes we- 
gen, g(g — 1) Mal gezahlt werden muss, ist als eine Pseudo- Do pp eltangrnte anzusehrn. 
Diess gibt in der Anzahl der Doppeltaogenlen eine erste Reduction von 
yfj— 1) InfB-l) - p(p+l)| 

Einheiten. Die noch übrige Reduction betrUR diejenigen Doppeltangenten , die der pfacbe 
Punct unmittelbar verschlingt, in der Art, dass, wenn wir diesen Pnnct in igig — 1) 
Doppelpuncte audösen, je zwei dieser Doppelpuncte , im Allgemeinen, vier gemeinschafiliche 
Tangenten haben. Ich sage im Allgemeinen , denn der Gedanke liegt nicht fern , dass es 
hierbei einen Unterschied mache, ob die beiden Doppelpuncte auf demselben Zweige liegen 
oder niebt Es betragt aber die noch übrigbleibende Reduction: 

pCp-l)jB(B-l) — Jpfp-l) — 5| — pfp— DjiKB-l) — p(j+l)j 
s äS(^-l)[jfy+3) — lOj 3 r. 

Wir wollen, der Kürze halber, 
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i9(9—^ ) 1 — W — 3 j s » , 

setzen , dann haben wir s +t"==s, und die obige Anzahl der Dopp elungentcn , wdche der 
flache Pimet unmittelbar rerschlingt , ist durch den folgenden Ausdruck, gegeben; 

4s + 8*“ = r. 

In Beziehung auf diesen Ausdruck bemerken wir Folgendes. Es lassen sieh fiberhaupt 
die Jjrtjl — 1) Boppelpuncte auf zsgaligc Weise paarweise zusanunenstellen. Von diesen Dop- 
pelpuncten liegen (jr — 1) auf jedem Zweige ; diese lassen sich auf J(j— l)(j — 2)malige Weise 
zu zwei combiniren; wonach unter s C'ombinationen s" Combinationen von solchen zwei 
Puncten, die denuelben Zweige und also z' Combinationen von Puncten, die zwei verschie- 
denen Zweigen angeboren, sich befinden. Wir kommen auf diesem Wege zu der wahr- 
scheinlichen Erklärung, dass jede Combinalion zweier derjenigen Doppelpuncte, in w elche der 
^facbe Punct sich auflOsrn lasst, je nachdem diese Pnncte auf zwei verschiedenen oder auf 
demselben Zweige liegen, vier oder acht Doppeltangenten fortnimmt. Es würde eine 
grosse Divinations - Gabe dazu geboren , ohne einen analytischen Fingerzeig ein solches Re- 
sultat aus unmittelbarer Anschauung herzunehmen, und viel Kühnheit, bloss auf diese gestützt, 
es zu behaupten. — 

91. Wir können die Formeln der 87. Nummer, nach dem ihrer Construction zu Grunde 
liegendem Princip, auch unmittelbar auf denjenigen Fall erweitern, dass die Curve mehrere 
vielfache Puncte und neben diesen zugleich auch Doppelpuncte und Spitzen erster Art bat. 
Wir wollen hier aber nicht über dreifache Puncte binausgeben. 

W'enn eine Curve der n. Ordnung ir dreifache Puncte aber keine Doppelpuncte hat, so 
bestehen die folgenden Zahl - Bestimmungen : 
m — w(n— I) — 6ir, 
r = 3n(n— 2) — J8ir, 

V » Jntn— 2Kn=— 9) — 6»fn(»-l) — 8) -t- IStrfr— 1) , *) 
n jw(m— 1) — Sif — 3r. 

Für Curven der 6. Ordnunjjf erg^eben sich hier die folgenden drei FAUe; 


m 

- 1 . 

m = 24, 

u = 64 , 

U 192, 

w 

= 3 , 

m = 18, 

V = 36, 

m = 96, 

w 

= 3, 

IR = 12, 

» == 18, 

« = 38. 

Wir könnten auch w^4 

setzen , 

und erhielten dann: 



m >= Q, r = 0, u = 12. 

In diesem Falle aber löset sich die Curre der 6. Ordnung in ein System dreier durch die- 
selben vier Puncte gehenden Ke-gelscbnitte auf, welche, in Cebercinsümmung mit den letzten 
Resultaten, keine Wendungspuncte und zu je zwei vier gemcinscbaftliche Tangenten haben. 

92, M'enn eine Curve, neben w dreifachen Puncten, zugleich noch x Doppelpuncte und 
y Spitzen erster Art bat, so ergibt sich das System der folgenden vier Gleichungen: 


*) Dis Retloeiloa in <Jle»cm Fftlle lit ncmliclt offenbar dt« ivfacbe dtrjenigen, die in dem Kella einca 
elntlgea dreifeclirn Puncte« Statt findet, weniger 56 Mal (*w«i dreifache Puncte iuhen 56 ge- 
meiiucliarUlche P«endo - Tangenlea) die Ancehl der Combinationen der w dreifachen Puncte xd 
zwei. 
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m = n(ii — 1) — ta — Sg — 6«> , 

V = S) — 6* — Sg — 18», 

it = a)(>i’— 9) — (Sx+^K«(*— 1) — «) — «»(»(ii-l) — 8) 

+ 8x(x— 1) + ig(g- 1) + 18ictw— 1) + Sary + lixw + 1%», 
a = M(M— 1) — 8« — Sr. 

Bei Curven der 5. Ordnunj; mit einem dreifachen Pimcte stellen sich hiernach die 
folgenden möglichen Palle heraus: 

IC = 1 


X 


m 

J-iJL 

— 

— 

11 

87|18 

1 

— 

13 

31138 

— 

1 

11 

19|31 

8 

— 

10 

15 '30 

1 

1 

9 

13! 11 

— 

a 

8 

11 1 9 

3 

— 

8 

9! 18 

8 

1 

7 

7 8 

1 

8 

« 

5; 5 

— 

3 

5 

3| 3. 


Die Entwicklungen des vorstehenden Paragraphen konnten wir weiter verfolgen, und 
inshesondere auch auf diejenigen Palle ausdebnen, wo, indem die Tangenten eines mehrfa- 
chen Punctes alle oder aum Theil ausammenfallen , die Curve in diesem Pnnete irgend eine 
der mannigfaltigen Gestaltungen erhalt, die Überhaupt möglich sind und mit denen wir uns 
im ersten Paragraphen dieses Abschnittes beschäftigt haben. Doch diese Untersuchungen wUr. 
den uns hier au sehr ins Besondere führen. Wir brechen dieselben darum hier ab. — 

§. 5. 

t'eber Doppel>Twnnru<en der C'nrveu, lusofera miui siel» diese durch elneu Punes 
beschrlebeu , vorslelll. lUaeusslau der ullneuielaeu SSIeiehuun der C'arveis der 
vierten SSrduunn unter der Pomai pqrs + — O. 

93. Sobald wir uns eine Curve durch eine gerade Linie umhüllt vorstellen und, dem 
entsprechend, durch eine Glcirhuiig zwischen Linien - Coordinaten ausdrücken, so sind die 
Untersuchungen Uber Doppel-Tangenten den Untersuchungen über Doppelpuncte, wie wir sie 
in den ersten Paragraphen dieses Abschnittes, w o wir uns die Curve, als durch einen Punct 
beschrieben, vorstellen, ganz analog, und alle bisher gewonnenen Resultate lassen sich 
durch das Prineip der Reciproeiiat unmittelbar übertragen. Eine ganz andere Gestalt aber 
nimmt die Präge an , wenn wir die bisher vorzugsweise za Grunde gelegte Vorstellung von 
der Beschreibung einer Curve durch einen Punct und die Darstellung derselben durch Punct- 
Cuordinaten (wenn wir wollen, gewöhnliche Parallel-Coordinaten) festhalten, und dann nach 
den Doppel-Tangenten der Curve fragen. Hierüber existiren, soviel ich weiss, noch keine 
Untersuchungen. In der ersten Nummer des ersten Paragraphen dieses Abschnittes habe ich 
bereits darauf bingrdeiitet , wovon, im Allgemeinen, die anal>1ische Bestimmung der Doppel- 
Tangenten abhangt. Ich finde indess auf diesem Wege Schwierigkeit, auch nur die Anzahl 
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der Doppel-Tangenten einer Curve der 4. Ordnung au beetiannen. *) Unsere Betradttunga. 
weisen gestatten ans indess , diesen Gegenstand , t« weit er die Gurren dieser Ordnung be- 


*) Uro die«e aaalylische B^ilinnnog lu roacben, birtet »ich mir kein kunerer Wfg tiar, ala Uer fol- 
gaoile, der aiu «Icmaelbeo Priocip benrorgcht, auf welchei Eoiefp am Eatle des I9. CapUeU dca 
2* Buchea seiner Einleitung in die Analjala, seine Kliraiaatiooa>Meüiode gegründet bat. 

Wenn wir twischen der Gleichung einer gegebenen Cur%e der vierten Ordnung: 

= F(q, p) — 0 , 

und der Gleichung: 

q " *p + y. 

«eiche, bei geliuriger Bestinmung der beiden CousUnlen x und y jede beliebige gerade I.inie dar- 
stellen kann, die eine der beiden linearen Funclionea, etwa 4 , eliminireo, so ergibt sich eine Glei- 
chung von der folgenden Form: 

Ap* -J- Bp* Cp’ Dp E s 0 . (o) 

Die Coefficienlen ln dieser Gleichung enlhallen. neben den 14 linearen Conslanlen der gegebenen 
Curve, die beiden unbestimnlen Cocmcienlen bis aur Poteui. Machen wir die doppelte Be- 
süiumuagy dass die vorstehende Gleichung t«ei Paare gleicher Wurteln habe, so erhalten wir da- 
durch zwei Bedlogungs- Gleichungen zwischen den CoefBeieateo dieser Gleichung, welche zur Be- 
Btimmuog von x und y hioreichen. Die bezügliche gerade Linie wird aladaon zur Doppel-Tangente 
und die beiden gleichen Wurzeln der vorstehenden Gleichung geben die beiden Berübrungspuncte auf 
den beiden Doppel -Tangenten. 

Differenkiiren wir zuvörderal, um jene beiden Bedingung« -Gleicbungca abzuleiten, die Glei- 
chung (n), so kummt: 

4Ap« + 3Bp« -I- 2 Cp -I- D « 0 , (h) 

und es bleibt nur noch übrig auizudrücken, dass die beiden Glelcliungen (a) nnd (h) einen geuein- 
schafUichen Factor des tweiien Grades haben. Stellen wir diesen durch: 


pi ^ Fp -)- G, 

dar, so ergeben sich, indem wir durch T, U und V drei unbestiorote Coeflicienten bezeichnen, die 
folgenden beiden Form- Bestiaunungen: 

ApS-t-Bp ’-fCp’-f Pp-f- F . 

P'+Fp+U 
4Ap»H -.tBp<-HCp+D 
P'+t'P+G 

und hieraus die identische Gleichung: 


• = Ap>+Tp+U , 
= «p+V; 


Ap<-t-Bp*.(.Cp'-(-Dp+F, _ 4Ap*+3Bp'+JCp+D 

Ap’+ip+u “ **P+V 

welche bii zom 5. Grede auteigt. und in welcher die Coefficienten aller einzeluea Poteoien eon p 
verschwinden müssen. Uiemach finden wir die folgenden Relaliouen : 

A(V_4T+B) o, 

BV— 3BT— 4AC+5AC es o, 

CV-2CT— 3BL'4-JAD = o, 

DV— DT-2CIT-I-4AE — o, 

EV «» DU. 

Wenn wir zwischen diesen fünf Gleichungen die drei unheitiinmlen Coefficienten T, li tind V eli- 
ininiren, so erhalten wir die beiden verlangten Gleichungen. Eliioioiren wir ziivürdersl. durch 
Hülfe der letztem aus der zweiten, dritten und rierten den Coefficienten U, so kommt: 

V _ 4T + B «= o , 

(BD— 4AE)V — 3BDT 2ACD » o, 

(CD-3BEJV — 2CDT 3AD> « o. 

(D‘— 2CE)V — D>T + 4AED = o: . • 

und wenn wir ferner, durch Hülfe der ersten Gleichung, T eliminiren, ergibt sich: 
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trifft, dirert Mmjxriren und in grwiaier Hinikiit so enchdpfen. Bei Curven der dritten 
Ordnung; kann von Doppel-Taagenlrn nock nicht die Rede lein, weil die Kuatens denelbeu 
verauMetzl, dass dir Curve von einer geraden Linie wenigatcns in vier Puncten gearhnillen 
werde. Bei Curren der vierirn Ordnung betrügt die Anzahl der Doppeltangenten plötzlich 
erhon 88 und bei Cnrven höherer Ordnungen ateigt dieselbe so schnell , dass von einer voll- 
ständigen Diseussion derselben fDglieh nicht mehr die Rede sein kann. 

9L Indem wir die vier Asymptoten einer Curve der vierten Ordnung in Evidenz tre- 
ten lassen, erhalten wir, nach den frühem Betrachtungsweisen, fllr eine solche Cnrve die 
folgende Gleichung : 

pqrs + /ifl, = o. 

Diese Gleichung ist, weil sie vierzehn von einander unabhängige Constanten enthält, die 
allgemeine der Curven der genannten Ordnung. Schreiben wir im zweiten Theile der vor- 
stehenden Gleichung, statt il., das Quadrat dieser Function, so bleibt sie vom vierten Grade 
und behalt ihre vierzehn , von einander unabhängigen , Constanten. Sie ist also , nach wie 
vor, die allgemeine Gleichung der Curven der vierten Ordnung. Die in der neuen Gleichung: 

pqrs + fißl = 0 , (1) 

vorkommenden Functionen erhalten aber, in Beziehung zur Curve, eine ganz andere Bedeu- 
tung , welche sich sogleich ans der Form dieser Gleichung ergibt. 

Die Gleichung (1) wird auf viermalige Weise befriedigt, indem wir 
P = ». J 

^ ~ 1 zugleich ßj = o, 

s = o , ) 

setzen. Jede der vier geraden Linien P, Q, R und S, welche den rier linearen Functionen 
p. q, r und s entsprechen , schneidet also die gegebene Curve vierter Ordnung so , dass die 
jedesmaligen vier Durrhschnitlspuncte paarweise zusammenfaJIen und zwar in den beiden 
Durchschnittspunctcn derselben geraden Linie mit dem, durch die folgende Gleichung: 

ß, = o 

dargestellten Kegelschnitte, Hieraus folgt , dass die genannten vier geraden Linien, im All- 
gemeinen, Doppel-Tangenten der gegebenen Curve vierter Ordnung sind und dass ein 
und derselbe Kegelschnitt ß. durch die viermal zwei Berührungspuncte auf diesen rier Dop- 
pel-Tangenten geht. Wenn wir also drei Doppel-Tangenten, P, Q, R, einer gegebenen Curve 
der vierten Ordnung kennen und auf jeder der beiden ersten, P, Q, die beiden und auf der 
dritten, R, einen der beiden Berührungspuncte : so können wir durch diese fünf Puncte immer 
einen einzigen Kegelschnitt legen. Dieser Kegelschnitt, ß„ schneidet alsdann die dritte Tan- 
gente R auch noch in ihrem zweiten Berührungspuncte mit der gegebenen Curve vierter 
Ordnung. Derselbe Kegelschnitt schneidet diese Curve ausserdem noch in zwei Puncten; die- 
jenige gerade Linie, welche diese beiden Puncte verbindet, ist die vierte Doppel - Tangente 
S und die beiden Puncte selbst die Berührangspuncte auf ihr. 


(BD— 16AE)V + (8AC— 3B>)D «= o, 

(CD-8DF)V -i- (640— BC;D _ o, 

[3D'— 8CE)V -f-(iaAE-BD;D=. o. 

IlieroacK brauchen sir Lluii die drei tVertiie für ^ aui diereo Gleichuoseo au oehtuea und ein- 
ander gleich tu letteo. 
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Die Fom 4er Gleidning (1) »pricht also, weil diese Gieicbang die nsthweadige und 
Uareidieitde Aasabl von Constanlai einschliessl, den nachstelimdeo Sati aus : 

Oie drei Paare von Ber d brungs puncten auf irgend drei Doppel-Tan- 
genten einer gegebenen Curve vierter Ordnung bilden ein solches 
Secbaeck, nni welches ein Kegelschnitt sich beschreiben lasst. Der- 
selbe Kegeisc hn itt geht ausserdem auch noch durch die beiden Berilb- 
rungspuncte auf einer vierten Doppeltangente. 

93. M’enn wir in der Gleichung der Cwve den constaoten CocIBcienten isoliren, so 
kommt : 



Auf welchen Punct die Function U, auch besogea werden mag , der Werth von tl} bleibt 
immer positiv ; für eine gegebene Curve hat /t einen gegebenen Werth. Hiernach neigt die 
vorstehende Gleichung , dass , wenn Dir verschiedene Punrte der Curve die vier linearen 
Functionen p, g, r und s ihr Zeichen audcm, diess immer nur in der Art geschehen kann, 
dass das Zeichen des Productes aller vier iauner dasselbe bleibt. Cm also von einem Punrte 
der Curve >u einem andern zu gelangen , müssen wir nothwendig eine gerade Anzahl der 
vier Doppel-Tangenten P, Q, R und S überschreiten, wenn überhaupt eine von diesen Tan- 
genten üherschritten wird. W’enn wir also irgend einen Punct der Cun’e kennen und diese 
vier Doppeltangenten derselben gegeben sind, so kOnnen wir unmittelbar darüber eutscbei- 
den, in welchen der elf von diesen Doppel-Tangenten gebildeten FUchen-Raumen die Curve 
sich erstrecken kann. 

96. Jede der vier geraden Linien P, Q, R und S kann, unabhängig von den drei übri- 
gen, den Kegelschnitt ü, in zwei reellen Puncten schneiden, diesem Kegelscbuitte gar nicht 
begegnen oder endlich denselben berühren. Es sind, dem entsprecheud, in der Voraussetzung, 
dass die Doppel-Tangenten, und hiernach auch die linearen Functionen p, q, r und s reell 
sind,' in Beziehung auf jede der Doppel-Tangenten, drei verschiedene Falle zu unterscheiden. 

1) Zwei reelle Zweige der Curve berühren die Doppel- Tangente in zuci verschiede- 
nen Puncten ; 

2) die beiden Curven - Zweige und zugleich mit ihnen also auch die beiden BerUb- 
mngspuncte sind imaginär; 

8) die beiden Berührungspuncte fallen, in dem Cebergangs - Falle , zusammen. 

So wie die beideo Durchschnittspuncte einer geraden Linie mit dem Kegelschnitte £1: 

nothwendig beide reell oder beide imaginär sind , so sind auch die beiden Curven - Zweige, 

welche eine Doppel-Tangente berühren, beide reell oder beide imaginär, ln dem Cebergangs- 
Falle ist von den beiden Erstreckungen jedes der beiden berührenden Curven -Zweige, vom 
Berühiuugspuncle ans, die eine verschwunden; die übrig gebliebene des einen Zweiges setzt 
sich in der übrig gebliebenen des andern Zweiges fort, so dass diese beiden Zweige, welche 

wir. uns als einen einzigen Zug bildend vorstellen können, durch einen einzigen ersetzt wer- 

den, der in demjenigen Puncte, in welchem die beiden Berührungspuncte zusammengerallen sind, 
von der Du ppel -Tangente vierpunctig osculirt wird. Zugleich gewinnen wir 
auf diesem Wege die Anschauung, wie in einem solchen Osculationspuucte zwei Wendungs- 
puncte sijcb vereinigen. 

Der Vebergang von reellen zu iaMginüren Berdbrungspnncteu auf einer reellen Doppel- 
Tangente setzt hiernach voraus, dass die beiden reellen Zweige diese Doppel -Tangente auf 
derselben Seite berühren. Ob überhaupt diese Berührung auf derselben oder auf entgegen- 
gesetzter Seite einer Doppel -Tangente P Statt Andet, ergibt sich unmittelbar, wenn wir 
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berficluichtigea , wie , auf dieser Doppel.Tangente die beiden Pucte, K| and K], in weleheo 
sie von dem KegelsrbniUe ü. geschniUen wird, in Besiehang aaf ihre drei DtirchaebniUe Qt, 
Ri und S|, mit den drei sugebttrigen Doppel-Tangenten Q, R and S liegen. Liegt keiner 
dieser drei leiatgenannten Puncte oder liegen awei derselben swischen den beiden Puncten 
Kt and K. , so berühren zwei reelle Cnrren - Zweige die fragliche Dt^pcl - Tangente P 
auf derselben Seite. Liegt hingegen einer der drei Puncte Qi, R| und Si. oder liegen diese 
Puncte alle drei zwischen K| und Kj , so berühren die beiden reellen Curven- Zweige ihre 
gemeinsrhaflliche Tangente P auf eulgegengesetzter Seite. Diese Bebanptung ist eine un- 
mittelbare Folge aus den Bemerkungen der vorigen Nummer. 

Dir Situations-Bestimmungen, die wir so eben in Beziehung auf die Doppel-Tangente P 
gemacht haben, übertragen sich unmittelbar auch auf die drei zugehürigen Doppel-Tangenten 
Q , R und S. Wenn, zum Beispiel, der Kegelschnitt 13^ die DurchtehuiUapuoete je zweier der 
vier Doppel - Tangenten alle sechs umschliesst, so wird jede dieser Doppel - Tangenten anf 
entgegengesetzter Seite berührt. Jede derselben wird beidesmal auf derselben Seite berührt, 
wenn diese vier Doppel-Tangenten etwa ein Trapez bilden , dessen Seiten den Kegelschnitt 
Sl, so schneiden , dass die vier Winkeipnncte ausserhalb desselben liegen. 

Die Form der Gleichung (1) zeigt, dass auch dem nichts entgegensteht , dass die Dop- 
pel-Tangenten P, Q, R und S alle vier in demselben Puncte sich schneiden, und insbeson- 
dere auch alle vier parallel sind. Den Lauf der Curve können wir hier im Allgemeinen 
leicht bestimmen. 

97. Jede der fraglichen Doppel -Tangenten kann allein für sich und zugleich mit an- 
dern eine vierpunctig osculirende sein. Insbesondere können auch alle vier osculirende sein, 
was dann der Fall ist, wenn der Kegelschnitt ü; die geraden Linien P, Q, R und S alle 
vier berührt. Aus dem ersten Theile des Satzes der 94. Nummer folgt, dass, wenn eine Curve 
der vierten Ordnung drei vierpunctig osculirende Tangenten hat, ein und derselbe Kegelschnitt 
diese drei Tangenten in den drei Osmlationspunctcn berührt. Dieses Resultat können wir 
auch auf die nachstehende Weise ausdrUcken. 

W'enn eine Curve vierter Ordnung drei vierpunctig osculirende Tan- 
genten hat, so schneiden sich diejenigen drei geraden Linien, welche 
man erhalt, wenn man den Durchschnitt je zweier dieser Tangenten mit 
dem 0 sc II I a t ionspunct e auf der dritten verbindet, in demselben Puncte. 

98. Wenn sich zwei der vier geraden Linien P, Q, R und S, etwa die beiden ersten, 
in demselben Puncte des Kegelschnittes schneiden, so muss die Curve vierter Ordnung, 
welche durch die Gleichung (I) dargeslellt wird, damit auf jeder der beiden geraden Linien 
P lind Q zwei Durchsclinill.spunctc znsammenralirn. einen Doppelpunct haben, der in den 
Durchschnilt dieser Linien fhllt. Diese Linien selbst sind hiernach zwei Tangenten, welche, 
von dem Doppelpuncte aus, an die Curve gelegt sind. 

Wenn der Kegelschnitt Ü, durch ZHci der sechs Durchsrhnittspuncte der vier geraden 
Linien P, Q, R und S geht, so hat die Curve zwei Doppelpuncte, welche mit diesen 
beiden Durchschnitten zusammenralleii. Es kann hier ein doppelter Fall Statt finden. Es 
wird eiilweilrr eine jener geraden Linien, etwa P, von zwei der drei andern, etwa von Q 
und R auf dem Kegelschnitte Sl, geschnitten, oder es schneiden sich die vier geraden Linien, 
paarweise, eliva P und Q, R und S, auf diesem Kegelschnitte. Im ersten Falle ist P dieje- 
nige gerade Linie, welche die beiden Doppelpuncte verbindet, Q und R sind zwei Tangen- 
ten, welche, von den beiden Doppelpunctcn aus, an die Curve gelegt sind, wahrend S eine 
eigentliche Doppel-Tangente geblieben ist. Ini zweiten Falle sind P und Q zwei, von dem 
einen, und R und S zwei, von dem andern Dopprlpiincte aus, an die Curr'e geiegteu Tau- 
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genlen. Im ersten Falle erlialten wir, indem wir eine neue lineare Function t einfilbren, 
unmittelbar die folirende Furm-Bestimmunic : 

ß, s pt + xqr, 

und mitbin IBr die Cleichnng der Curre selbst die folgende mit ihren notbwendigen 
4 . 7 

— 2 = 12 Constanten : 

1 . 2 

pqrs + /<(pt+»qrj’ «= o. 

Im aweiten Falle können wir, nach Eiufiibrung dreier constanten Coelficientrn , 

ß, = p(r+U) + xq(r+l’s) 

setaeii und erbalten alsdann fUr die Gleicbung der Curve die folgende mit den notbwendigen 
12 Constanten; 

pqrs + fi[p(r+ls) + xq(r+A's)]’. 

Wenn der Kegelschnitt ß. durch drei der sechs Durcbscbnittspnncte der vier geraden 
' Linien P, Q, R und S geht, die natürlich nicht in gerader Linie liegen können , so hat die 
Curre drei Doppelpuncte. Mir haben hier wiederum eine doppelte Unterscheidung zu 
machen. Es können die drei Durrhschnittspunrte die M'iiikelpuncte des von irgend drei der 
vier geraden Linien, etwa von P, Q uud R, gebildeleii Dreiecks sein, oder auch drei M'iii- 
kelpuiicte irgend eines der drei, von jenen vier Linien gebildeten, einfachen Vierecks, etwa 
dir Durchschnitte von P mit Q und von R mit P und S. Im ersten Falle sind die geraden 
Linien P , Q uud R diejeiiigen , welche die drei Doppelpuncte zu je zwei verbinden, 
waiirend S eine eigentliche Doppeltangentc blcibL Im zweiten Falle verbinden P und 
R den einen Doppelpunct mit den beiden andern , wahrend Q und S zwei solche Tan- 
genlrii der Curve sind , welche bezüglich durch die letztgenannten beiden Doppelpuncte ge- 
hen. Im ersten Falle können wir die Function ß, auf nachstehende Art naher bestimmen: 

ß, = pq + xpr + Aqr, * 

4 T 

und erhalten alsdann, für die Gleichung der Curve, die nachstehende mit den — 3=11 


nothweudigen Constanten : 

pqrs + /t(pq+xpr+lqr)’ — o. 

Im zweiten Falle können wir 

ßj = p(r+ls) -I- xqr 

setzen, wonach die Gleichung der Curve die folgende Form mit den notbwendigen 11 Con- 
stanten annimmt: 

pqrs + /<[p(r+Xs)+xqrJ» = o. 

Es kann endlich der Kegelschnitt ß, auch durch vier der sechs Durcbschnittspuncte 
der geraden Linien P, Q, R und S gehen, etwa durch die vier DurdischniUe von P und S 
mit Q und R. Dann erhalten wir: 

ß, = ps + xqr , 

wonach die Gleichung der Curve, welche dann nur noch 10 Constante einschliesst , die fol- 
geude wird: 

pqrs -I- /»(ps+xqr)’ = o , 
die wir auch folgendergestalt schreiben können; 


ps + (x + 




d/UX+1 

4fi^ 


q’r" 


Hieraus ist ersichtlich, dass die Gleichung der Curve in dem fraglichen Falle in zwei Glei- 
chungen des zweiten Grades sich auflOset, die reell oder imaginär sind, je nachdem 
, 4fnt -t- 1 > 0 oder 4/ix + 1 < o. 

. M'ir fiiideu also auch hier die Bestätigung davon, dass eine Curve vierter Ordnung, wenn 
sie vier Doppelpuncte hat, in zwei, reelle oder imaginäre Kegelschnitte zerfällt. 
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99. Wir wollen rorirahren, die einzrliien untergeordneten Kille hrrvorznheben. 

Wenn eine der vier geraden Linien, etwa P. die Curve berührt nnd zugleirh eine der 

Übrigen , etwa Q , durch den BerUhmngspunrt gebt , so wird die Curve von P in vier *a- 
gammenrallenden Piinrten geschnitten und hat zugleich im Durchschnitte von P und Q einen 
Doppelpunct. In diesem schneiden sich also zwei solche Curven- Zweige, von welchen der 
eine in demselben einen Wendungspunct mit der Tangente P hat Die Gleichung der Curve 
hat alsdann von ihren Constanten, der doppelten Beziehung der beiden Linien P und Q znm 
Kegelschniltr ßj wegen , zwei verloren. 

lu dem Falle der folgenden Form mit nur 10 Constanten : 
pqrs + /<{pq+*r’)’ •= o 

hat die Curve zwei Doppelpuncte in den beiden Durrhsehnittspuncten der Linie R mit den 
Linien P und Q. Zwei Curven - Zweige haben beide einen Wendungspunct in den beiden 
Doppelpuncten und bezOglich P und Q zu Tangenten. 

100. Die folgende Form mit 12 Constanten: 

p=qr + = o 

ist die allgemeine der Gleichung einer Curve der vierten Ordnung mit zwei Doppel pun- 
cten. Die gerade Linie P ist alsdann diejenige, welche die beiden Doppelpuncte verbindet 
und den Kegelschnitt ß, in diesen Doppelpuncten schneidet. Zugleich mit den Durchschnit- 
ten der Linie P und des Kegelschniltes, werden auch die beiden Doppelpuncte imaginär. 

Die beiden Doppelpuncte fallen, wenn die Linie P den Kegelschnitt ß; berührt, in den 
Berührungspunct zusammen. Alsdann hat die Curve zwei Zweige, welche sich be- 
rühren und P ist ihre gemeinscbaAliche Tangente. Die beiden geraden Linien Q und R 
sind irgend zwei beliebige Doppcltangeiiten. Sie können insbesondere auch vierpunclig oscu- • 
lireude Tangenten sein, oder auch io einem neuen Doppelpuncte der Curve sich schneiden. 

101. Die folgende Form: 

p’q + tiSi\ = o, 

schliesst 10 Constante ein, nnd zeigt, dass die bezügliche Curve von dem Kegelschnitte ß^ 
so geschnitten wird , dass von den acht Dnrchscbnittspuncten zwei auf Q liegen und zw ei- 
mal drei auf P zusammenfaJIen. Diesem entspricht, dass die Curve zwei Spitzen erster 
Art hat, dass die gerade Linie P diese beiden Spitzen verbindet, dass der Kegelschnitt ßj 
durch diese Spitzen geht und die beiden Tangenten derselben zugleich auch Tangenten dieses 
Kegelschnittes sind; dass endlich die gerade Linie Q eine Doppel . Tangente der Curve ist 
und die Berührangspuacte auf ihr ebenfalls auf dem Kegelscknittc ßj liegen. Diese Dop- 


') Virllcicbl iit e« nicht ganz überflassig , den Serr diciep und aller iibnlirhen Brilinrninngrn , noch 
denilicber in daz rfchlc Licht zu itellrn. Dau die Gleichung dei Teztez eine Gurre der fragli- 
chen Art daritelleu kann, nt aui ihrer t*orm erwieaen; daai ate eine aotche Curve aber 
wirklich daralclll, folgt daraua , daaa dieae von gerade ao vielen Conatanten abhiingt ala die 
lorm dieaer Gleichung elnaclilieaat Ea können zwei, auf zwiefache Art particiilariairte Gurren, wel- 
che vou deraelhen Anzahl von Conitanteu ahhängen, nicht durch dieaelhe Form auagedröckt wer- 
den. wenu dieae nicht ubcnahlige ConaUnten enthalt Denn die Particulariaation der Gurre hält 
mit der Particulariaation der P'orm ihrer Gleichung gleichen Schritt, io der Art. daaa* jede Cooalante, 
welche dieae verliert, eine beatitnnite Particnlariaalion der Gurre hervorruO. Wenn daher Allea, 
waa eiue Gurre {larticulariairt , io der Foriu ihrer Gleichung aoigeilrückt iat , ao kann dieae Glei- 
chung nicht mehr Gunatanten haben, ala die Anzahl derjenigen Conatauteo beträgt, ron denen die 
parücularialrte Cuero abfaaogt Sie kann weniger Conatanten haben , dann aber iat ihre Form 
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§. 6. DoppelUagenten der Cunen vierter Ordnung. 

peUTauj^eole ist nadi der Tabelle der 74. Nummer die einzifre der Curvr, uud also immer 
reell. Die Berflhninfapunctc auf ihr kttnnen iiideas, je nachdem sie dem Kegelschnitt 42, be> 
gegnel oder nicht, oder ihn berührt, reell oder imaginär sein, oder, indem sie in eine vier» 
punctig osculirende Tangente übergeht, zusammeofallen. 

Wenn die Linie P insbesondere den Kegelschnitt S2, berührt, so erhält die Curve, dem 
Zusammenfällen der beiden Spitzen erster Art entsprechend, zwei sich einander, so wir den 
Kegelschnitt 42, dreipunctig osculirende Zweige, welche die Ltnie P zur gemein- 
samen Tangente haben. Die lanie Q bleibt , nach wie vor , die einzige Doppel - Tangente 
der Curve. Der Satz der 94. Nummer verliert hier seine Bedeutung, weil immer ein Kegel- 
schnitt sich beschreiben lässt, der den einen und also auch den andern der beiden sich oscu- 
lirenden Curven - Zweige im Osculationspuncte dreipunctig osculirt und zugleich durch zwei 
gegebene Puncte , die beiden Berflbningspuncte auf Q , gebt. 

102. Der Kegelschnitt 42, kann in rin System von zwei geraden Linien ausarten, und 
diess wird jedesmal daun geschehen, wenn auf drei Doppel-Tangenten der Curve drei Berüh- 
rungspunctc in gerader Linie liegen. Dann ist die allgemeine Uleiebung der Curve die ful- 
gende mit 13 Constanten: 

pqrs -H /<t’u’ = o. 

Diese Form enthält also den folgenden Satz : 

M’enn auf irgend drei Doppel-Tangenten drei BerUhru n gspun c t e in 
gerader Linie liegen, so liegen die drei zweiten B er ührun gsp unct e auf 
einer zweiten geraden Linie und diese beiden geraden Linien schneiden 
die Curve noch in zwei, immer reellen Puncten, in welchen dieselbe von 
einer vierten Doppel - Tangente berührt wird. 

Die beiden geraden Linien T und U kUnnen sowohl reell als auch imaginär sein, ln 
dem letztem Falle reduciren sie sich auf ihren, immer reellen, DurChschiiittspunct. Die letzte 
Cleicbung kdnnen wir. alsdann durch die folgende ersetzen: 

p^rs + /u(t-+»'u’)* = o. 

Es ist klar , dass io dem Falle , wo die beiden fraglichen geraden Linien reell sind , j e d e 
der vier Doppel -Tangenten die Curve in zwei reellen Puncten berührt; dass aber in dem 
Falle, wo diese beiden geraden Linien imaginär sind, auch die Berührungspuncte auf den 
vier Doppel - Tangenten , alle acht zugleich, imaginär werden. Deo untergeordneten 
Fall, dass die beiden geraden Linien T und U zusanunenfallen , werden wir in der folgen- 
den Nummer besonders hervorheben. 

M'enn eine der vier Doppel-Tangenten durch den Durchschnitt der beiden geraden Linien 
T und U geht, so schneiden sich in diesem Puncte zwei reelle Curven - Zweige , von denen 
der eine, mit der Tangente P, in demselben einen Wendungspunct hat Die geraden Linien 
Q, R und S sind drei gewuhnliche Doppel - Tangenten , berühren aber die Curve entweder 
alle drei zugleich , in reellen oder, alle drei zugleich , in imaginären Puncten. Die allge. 
meine Gleichung der Curve, mit den 12 noihwendigen Constanten ist die folgende: 

(t-Mol)qrs -1- = o. 


nicht die allgemeine der fraglichcD Curven und beliebt lieh also auf Curreu, die mehr noch parti- 
cuUrilirt liml. * 

Je yreiler wir in iiDiern rnteriuchangen tordringtn , clcito ntbr werd«n wir thron durch- 
drungen« wie groll die Rolle iil) welche in denielben des Zählen der ConitAuten ipielt« Dieiei 
Zählen Ut eine lo einfache Sache, aber ohne zu zahlen , würden wir oft in UabeiUnmlheil um 
verlieren. 
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Wenn znf^leich zwei der vier Doppel -Tangrnlen, eins P iiiid Q, dnrrli d<n OnrrhsehniU 
der beiden geraden Linien T und U gehen, so haben beide Curven - Zweige zugieieh in dem 
Duppelpiincte einen Wendungspnnel. P und Q sind die beiden Tangenim des Wendungspun- 
des; R und S zwei gewithniiehe Doppel-Tangenten, welche beide die Cun*e in reellen oder 
beide in imaginlren Puncten berühren. Aligemeine Form mit 11 Constanlen; 

(t+«u)(t+*‘u)rs -t- pt’u’ = o. 

Die beiden Tangenten P und Q können sowohl imaginür als reell sein. 

Zugleich erhalten wir, da eine C'urve mit einem Doppelpuncte der haglichen Art, allein 
dieses Punctes wegen , drei ihrer Constanlen rerloren hat , den folgenden Satz : 

Wenn eine Cnrve der vierten Ordnung einen solchen Doppelpunet 
hat, in welchem zsvei ihrer Zweige, beide mit einem Wend un gs punc I e, 
sich schneiden, so ordnen sich dir Dopp el -Ta ngr nt en der Cnrve in der 
Art paarweise zusammen, dass man die beiden Berührungspunct e auf 
einer Doppel-Tangente jedes Paares mit den beiden Berührungspnncten 
auf der andern Doppel-Tangente desselben Paares durch zwei gerade 
Linien, weiche in dem Doppelpuncte sich schneiden, verbinden kann. 

Wenn die beiden Tangenten P und Q zu.sammen fallen , so hangt die Curve nur von 10 
Con.stanten ab und ihre Gleichung nimmt die iiarhslehendr Form an: 

(t+su)’rs + ;il'u’ = 0 . 

Die Cnrve hat alsdann zwei sich berührende' Zweige , wozu aber noch, weil dadurch allein 
die Anzahl der Constanlen sich nur auf 11 reduciren würde, die neue Bedingung kommt, 
dass zwei BcrOhrungspuncle auf zwei Doppel - Tangenten , R und S , mit dem Berührungs- 
puncte der beiden Cnrven - Zweige in gerader Linie liegen. Dann liegen auch die beiden 
übrigen BerOhrungspiincte, auf den beiden Doppel-Tongcnten, mit dem Brrührungspuncle der 
beiden Curven - Zweige in gerader Linie. 

Wenn drei der vier Doppel-Tangenten, nach unserer ursprüuglichen Bezeichnung, etwa 
P, Q und R durch den Durchschnitt der beiden geraden Linien T und C gehen, so fallen anf 
jeder derselben, in diesem Durch.schnitle, vier Puncte zusammen. Die Curve hat alsdann 
einen dreifachen Punct; die bezeichneten drei geraden Linien P, Q und R sind die drei 
Tangenten dieses Punctes, walirend S allein eine eigentliche Doppel-Tangente geblieben ist. 
Es ist klar, dass auch hier, je nachdem die beiden geraden Linien T und V reell oder ima- 
giuür sind, diese Doppel-Tangente die Curve in reellen oder imaginären Puncten berührt. 
Die Gleichung der Curve mit den, vom vorliegenden Falle geforderten, lOConstanten ist die 
folgende : 

(t-;-ini)(l-(-*'u)(l-l-x"u)s 4- /it-u’ = o. 

Es werden also die drei Tangenten des dreifachen Punctes durch die drei Gleichungen; 

t 4- au = 0 , t 4- a'u •« 0 ,. t -t- *'u = o, 

dargestellt Es klinneii von diesen drei Tangenten zwei imaginir sein. Dann geht ein 
Zweig der Curve durch einen conjugirtea Punct derselben , so dass dem Auge die Singula- 
rität sich verbirgt. 

Wenn zwei der drei Tangenten des Doppelpundes zusammenfallen, und demgemäss eine 
Spitze erster Art auf einem Zweige der Curve steht, so geht die Gleichung der Cnrve, in- 
dem die Anzahl ibter Constanten sich auf B reducirt, in die folgende über: 

(t4-Ku)'(t4-*u)s 4- ^H'u’ = 0 . 

Endlich können auch die Tangenten des dreifachen Punctes alle drei Zusammenfällen; 
dann geht nur rin einziger Zweig der Curve durch diesen PuncL Die Gleichung der Curve, 
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§. 5. Doppcitangcnten der Ciir\en Tierter Ordnung. 

mit den 8 nolhwendigrn Cooslaulen, ist dum die ralgende: 

(t+Ku)' + |*t-’u- — o. 

103. M'eoii die beiden, den KegelKhnitt vertretenden geraden Linien in eine ein- 
aige Zusammenfällen , so ergibt sieb die folgende Form mit 11 Constanten : 

pi|re + fit’ = 0. 

Alsdann bat die bezttglirhe Cnrve vier rierpunrlig osrulirende Tangenten, und die vier Os- 
rtilalionspunrle auf diesen vier Tangenten liegen in gerader Linie. Zugleich ergibt sieb, weil 
die Form der vorstehenden Gleichung nur drei Constante verloren bat, der folgende Satz; 

Wenn eine ('urve der vierten Ordnung drei vierpunctig oscuürende 
Tangenten hat, und anfdiesen die Oscnlationspuncte in gerader Linie 
liegen, so hat sie auch noch eine vierte solche Tangente und dieselbe 
gerade Linie geht auch durch den Oscola t ionspunct auf dieser. 

Wenn sich zwei der vier Tangenten auf der geraden Linie T schneiden, so gebt die 
Gleichung der Curve, indem sie nur 10 Constante behalt, in die folgende über: 

p(p+lt)rs + fit* = 0. 

Oie Curve hat alsdann einen Doppelpanct und die Zweige derselben, welche in diesem Dop- 
pelpuncte sich schneiden, haben in demselben beide einen Weudungspunct. Damit aber die An- 
zahl der Constanten . von welchen eine solche Curve abbangt, auf 10 hrruntersioke, bedür- 
fen wir noch einer Bedingung und diese finden wir darin , dass die Curve eine vierpunctig 
oscuürende Tangente habe. Hiernach tritt uns zugleich der nachstehende Satz entgegen; 

Wenn eine Curve der vierten Ordnung einen solchen Doppelpunct, 
in welchem zwei ihrer Zweige, beide mit einem Wenduugspuncte, sich 
schneiden und zugleich eine vierpunctig osculirende Tangente hat, so 
hat sie ausserdem noch eine zweite solche Tangente, und die beiden 
Oscnlationspuncte auf diesen beiden Tangenten liegen mit dem Dop- 
pelpuncte in gerader Linie. 

Die beiden Tangenten P und Q kttnnen reell und imaginär sein und insbesondere auch 
Zusammenfällen, ln diesem letztem Falle erhalten w ir die folgende Form mit 9 Constanten : 
. p'rs -t- fit* = o. 

Dir Curve hat alsdann zwei sich berührende Zweige, und zwei vierpunctig osculi- 
rende Tangenten , auf welchen die Berührungspunrte mit dem Berühningspnnrte der beiden 
Zweige in gerader Linie liegen. 

Wenn drei der vier Tangenten , etwa P , Q und R , in demselben Piiucte der Linie T 
sich schneiden , so ergeben sich die folgenden drei Formen , w eiche bezüglich von 9, 8 und 
7 Constanten abhlngen; 

p{p+»u)(p-(-»'u)s + |ct* = 0 , 
p'(p+*u)s + fit* = 0 , 

P*8 + fit* — O. 

Dann hat die Curve einen dreifachen Punct und ausserdem eine vierpunctig osculirende 
Tangente. Der dreifache Punct particnlarisirt sich hier , wie am Ende der vorigen 
Nummer. 

104. Wir haben noch nicht alle Formen erschftpft; es kttnnen auch, indem wir wieder- 
um von der allgemeineii Form : 

pqrs + fiS2* = 0 , (1) 

ansgehen, mehr als zw'ei der vier geraden Linien P, Q, R und S in demselben Pun- 
cte des Kegelschnittes ßj sich schneiden. 

Nach der 98. Nummer erhalt die Curve, indem sie eine ihrer Constanten verliert, einen 
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Doppelpunct , wenn zn ei der fraglichen vier geraden Linien durch denaelhen Pnnct dea Ke. 
gelschuiltes ü, gehen. Die Curre rerliert xwei ihrer Cimstanten , «riin drei jener geraden 
Linien, sic rerliert deren drei, wenn diese geraden Linien alle vier in demselben Puncte des 
Kegelschnittes ü. sich schneiden. Also muss die Curre in diesen beiden Fallen noch einer 
weitem Beschränkung unterworfen sein ; sie kann niclit bloss einen gewöhnlichen Doppel- 
puurt haben : es ist dieser Doppelpunct nothwendig ron einer besondem Art. * **) ) Wir wollen, 
um in den genannten beiden, und allen untergeordneten. Fallen die Natur des Doppelpunctes 
auf die leichteste Weise zu erkennen, ron einem andern Gesicbtspnncle aus, die allgemeine 
Gleichung der Curre discutiren. 

11)5. Wenn wir dir Function ü. auf irgend einen gegebenen Punct beaiehm, so können 
wir dieselbe als ein Product deijenigen beiden Segmente , die auf einer , nach gegebener 
Richtung durch den gegebenen Puact gelegten, geraden Linie, zwischen diesem Puncte und 
den beiden Durckschuitten mit dem bezüglichen Kegelschnitte liegen , construiren. Dieses 
Product ist , im Allgemeinrn , noch mit einem coiistaotrii Coeflicienten zu multiplidren. 

Für Puncte , welche dem Kegrl.schnilte unendlich nah liegen, ist die Ordnung der Annäherung 
durch die Ordnung der Kleinheit des rnLsprerhenden Wertlies der Function ü, gegeben. So- 
bald die Cun’c der rierten Ordnung den Kegrlschnilt fi, nicht in einem reellen Puncte 
schneidet, verschwindet auch fär keinen Punct der Curre der Werth der Function ü,. In 
der unmittelbaren Nabe eines solchen Punctes aber ist der Werth dieser Function nalhwen- 
dig (ün Allgemeinen) ein unendlich Kleines der ersten Ordnung. Oie Gleichung der Curre 

und es kann hiernach fi, auf doppelte Weise ein unendlich Kleines der ersten Ordnung wer- 
den. Einmal, und das ist der allgemeine Fall, wenn eine der vier linearen Functionen, etwa 
p ein niieiidlich kleines der zweiten Ordnung ist, während die drei ilbrigen linearen FuiKtio- 
nen q, r und s endliche M'erthe behalten. Dann berührt die Curre der vierten Ordnung dir 
Linie P in denjenigen Puiictrn, in welchen diese ron dem Kegelschnitte geschnitten wird. 
Die Form der Gleichung (1) ist hirmacb, auch noch von anderer Seite her, gerechtferligL 

Das andere Mal erhalt die Fuiirlion S2. auch dann einen unriidlicli kleinen Werth der 
ersten Ordnung, n enn p und q beide unendlich kleine Werthe dieser Ordnung haben, was vor- 
aiissclzt, dass die Curre durch den Durrhsehnitt der beiden geraden Linien P und Q geht. 
Dann hat die Curre einen gewühnlicbcn Doppelpunct. (90) 


*) Kür den Gang unsrrer Uoteriiichungsn im Allgcmrineo iat die Umkehrung der Brbauptung de« Tea- 
tc« nicht ohne Beilvnlung. 

Wenn eine Cune einen gewttlinlichen Doppelpunct hat, #o vertreten diejenigen Tangenten, 
welche, von dem Doppelpuncle atii , an die Curre »ich legen latsen , eigentliche Doppel •Tangen- 
ten- Zwei solcher Tangenten treten In der folgenden Form (in L'ebereiusUnimung mit der 
Nummer) in Evidenz: 

p.|r> +’ = o, 

wenn wir, wie früher schon, durcii ^ und ^ h«>mogene Functionen des ersten und zweiten Gra- 
des bezeichnen. Aber vier, otler auch nur drei, soldier Tangenten können wir nicht in derselben 
Gleichung einer Curve vierter Ordnung mit einem bloss gewidmlirhen Doppelpuncle in Fvldenz 
bringen, weil dann die Gleichung der Curve bezüglirh die folgenden horiuen haben niü»atc: 

pqtp+«iAP+»'i) + .«lA+.r.I* — o. 

Pt;p+*1)'' + = o; 

dirirn Formca aber zwei und «in. Can.tantr rrhirn 

**) Vergleiche die 5. Nummer dca er.teo AhaChniUs und die erile Nunimer dei -SyUemi.n 
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Wenn znglrirh Jrei der vier linearen Functionen, etwa p, <j und r, nnendlich kleine 
Wertbe der ersten Ordnniif erkalten, was vorauuetxt , dass die drei geraden Linien P, Q 
und R in demselben Piiurte der Cnn’e sich schneiden, so wird Si, rin unendlich Kleines von 
der Ordnung Es bat die Cnrve der vierten Ordnung alsdann eine Spitae erster 
Art in dem gemeinsamen Durchschnittspunct jener drei geraden Linien und die Tangente 
dieser Spitze ist zugleich eine Tangente des Kegelschnittes il,. Die tileichung der Curve 
nimmt in dieser Voraussetzung die nachstehende allgemeine Form mit 12 Constanten an: 

PS(P+*q)s + - 0. 

Es kann ferner der Werth der Function ü. auf mehrfache Weise rin unendlich Kleines 
der zweiten Ordnung werden. Dann berührt der entsprechende Kegelschnitt die Curve 
vierter Ordnung. Einmal geschieht diess, und das ist der allgemeinere Fall, wenn der M’erth 
einer der linearen Functionen unter dem Wurzel • Zeichen rin unendlich Kleines der vierten 
Ordnung ist, wahrend für denselben Punct die Werthe der drei übrigen linearen Functionen 
endliche Werthe behalten. Dann hat die Curve eine vierpunctig osculirende Tangente und 
wird von dem Kqtelscbnitte S2, in dem Osculationspuacte auf dieser Tangente berührt (97) 

Es geschieht diess auch dann , wenn die Werthe der linearen Functionen p, q, r und s, 
alle vier zugleich nnendlich klein (von der ersten Ordnung) werden. Diess setzt voraus, 
dass die vier entsprechenden geraden Linien sich in demselben Puncte, der zugleich auf der 
Curve liegt, schneiden. Dann hat diese zwei, reelle oder imaginäre, Zweige, 
welche sich unter einander und zugleich auch den Kegelschnitt Q, in demselben Puncte be- 
rühren. Dieser Kegelschnitt geht Uberdiess durch die vier Berührungspuncte auf den vier 
Tangenten, welche, vom Berührungspuncte der beiden sich berührenden Zweige aus, an die 
Curve sich legen lassen. Die allgemeine, diesem Falle entsprechende Form mit 11 Constan- 
ten ist die folgende; 

pq(p+«q)(p+»'q) + = o. •) 

Wenn für einen Punct der Curve die vier linearen Functionen unter dem Wurzel -Zei- 
chen wie eben, alle vier, unendlich kItin werden, für eine derselben aber, etwa für p, die 
Ordnung der Kleinheit die z« eite wird , so wird S2, ein unendlich Kleines von der Ord- 
nung 8j. Die bezügliche Form, mit 10 Constanten, ist die nachstehende; 

pq(p+*q)(p+»’q) + t*(p+-)I- = o. 

Dann bat die Curve eine gewithnliche Spitze zweiter Art. P ist die Tangente 
dieser Spitze, wahrend den drei übrigen linearen Functionen solche Tangenten entsprechen, 
welche, von der Spitze ans, an die Curve gelegt sind. Der KegelsckuiU: 

ßj 3 p -t- , 

geht durch die drei Berührungspuncte auf diesen drei Tangenten und osculirt zugleich die Spitze. 
Wenn diese Form sich in die folgenden beiden , in welchen die Anzahl der Constanten be- 
züglich 9 und 8 betragt , particularisirt : 

pq'(p+*q) + = «. 

pq' + i«Ip+^j]' = 0 , 


*) Ein Briipifl ein^s tznsginÄrin Contactet liefert intbesondere die durch die folgende Gleichung in 
gewjhnlichen Parallel - Coordinaten: 

+ {y» + 3t'-2a»)» - o, 

dargeitellte Curve. Der imaginäre ConUct hat auf der Axt der y Statt Auuer dem iaolirten Be* 
rührung*puncte beitebt die Curve mir aut Ewei abgetonderten Ovaleu. Der ConUct wird eia reeU 
1er, wenn dai Zeichen de» quadratitchen Oliedri der vorttehenden Gleichung »ich ändert 


Digitlzed by Google 


240 . Zweiter Abschnitt. Singulare Piincte und Linien. 

to erhalt die Cnn'e neben einer f ewöhnl ichen Sp i t se sweiter Art, ebiOMl 
(100) einen gewöhnlichen Doppelpnnet, da« andere Mal (101) eine Spitse er. 
Ster Art 

106. Der Werth der Function il, wird , wenn swei der drei linearen Functionen unter 
dem Wurzel-Zeichen, etwa p und f, für einen Punct der Curve heide zugleich unendlich 
kleine Werthe der zweiten Ordnung erhalten, cbOnralls ein unendlich Kleinen dieoer Ordnnng, 
voranageoetzt , dass die heiden flhrigen linearen Functionen, bezogen auf denselben Punct 
endliche Werthe behalten. Dir erstgenanntrii beiden linearen Functionen können zugleich 
aber nur dann für denselben Punct der Curve unendlich kleine Werthe der zweiten Ordnnng 
haben, wenn dir bezüglichen geraden Linien beide Tangenten der Curve in jenem Puncte 
sind und also zusamraeiifallen. Dann erhallen wir also den schon am Ende der 100. Nummer 
bezeichnelen Fall zweier sich berühr enden Curren - Z weige. 

Es ordnet sich diesem Falle derjenige unter, wo, ausser dass zwei der vier linearen 
Functionen identisch gewurden sind und für denselben Punct der Curve unendlich kleine 
W'rrtbe zweiter Ordnung erhallen , für eben diesen Punct auch noch eine dritte der vier 
linearen Functionen unendlich klein wird. Diesem entspricht die nachstehende Form mit 10 
Constaulen : 

p-qr + ^[p+.J,P = o. 

Die Function hat alsdann einen unendlich kleinen Werth von der Ordnung S| und 
also die Curve eine gewUhnlichc Spitze zweiter Art P ist die Tangente dieser 
Spitze , Q eine von der Spitze aus an dir Cun-e gelegte Tangente , und B eine eigentliche 
Doppel . Tangente , auf welcher die Bcrtthningspuncte reell und imaginär sein und auch Zu- 
sammenfällen künnrn. ' 

Wenn n ir weiter particularisiren und zu der folgenden Form mit 9 Conslanten über- 
geben ; 

p=q(p+«q) + ^i[p+i'.]^ = o', 

so wird der Werth von f}, rin unendlich Kleines der dritten Ordnung. Es hat die Curve 
alsdann zwei, reelle oder imaginäre, sich drfipunclig osculireude Zweige, wel- 
ch* iii demselben Puncte von dem KrgeI.scbniUr il. ebeufalls dreipuiirlig usculirt werden. 
P ist die Tangente in diesem gemeinsamen Osculationspunetc , und die beiden übrigen in 
Evidenz tretenden geraden Linien, sind Tangenten , welche , vou diesem Puncte aus , an die 
Curve gelegt sind. 

107. Wenn für denselben Punct der Curve drei der vier linearen Functionen unend- 
lich kleine Werthe der zweiten Ordnung erhallen sollen , so müssen sie , indem die ihnen 
eulsprrehrndrn geraden Linien eine Tangente der Curve in eben jenem Puiicle sind , iden- 
tisch dieselben sein. Wenn alsdann die vierte lineare Funelinii einen endlirhen Werth behalt, 
so wird Ui ein unendlich Kleines der dritlen Ordnung , und dann ergibt sich der schon am 
Ende der 101. Nummer betrachtete Fall einer Curve mit zwei sich dreipunclig os- 
culirenden Zweigen. 

Es ordnet sich diesem Falle derjenige unter , dem die folgende Form mit 8 Constanlen 
entspricht : 

p'q + Hp+^y- - «• 

ln diesem Falle wird, weil q für denselben Punct der Curve, lür ivelchen p ein nnendlich 
Kleines der zweiten Ordnung ist, ebenfalls unendlich klein wird, ü, ein unendlich Kleines 
von der Ordnung 3|. Daun hat die Curve eine Spitze zweiter Art, welche 
von zwei solch en Z we i gen g e bi 1 d e t w ird , deren- gegensei lige A n nah e- 
rung von höchster Ordnung ist. 
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§. 5. Do))|)eUaii{»enlen der Curven vierler Onliiuiig. 

Wir wolleu birr nicht mehr anf diejenigen Fälle znrürUtomiarn , wo der Krgelsrbniü 
S2. durch rin System von zwei geraden Linien vertreten wird und haben somit alle miigli- 
cbeii Arten von Singularitäten berührt, mit Ausnahme derjenigen Fälle, in welchen auf den 
Doppel-Tangenten ein oder beide Berührungspuncte, oder in welchen die Doppel - Tangenten 
selbst unendlich weit nicken. 

ins. Wenn eine Asymptote der Curve zugleich die Curve berührt, so ist sie offenbar 
als eine Doppel-Tangriite aiizusehen, auf welcher ein Berührungspunct unendlich weit gerückt 
ist. Hierin fliegt die Vorau-ssetzung, dass der Kegelsehiiitl eine Hyperbel (oder insbesondere 
auch eine Parabel) ist und dass die fragliche Asymptote der Cun-e einer Asymptote dieser 
Hyperbelj parallel ist. Diesem Falle entspricht die folgende Form; 

pqrs + ^cl(p+a)t + = o. *) [13) (1) 

Es ist P die fragliche Asymptote, welche zugleich die Cune berührt und Q , R und S sind 
drei eigentliche Doppel -Tangenten. 

Aus der Particularisatiun der rnrstrhrnden Form gehen die folgenden Formen hervor: 
p(p+u)rs -t- #ij{p-(-n)l + ijj = o, [12] (2) 

P(P+“)(P+“')» + ,oj(p+n)t+lp = o, [11] (3) 

P(P+“XP+“)(P+“ ) + i'j(p+'*)l + i|- = 0. [10] (I) 

In dem Falle der Gleichung (2) hat die Curve einen Doppelpunet , welcher nach der Rich- 
tung von P unendlich weit liegt, oder, was dasselbe heisst, zu ei mit dieser geraden Linie 
parallele Asymptoten, lu dem Kalle der Gleichung (3) hat dir Curve, auf der durch die Glei- 
chung : p-fn = o, dargrstriltrn geraden Linie P in unendlicher Entfernung eine Spitze rr- 
sterArL In dem Falle der Gleichung (4) berühren sich zwei vollsläudige, reelle oder 


imaginäre, Curven - Zweige auf der eben bezeichncten geraden Linie. 

Nach neuen Particularisationen ergeben sich die nachstehenden Formen ; 

p=rs + /<|(p+n)t + ip = ü, (llj (5) 

p’(p-fo)s + /<{(p+n)t + X|-’ = 0, [ 10 | (6) 

p=(pT-«)(p+tt) + /»|(p+-«)t + A|' = 0, [9] (-) 

p's + /cj(p+n)t + = o, [9] (8) 

pip+«) + ^<|(p+n)t -i- Aj> = o. (8] (9) 


in dem Falle der Gleichung (ö) hat die Cnrvc zwei Oupp rlp uiic t r, von weirbendrr eine 
auf der Linie P, der andere nach der Richtung dieser geraden Linie unendlich weit liegt, 
lu den Fällen der folgenden beiden Gleichungen ist der uuendlich weit liegende Doppelpinii t 
einmal eine Spitze erster .\rt, das andere .Mal der Berührungspunct zweier vollstän- 
digen. reellen oder imaginären, Zueige. ln dem Falle der Gleichung (8) hat die Curve zwei 
Spitzen erster Art, von welchen die eine die Linie P zu ihrer Tangente hat, uiihrend 
die andere auf der geraden Linie (p-fn=o) unendlich weit liegt. In dem Falle der letz- 


'> Der Ktirie imd l>t>eriichllicbkeit wegen, i>t umniuelbnr nach jeder Gleichung die .liteald iiirer 
CofiffUuteii bffiuerLt. 

Auch ohne ilie Form jeder einretnen Cleichtiug de« Textes besonders zu disctKirenp ergibt 
sich, nHi'h den Tarhergrhendeo Nummern » ihr« geonielri*4‘he Iteileutung sogleich, «r«»n wir erwä» 
gen, ddAs eine Asymptote de« Kegelschnitte« 'Ine Tangente denelheti, auf welcher der Rc- 

rühruQgspnort tinrndlirh weit Hegt, und ein« ihr pnrallele gerade Linie, als durch diesen Beruh- 
ningbptincl gehend, ta helracbten ist. Di« früher lielrarhtrtea SinguUrilateu sind hiernach, in den 
FiUeu der Bakbitehenden Nummern, hlosl auf einrm Hyperbel - Zweige uoemIJich weit geruckt. 
Solche SiuguUriuteo siml übrigen« im erilen Abichuitte mit grosser Auiführlicbkeit hehAudelt 
wurdeo. 

31 
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teil Gleidiaiig wird die uaendlkh weit liegende Spitne ewter Art durch «wei rollfUiidige, 
sich berührende Curren - Zweige vertreten. 

109. Wenn nuf einer Doppel-Tangente beide Berhhmngspuncte unendlich weit liegen, so geht 
sie in eine rierpuuctig oscnlirende Asjuptote hbcr. Die entsprechende Form ist dir folgende: 


p<jrs -f- jujpt+ij’ = o. |ia| ( 10 ) 

Neuen Particnlarisationen entsprechen die folgenden Formen ; 

p(p+«)rs /u(pt + Ip = o, [ 11 ] ( 11 ) 

P{P+“Kp+«')s -I- /xjpt + tp = o, |IO] (IS) 

KP+“Kp+«'Xp+“") + ^xjpl + ij> = 0 . [9] (13) 


Die Curve vierter Ordnnag bat in den Fallen dieser drei Gleichungen , 1) awei parallele 
Asymptoten, von welchen die eine. P, die Curve dreipunclig osculirt, 2) zwei auf P 
in unendlicher Entfernung sich berührende Zweige, 8) eine gewöhnliche Spitze 
zweiter Art. 

Wenn wir weiter partirularisiren , so treten uns die folgenden Formen entgegen: 


p-rs + ;jjpt + t p = o, [ 10 ] (li) 

p'(p+o)s -(- ^ijpt + ip - o, [9] (15) 

p-(p-H»)(p+o) + ^jjpt + ij» •= 0 , [8 1 (16) 

p's + ntpt + ij» = o. [8] (17) 

P'(P-H») + /ifjpt ip = o. [7] (18) 


In dem Falle der Gleichung (11) bilden zwei io unendlicher Entfernung aiif der Asymptote 
P zusammenfallenden Doppelpuncte einen Berflhrungspunct zweier vollständigen, reel- 
len oder imaginären Curveo - Zweige. In dem Falle der folgenden Gleichung hat die Curve 
in unendlicher Entfernung auf der Doppel - Asymptote P eine Spitze zweiter Art. In 
dem Falle der Gleichung (16) osculiren sich dreipunctig auf der Doppel - Asymptote 
P zwei vollständige, reelle oder imaginäre, Zweige der Curve. Dasselbe findet Stall in dem 
Falle der Gleichung (17). Diese letzten beiden übrigens identischen Falle unterscheiden sich, 
was die Darstellungsweise betrült, bloss darin, dass als die vier zusammengehörigen Doppel- 
Tangeiileii einmal die Doppel - Asymptote P, doppelt gerechnet, und zwei ihr parallele Tan- 
genten, das andere Mal die Doppel - Asymptote P, dreifach gerechnet, und eine eigentliche 
Doppel - Taugeote S genommen worden sind. In dem Falle der letzten Gleichung endlirb 
hat die Curve auf der Doppel-Asymptote P in unendlicher Entfernung eine Spitze zwei- 
ter Art, welche von zwei solchen Schenkeln gebildet wird, die unter einander einen Con- 
tact von der Ordnung 2| haben. 

llü. Es können auch zugleich zwei der vier Asymptoten einer Curve vierter Ord- 
nung Uberdiess die Curve berühren. Dieser Voraussetzung entspricht die folgende Form: 

p^rs + #jj(p-Hii)(q+x) -t- ij» = O. |I2| (19) 

Wenn auf einer der beiden Doppel- Tangenten auch der zweite BerOlirungspunct unend- 
lich weit rückt, und diese Doppel- Tangente in eine vierpunctig osculirende Asymptote über- 
geht , so kommt : 

pqrs + /ijp(q-(-») + Ij’ = o, [tl| (20) 

and wenn beide Doppel - Tangenten in vierpunctig osculirende Asymptoten übergehen: 

pqrs -I- ^cjpq -I- Ij' = o. [10] (*1) 

Wenn wir die drei vorstehenden Gleichungen in ihrem ersten Gliede partirularisiren, so er- 
geben sich mehrfache Formen, deren geometrische Deutung, nach der 108. uud 109. Nummer, 
durchaus keine Schwierigkeit darbirtet. Wir wollen hier nur diejenigen dieser Formen be- 
sonders liervorhebeii , denen solche Curven entsprechen, welche auf jeder der beiden ,As)m- 
ptoten. P und Q, in unendlicher Entfernung einen Doppelpunct haben. Daun ergeben sich die 
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folgrudrn : 

p(p-fa)q(q+,S) + { (jH-*)(q+x) + Ij’ = 0 , [10] (83) 

p'q(q+j^ + )<|CiH-'')(q+*) + ^1' = ». 1*1 t®* 

p{p+“)qtq+;() + /< ! p(q+*) + i j ’ = o , [91 i 2 i i 

p(p+o)q^ + /‘{ptq+vj + = 0 , |8| (25) 

p’q(q+/<) + .«ip(q+*) + ^1’=”' 

p(p+«)q(q+,^) + f‘|pq + i|* = ®. |8) (27) 

p-q(q+Ä + )<|pq + •= «• I?1 


ln dem P'alle der Gleirhung (22) bat die Ciirve zwei unendlirh weit liegende Doppelpuiirtr 
oder , mit andern Worten , zwei Paare paralleler Asymptoten, ln dem Falle •(23) ist ein 
Doppelpuiict in endlicher Entfernung kinzugekommen , im P'alle (21) ist eine Tangente. P, 
des einen Paares eine oseulirende. Im Falle (25) verbindet sieh Beides. Im Falle (26) hat 
die Curve in unendlicher Entfernung, zugleich mit einem Doppelpiincte, eine Berührung. Ini 
Falle (27) hat die Cnrve zwei Paare paralleler Asymptoten und in jedem Paare eine nseuli- 
rende, im Falle (28) ein solches Paar und eine Bcrtlhrung. 

111. Wenn drei der vier Asymptoten einer Curve der vierten Ord- 
iiung diese Curve aberdiess berühren, s,o tbut es noth wendig auch die 
vierte Asymptote und dann liegen die BerUhrungspun cte auf diesen 
Asymptoten alle vier in gerader Linie. 

In dieser Voraussetzung hat die Gleichung der Curve die nachstehende Form : 

pqrs + (it^ = 0 , [11] (29) 

und darin, dass diese Gleichung nur eine einzige Constante weniger hat, als die Gleichung 
(19) der vorigen Nummer . liegt der Beweis der vorstehenden Behauptung. 

M ir w ollen bei der Discussion dieser Gleichung , in welcher die vier Asymptoten der 
Curve in Evidenz treten , und der genauem Bestimmung der Natur der unendlichen Zweige 
dieser Curve hier nicht verweilen , weil w ir im ersten Abschnitte mis ausführlich hiermit be- 
schlfUgt haben, 

112, Es bleiben uns jetzt nur noch diejenigen Falle zu discutiren übrig , in welchen 
die Doppel • Taugenien selbst unendlich weit rücken. Gehen wir hierbei wiederum von der 
allgemeinen Form : 

pqrs + fiQl = o , 

aus, so wird das unendlich weit Kücken einer solchen Doppel-Tangente da- 
durch ausgedrückt , dass die bezügliche lineare Function auf eine blosse Constante sich ir- 
ducirt und also aus der vorstehenden Form verschwindet. Dir resultireude Glekhimg ; 

pqr -i- «ßj =s« o, [12] (1) 

stellt, im Allgemeinen, eine selche Cnrve dar, die zwei Systeme parabolischer Asymptoten 
hat, deren Durehmesser - Richtung dieselbe ist, als die Rirhlung der beiden Asymptoten des 
Kegelschnittes Si.. Diese Gleichung particularisirt sich , indem wir voraussrizen , dass dir 
drei Doppel -Tangrutrn P, Q und R den .4symptoten des Kegelschnittes ß; entweder alle 
oder ibeUweise parallel sind oder Zusammenfällen. Dann erhalt die Curve statt eines oder 
statt beider Systeme parabolischer .Asymptoten in unendlicher Entfernung einen oder zwei 
singulare Puncte. M'cnn sich, um nur zwei Beispiele bervorzuheben . die vorstehende Glei- 
chnng foigendermasseo particularisirt; 

p ' + j/[pt -I- Ip = o , [6] 

p-q + )<(pq + i]^ = o, [6] 

so bat die Curve einmal . neben einem Systeme parabolischer Asymptoten , auf der Linie P. 
in unendlicher Entfernung, eine Spitze zweiter Art, welche von zwei solchen Schenkeln ge- 
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bililcl wiril, für welche die Ordiimig der Annäherung 2J betragt, das andere Mal hat sie. 
in unendlicher Entfernung, auf der Linie Q, eine SpiUe erster und auf der Linie I’, eine 
Spitae zweiter Art. 

Wenn zwei Doppel. Tan getiten unendlich weit rürkrn und demnach in 
unendlicher Entfernung als zusamuienfallend zu betrachten sind, so nimmt die Gleichung der 
Curre die folgende Form an: 

pq +/(.'« = o. [!0] (2) 

Dann liegen die beiden Dopiielpuncte des allgemeinem Falles der 1)8. Nummer nach der 
Richtung der beiden As)'in;itutrn des Kegelschnittes unendlich weit und sind, mit diesen 
Asymptoten, zugleich reell und imaginär; oder mit andern Worten, es hat dir Curre zwei 
Paare paralleler A-symplotrii. Wenn wir particularisiren, so kommt: 


PI + )‘[(P+^)t + *1’ •= 0, |9] 

pq 4- ,i(|(p4-n)(q4-x) -t- = 0 , |8] 

pq + )i[pt + ij* = 0, |8| 

pq + Hp(q+=<) + i|- = o. |7| 

P(P+“) + ("[(|H-n)t + = 0 . |8J 

P(P+“) + /'Ipt + “ o. [71 


Dann hat die Curve, in unendlicher Enlfemung, bezüglich einen gewblinlicheu Doppeipniirt 
und eine Spitze erster Art, zwei Spitzen erster .4rt , einen gewubnlichen Doppelpunct und 
eine Berührung, eine Spitze erster Art und eine Berührung; ferner, in den Fallen der bei- 
den letzten Formen, nebeti einem gewühiilichcn Doppelpuiictc einmal eine Berührung, das 
andere Mal eine gewtibiilicfae Spitze zweiter Art. 

Wenn endlich drei Doppel-Tangenten unendlich weil rücken und demnach 
in unendlicher Etitfernung als zusammcafallend zu betrachten sind , so ergibt sich dir fol- 
gende Form : 

p -t- = 0. [8] (3) 

Dann liegen die beiden Spitzen erster Art des allgemeinem Falles der 101. Nummer nach der 
Richtung der beiden Asymptoten des Kegelschnittes iL unendlich weit , und sind mit diesen 
Asymptoten zugleich reell oder imaginär. Einer Particularisation entsprechen die folgenden 
Farmen: 

p + )»Kp+n)t -t- X]5 = 0 , [7] 

P + )‘lpt + r 0. (6] 

Dann hat die Curre, io unendlicher Entfernung, neben einer Spitze erster Art einmal eine 
Berührung, das andere .Mal eine gewöhnliche Spitze zweiter Art. 

113. Diejenigen Falle, in n eichen die unendlich weit gerückte Doppel -Tangente den 
Kegelschnitt U. berührt, fordern, dass dieser Kegelschnitt in eine Parabel übergebe. 
Demgemäss verwandelt sich die Gleichung (1) der vorigen Nummer in die folgende: 

pqr + ^ijt’ + isj) =e 0 . [11] 

Dann wird die unendlich weit gerückte Doppel - Tangente von der Curve vierpunrlig oscu- 
lirt , wahrend P, Q und R eigentliche Doppel - Tangenten geblieben sind. Die Curve selbst 
ist alsdann die (Seite 146) als 138. Art der Curven vierter Ordnung aufgezählte. Die vor- 
stehende Gleichung particularisirt sich, wenn eine oder mehrere der drei Doppel- Tangenten 
die Durchmesser -Richtung der, den Kegelschnitt ffj vertretenden, Parabel anuebmen. Dem- 
nach ergibt sich: 

pqr + ii[p^ + As]’ = 0 ,' |10J 

p(p-l-a)r + .«Ip’ + As)' = 0 , |9I 

P(P+«)(P+»') + )'[p' + As) = o, [8| 
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§. 5. ÜoppolUngcnlcii der Ciirvc« vieiicr Ordnung. 

uud nach Analogie der frflhern Entwicklungen (105) können wir sagen, dam die entspre- 
chenden Cur\'en auf der unendlich weit gerückten Düppel .Tangente eine Spitze erster Art, 
eine Berührung, eine gewöhnliche Spitze zweiter Art haben. Diese Curren sind aber die. 
als die 140., die 112. (113.) und 111. Art der Curveii vierter Ordnung aufgezalilten. 

Wenn zwei Doppel-Tangenten zusammeufallen und den Kegelschnitt 11, berühren, so hat 
die Curvc zwei , reelle oder imaginäre , sich berührende Zweige. Sind die zusauunenrallen- 
deu Doppel -Taogenteii unendlich weit gerückt , so erhalten wir für die entsprechende Form 
aus der Gleichung (2) der vorigen Nummer die folgende : 

pq + + Is)- = 0. (9) 

Die bezügliche Curve ist die 113. (113.) Art der Curven vierter Ordnung. Particiilarisireu 
wir, ähnlich wie eben, so kommt; ' 

pq 4- /ijp* + Isl’ = 0 , [91 

P(P+“) + 1‘IP' + ^*1’ •= “• 

Der ersten dieser beiden Gleichungen entspricht die 111. Art von Curven vierter Ordnung, 
der zweiten die 115. (116.) Art. In diesem letztem Falle hat die Curvc zwei sich drei- 
punctig asrulirendc parabolische Zweige, mit derselben Durchmesser- Richtung und gleichem 
Parameter. 

Wenn drei Doppel - Tangenten Zusammenrallen und den Kegelsehnilt !). berühren, .so hat 
dir Curve zwei, reelle oder imaginllre, sich dreipunctig osculirende Zweige; diese beiden 
Zweige werden parabolische, wenn die zusammcnfallenden Doppel-Tangenten unendlich weit 
gerückt sind. Dann gibt die Gleichung (3) der vorigen Nummer die folgende Form : 

P + /<lt- + = <* , W 

uud die bezUgliehc Curve ist wiederum die 115. (M6.) Art. Particularisiren wir, wie vor- 
hin, so kommt: 

p + l<[p' + 4*1’ = 0. [6] 

Die durch diese Gleichung dargestellte Curve (die 117. Art) hat auf der Parabel 

p= + is = 0 

eine Spitze zweiter Art. Es entspricht dieselbe einer nicht unendlich weit liegenden 
Spitze zw citer Art , die von zwei solchen Schcnkrln gebildet wird, die unter einander einen 
CoutacC höherer Ordnung haben. — 

Ich habe langer bei den mannigfach particularisirtcn Formen verweilt, weil sic für die, 
schon im ersten Abschnitte gemachte Behauptung , dass alle Singularitäten der Curven sich 
auch in unendlicher Enlfcraung wiederfinden, eine bcmcikeuswcrlhr Bestittigung bieten. Wir 
wenden uns nun wiederum zu den allgemeinen Untersuchungen zurück. 

111. Wenn eine Curve der vierten Ordnung, wie sie nur vier Asymptoten hat, auch 
nur vier Doppel - Tangeuten batte , so würde man ihrer Gleichung nur auf einmalige Art 
die Form : 

pqrs + /(flj = o, 

geben und das System der vier linearen Fniictioiien p, q, r und s, so wie die Function fl, 
und den CoefRrienten fi, nur auf einzige Weise bestimmen können. Da aber eine solche Curve 
28 Dopprl-Tangenlen hat, so muss die Gleichung derselben so oft die vorstehende Form an- 
nebmeu können, als diese 38 Doppel-Tangenten auf verschiedene Art zu 
vier sich so combiniren lassen, dass alle Combinat innen zu drei Vor- 
kommen , aber jede d ersel ben nur ein einziges Mal. Die Anzahl der t'umbi- 

uatiourn zu drei betragt ^ und da eine Combination zu vier vier Combinationen 

zu drei enthält, so ist die Anzahl aller fraglichen Combinationen zu vier dem vierten Theile 
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aller Combüiatiooen zu drei gleich und bringt hiernach: 

2 . 3.4 

Auf ebrn so viele verscbiedene Arten lAsst sieh eine grej^ehese Cune der vierten Ordnoirif 
durch eiue Gieidiuii^ von der Form der Gleirhon|^ (1) darstellen. Die Mtigflichkeit der frag- 
lichen Combtnaüoiia - Weisen ist hiermit angleich durch geometrische Betrachtungen er- 
wiesen. 


*) Nicht jrde Anzahl von Flfmenten kann in d«»r Art xn vi<^r conibinirt wenleo, dass |rde CombiDation 
XU drei etu eiaxig^s M;il vurkomint. Nenoeu Mir überbaupt die Anubl der zu coinLinirenden Ele> 
mriite p, so must xunicliit 

•i . 3 . 4^ ' 


eine g.ioxe Zahl aein , waa aber blos» vorauaietxt , da>« p eine gerade Zahl iiL Ferner tuim, wenn 
wir beliebig irgend ein Kirmcnt abaomlern. die Zahl der übrig bleibenden Fleineole xu beAchalFfn 
sein, data sieb dieselben xu drei so coiubiniren Ixsseo, dass in diesen Combinationen jede Coin- 
biiiatiou XU xwei rorkumiut, aber nur ein eioxigei Alal. Die .\nzahl der Combinatinnen vou 

c'if 1 ) 

(p^l) is y Klemeiilen xn xwei beträgt aber und da diexe, xu ilrei genommen , die Irag- 

licbeu Combinalionen zu drei bilden, so muss auch 

?'?-o 

3 . 3 

rinr gante Zahl sein. Dirsi setzt voraus, dass ^ durch eine der beiden fulgemien Formen be- 
slinunt ist : 


^ ssr 3n , ^ — i = 3n. 

AVeuu aber tf Klemmte sich in der fraglichen Art zu drei combiuiren lasten sollen, so muss, wenn 
wir von diesen KleiBenten ein beliebiges abionderu, die Anzahl der übrig bleibenden Klemeoi« su 
besrhafTen sein, dass sich dieselben zu zwei so coubinireu lasten, dass jedes Klemenl in diesen 
Cottsbinatioueu nur ein einziges Mat vorkonunl; mit amlern Worten, es muss (y— t) eine gerade, also 
y eine ungerade Zahl sein. Hiernach particularisifen sich die beiden letzten Form - Bestimmmigen 
Meiler in die folgemlen: 

y « Cm -4- 3 , 
y 6n ^ I * 

woraus sich, ohne weitere Besekrankuog, für die Zahl p die nachstehende awiefacbe Form- Bestsm- 
luuug ergibt: 

P ax 6n -f- 4, 
p e 6n 2< — 

Wir kttniien dteie rumbinatorisclien Erurterungen , die uns, für den F'all der Combinalionen 
zu drei, sclion bei der Diicnsiion der Wendungspuncte einer gegebenen Curve der dritten Ord- 
nung enlgrgengetrrteu sind (System, dritter Abscliuitt, 5« 8. , N*. 333), und uns hier für den 
F'all von Condiinalioaen xu vier beKbafligen , auch auf ilcu Fall von Conibinalioncn zu mehr al» 
vier Elementen aus4]rhnen und uns zunächst frageu, wie eioe Zahl m beschaffen sein miss, dass m 
Eleruetite sich su zu fünf cooibiniren lassen, dass in diesen Combinationen jetle CoiitbinaLioo xu 
vier ein einziges Mal vurkomme. («— 1) muss offenbar dieselbe Form haben, als in dem Vorsle- 
henden p, mithin besteht eine der beiden nachstebeii<lcn Formen; 

m mm Op 5, 

*• = (*p 4- 3. 

Hier kommt aber die neue Bedingung hinzu, dass 

wfm — I )(« — 2 )Cjsi — 3) 

*“2 73" .”4 7 5 

eine ganze Zahl sein muss, welches eine der folgemien ßesUramungen fordert: 
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115. Wir wollcfl xurVrdmt nachwcMm uad zngleirfa aofcbaulich macbrn, daaa die 38 
Doppel -Taagenlen einer Curre vierter Ordnung alle reell lein, und dabei alle auch die 
Cuire in reellen Puncten- Paaren berttbren kbnneii. 

Wenn aich , indem irir die Pom : 

pqn + fiSll = 0 , (1) 

zu Grunde legen, die drei geraden Unien P, Q und R zu je zwei auf dem Kegelscbnkte 
il. acfaneiden, eo bat naeh der 98. Nummer die bezdglicbe Curve drei Ooppelpuncte, welche 
mit diesen Durchsehnittapuneten zusammenfallen. Nehmen wir daher insbesondere , indem 
wir ans gewttbnlicher rechtwinkligen Coordinaten bedienen , fUr den Kegelschnitt Sl , , den 
durch die folgende Gleichung dargeatellten Kreis: ' 

y’ + x(x— S) = o , 

und für die eben genannten drei geraden Linien die durch die nachstehenden drei Gleichun- 
gen dargestelllen ; 

p = y-l-x = o, q=y — x«=o, r = x— l=o, 

BO stellt die obige Gleichung (1) eine Curve der \ierten Ordnung mit drei Doppel punctrii 
dar, wie auch immerhin die, der vierten geraden Linie S entsprechende lineare Punclion s 
angenommen werden mag. Von dieser Annahme hingt die nähere Bestimmung der Curve 
vierter Ordnung ab , welche immer diese gerade Linie S in ihren beiden Duichschniltspunrleii 
mit dem oben bestimmten Kreise bertthrt. Die beiden Bertthrungspuncle kUnnen reell und 
imaginir sein. Wir wallen den Pall hervorheben, dass sie reell sind und dem entsprechend. 

s s X — J 

setzen, lleberdiess sei, um die Curve vollständig zu bestimmen, fi = — 2. Diese Curve 
erbilt alsdann, indem sie durch die Gleichung: 

i?4 = (y»_x'Xx-lKx-J) - 8{y’- X(X-8)j* = n (2) 

dargestellt wird, die Gestalt, welche in der 40. Figur starker ausgedrtickt ist. Wenn «ir 
hiernach die folgenden beiden in eine einzige Gleichung znaanunengezogenen Gteichungeu 
bilden : 

fl« ± » = o , (S) 

so verliert die ursprttngliche Curve , indem sie in eine der beiden , durch diese Gleichung 
dargestellten, Curven übrrgeht, ihre drei Doppdpunctc. Es ist aber' klar, dass sie hierbei um 
so weniger, und zwar bis zum Unmerkbaren hin, von der urspriingliehen Form ab- 
weicht , je kleiner z angenommen wird. Was non die Unterscheidung der beiden neuen Cur- 
veu unter einander betrifft, so ist klar, dass keine derselben die ur.«prflngliche schneidet, 
mid dass also eine der beiden Curven diese ganz umschlingt, wahrend die andere, welche 
wir hier zunächst betrachten, aus vier von einander abgesonderten Ovalen besteht, welche 
innerhalb der vier, von der urspriingliehen Curve gebildeten, Menisken liegen, und diesen 
bis zum Zusammenfällen sich annahem können. Jedes der vier Ovale hat hiernach seine 


IN s jft , 

m aw 6n U 
m n 4- 2i 


IR B 5n 

Combiuireii wir ilic«« vier Fomi • Berlinnnon^iMi 
sidi, aU einzig mbglich « die folgeoUeu acht: 

IW •*“' «lOii 5 s 

m -M ,''0n 4* * 1 ' 
m =s 4" 

m B 33 * 


4- 3- 

d«r Zahl m mit den heiileii rrübem » lo ergeben 

m =■ 30rt 4“ 

än ^ 4 " • 

Mt wrt 27 , 

m — -Xlw + 3- 
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figciie Doppel - Tangente , ferner lassen sieb dieselben zu zwei auf secluaialige Weise znsam- 
ineiislellen. und dnim haben je zn ei Ovale vier gemeinsrliaftliclie Tangenten. Auf diese Weise 
ergibt sieh, da.ss die Cune im Ganzen 28 reelle Tangenten bat. 

Was die erstgenannte der beiden Curven betrifft | so bat sic offenbar nur 4 reelle und 
folglich 2 t imagiu.1rc Doppel - Tangenten. 

116. Wir klinnen also als Normal - Fall denjenigen betrachten, in welchem die Curve 
28 reelle Doppel - Tangenten hat. Daun lässt sieh die Gleichung der Curve 819 Mal auf 
reeUe Weise auf die Form der Gleichung : 

pqrs + = o . • (^4 

bringen nnd dann gibt es 819 verschiedene und reelle Kegelschnitte ß, , deren jeder durch 
die acht Berilhrungspuncte auf vier von jenen 28 Doppel - Tangenten geht. Wir wollen zu- 
nächst jetzt diejenigen coordinirten Fälle discutiren , in welchen diese Doppel - Tangenten, 
alle oder znni Theil , imaginär sind. 

Es ist klar, dass , wenn die Curve Imaginäre Doppel - Tangenten hat , diese in gerader 
Anzahl vorhanden sind, und dann paarweise durch Gleichungen von der borm der nach- 
stehenden dargesteltt werden: 

p' ± P" /—I «= o, 
q' ± q v'— t = o. 
f ± T" V'' — 1 = 0 , 
s' s" v' — 1 = o- 

Setzen wir ferner: 

= fi- + /«V— 1 1 

o, =. o-j + ii-, /_! , 

so erhallen wir, für die allgemeinste Form, welche die Gleichung der Curve, in Beziehung 
auf das Imaginäre überhaupt , aiiiirluuen kann , die nachstehende : 

(p+p i)(q '+q"t'— i)(i“+rv— IXS+S"*'— 1) + 0{44'! + L’"l/— 1 1 * = <>• (ä) 

Wenn wir diese Gleichung entwickeln, so muss aus ihr das Imaginäre von selbst ausfalleii. 
in Folge hiervon ergibt sich: 

p q'i"s" H- p-q'r-8' + p’q"r's' + p"qT's' — jp'q"r"s" + p''q'r''S" + P' q-rs- + p"q -r-s | 

+ + fiSlM-, so, (») 

und dann erhalten wir für die Curve die nachstehende Gleichung : 

p qT's' — jpq'r's" + p'q"rs" + p“q'r's ' + p'q'r's' + p 'q'C's' -I- p 'q r's'j + p 'q'T's ' 

+ = 0. (0 
Wir bemerken zugleich , dass dieselbe Curve, welche alsdann durch die Gleichung (2) dar- 
geslcllt w ird , auch durch folgende Gleichung dargeslelit w erden kann : 
(p-pV-l)(q-qV-l)(r'-rv--lKs'-sV-l)+0*WV-l)iÖ:-^'.*''-l!- = «- 
denn beide Giciebungen reduciren sich, in Folge der identischen Gleichung (3). gleichmassig 
auf die Gleichung (1). Die 28 Constanlen der Gleichungen (2) und (5) reduciren sich , in 
Folge der identischen Gleichung (3) um II; so dass nur noch die II uothu endigen übrig 
bleiben. Eben so viele Constanten verbleiben also auch der Gleichung (I). 

Weil die Gleichung (3) eine identische ist. so stellen die beiden Gleichungen: 
p'q'r's" + p'q'r"s' + p'q 'r's' -|- p 'q'r's' — | p q"r"s" -I- p"q'r"s" + p' q"r's " + p "q"r"s' j = o, (6) 

"(ßj— ß'l) + /('ß.ß'j = 0 , (^) 

wie je zwei andere , welche wir durch eine beliebige Zerlegung derselben erhalten , iden- 
tisch dieselbe Curve dar. Die Form der zweiten dieser Gleichungen zeigt, dass diese Curve 
in ein System von zwei Kegelschnitten ausartet, deren immer reelle Gleichungen die folgen- 
den sind : 3^i"ß'j — j /«' ± } ß'i = o. 
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5. 5. Doppeltangentca der Ciirven vierler Ordnung. 

117. Wenn die drei ersten Doppel-Tangenten reell sind, so ist es 
die zugehörige vierte ebenfalls. 

Es folgt diess schon daraus , dass , wenn die Form ; 

pqr(s+sV— 1) + l>tß'i +ß"J/— 5tp =o, 

möglich wäre, diese Eoem, nach der vorigen Nummer, die folgende bedingen würde: 
pqr(s— sV— 1) + 1)|-0'5— ß-'l/— Ip = o. 

Uaiui würden also mit denselben drei reellen Doppel - Tangenten P, Q und R zwei ver- 
schiedene imaginüre Doppel • Tangenten als vierte zusammengebOren, was unstallbart ist. 

Wir können uns von demselben Resultate auch direct überzeugen. Denn derjenige Ke- 
gelschnitt, welcher durch die (reellen oder imaginären) Berühniogspuncte auf drei reellen 
Doppel - Tangenten geht, ist nothwendig reell, wonach in dem fraglichen Palle, neben p~, 
<j" und r" auch Si", identisch gleich NuU ist, und also die identische Gleichung (3) in die 
folgende sich vereinfacht : 

p'q'r's" + = o. 

Diese Form kann , weil p-, q', r- gegebene , von einander verschiedene , lineare Functionen 
sind, nicht anders befriedigt werden, als wenn das zweite Glied derselben, durch das Ver- 
schwinden des Cuefficieuten /i“, ausDUlL Der Bedingung: 

p'q'r's'- = 0 , 

kann aber nur dann Genüge geschehen , wenn auch die Function s" identisch gleich Null ist, 
das heisst , wenn auch die vierte Doppel - Tangente reell ist. 

Wenn wir in der letzten Erörterung 

pq s (p'-(.p"/_i)(p'_p-/_i) = (p'M-p "-) 

setzen, so gelangen wir unmittelbar zu dem neuen Resultate, dass zu den beiden ima- 
ginäre n Do ppcl -T ange n ten d essel ben Paar es un d irgend einer dritten 
reellen Doppel-Tangente, eine vierte gehört, die ebenfalls reell ist. 

118. Zu zwei imagi nüren Do pp el - Tangen ten zweier verschiedenen 
Paare und einer dritten Doppel -Tangente gehört, als vierte, eine sol- 
che, die ebenfalls reell ist. 

Wir wollen für die beiden imaginären Tangenten die beiden folgenden nehmen : 
p' -I- p"/— I = 0 , q' + q"/— 1 = o; 

und, der dritten reellen entsprechend, r" = o setzen; dann muss, indem wir in Beziehung 
auf das Imaginüre dir allgemeinste Form beibcbalten, die Gleichung: 
r' j p'q's" + p'q 's' + p "q'a' — p "q "s " } — o , 

in welche alsdann die Gleichung (6) übergeht, entweder ein System von zwei Kegelschuillni 
darstellcn , oder identisch gleich Null werden. Letzteres kann nie der Fall sein. Ersteres 
fordert, dass der eingeklammerte Ausdruck des dritten Grades einen linearen Factor erhalte, 
wie auch die, als gegeben zu betrachtenden, vier linearen Functionen p', p", q' und q" be- 
stimmt sein mögen. Diess geschieht nur dann , wenn s" s o , und hiernach kommt : 

rs'lp'q"-t-p"q'j = o. 

Es ist also erwiesen, dass die vierte zugehörige Doppel - Tangente nothwendig reell ist. 

119. Da endlich, wie eben bewiesen worden ist, zu zwei imaginüren und einer reellen 
Doppel -Tangente , niemals eine drille imaginüre Doppel -Tangente gehören kann, so kann 
auch zu drei imaginüren Doppel - Tangenten dreier verschiedenen Paare niemals eine reelle 
Doppel - Tangente gehören. Der folgende Satz ist hiermit bewiesen. 

Drei imaginüre Doppel - Tangenlen dreier verschiedenen Paare 
fordern eine vierte imaginüre Doppel . Tangente eines vierten Paares. 
Eine Bestätigung dieses Satzes erhallen w ir auf direcleni Wege , wenn wir zur allge- 

32 
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. meinen Gleicbnn^ (6) znrfickj'rben , nnd in dieser Olrichnng , den drei ersten Doppel - Tnn- 
);eiiteii entsprechend , p', p", q' q", r' und r" als gefrebrn belraebten. Diese Gleiehuiif; stellt 
alsdann überbaopt eine l’urve der vierten Ordnung dar, welche von IdConstanten abblliigt. 
Soll diese Gleichung ein System zweier Kegelschnitte darstellen, so müssen wir, damit dir 
(.'niislanten sich auf 10 reducireii , über vier Coiistanten dispnnirm kdnnrn. Diese finden 
wir in den vier Coiistanten der beiden linearen Fonclioneu s' und s". Aber s" kann nicht 
identisch gleich Null sein. Denn alsdann käme; 

s'l p'qT" + p-q"r‘ + p"q'r' — p“q"r" j = o. 

Die umklammerte Function ist von s' ganz nnabhüngig; es kann also auch bei keiner be- 
sondrrii Bestimmung derselben , die vorstehende Gleichung in zwei Gleichungen des zweiten 
Grades sich auflUsen. Es kann auch die vorstehende GIrirbnng nicht identisch gleich Null 
werden, denn dann müsste, neben s“, auch s' identisch gleich Null sein, was unstatthaft ist. 
Also ist auch die vierte Doppel - Tangente nothw cndig imaginitr. 

12U. Zu zwei r ec 1 1 eu D oppel-Tangeii t e n und einer imaginären gehürt 
eine zweite iinaginüre. Dir beiden imaginären Dop pel -Ta nge nteii ge- 
hören entweder demselben Paare oder zwei verschiedenen Paaren an. 

Wenn It und S dir beiden recllm Doppel - Tangeiilen sind , so geht dir Gleichung (6) 
wie in der 11“. Nummer, in die folgende Uber: 

ra'(p-q“+P"q) =o. 

und zcrfüllt von selbst in zwei Gleichungen des zweiten Grades. Sie wird dann identisch 
gleich Null, in welchem Falle der Kegelsebnilt 22, reell ist, wenn; 

q' = p', q' = — p', 

w o alsdann den beiden imaginarrii Doppel - Tangenten der folgende reelle Factor des zwei- 
ten Grades entspricht; 

121. Wenn wir zusammenfassen, so sind also die folgenden sechs Formen die einzig 
möglichen ; 

pqrs + fiQl = 0 , 

(P + f'-l = o • 

(p''+F"-J(q'-+q") + = «. 

(p'+P'V''—l)(q'+qV—l)rs 4- (/<’+, «'V—l)j.Q-;4ß ',i'—l}’ “ 0 . 

(p'+pV— i)(q+q"i^— iKf’'+r"-) + i p = o, 

(p'+p"»'"— l)(q+qV— l)(r-+r'',^-l)(g'+s -/— I) 0.'+,u V'-l)l-'3',+2->'V— 1 [’ = 

122. Wir haben bereits naebgewiesrn , dass die 28 Doppeltangenten einer Curve vier- 
ter Ordimiig alle reell sein küiiiieu. Indem wir von diesem Falle, als Normal-Falle, ausge- 
hrn. aberzeugeii wir nns leicht, dass, wenn eine von diesen Doppel - Tangenten imagiiiar 
wird, überdiess nicht bloss eine zweite, sondern dass dann eine grossere Anzahl von Dop- 
pel -Tangenten imaginür wird. Die zu erörternde Frage ist hiernach die folgeiide; 

Wie gross ist die Anzahl derjenigen Doppel-Tangenten einer Curve 
vierter Ordnung, welche imaginür sein können! 

Wenn wir die früher schon naher beslimmlrn 819 Combinationen der 28 Doppel -Tan- 
genten zu vier hinsrhrieben {was hier nicht wohl aBsfÜhrhar ist), so sahen wir .sogleich, 
dass ein Haar imaginärer Doppel - Tangeuten zugleich mehrere andere Paare imaginärer 
Doppel-Tangeolen fordert, und nach dem Satze der lelzlen Nummern konnten wir alsdanu 
die Anzahl derjenigen Doppel - Tangenten, die, nothwendiger Weise, zugleich imaginür wer- 
den müssen, bestimuMn. Auf diese Weise werden wir finden, dass, wenn flherhanpt imagi- 
nllrc Doppel .Tangenten vorha'nden sind, die Anzahl derselben wenigstens zwölf betrügt. 
Dass diese sich paarweise zasammenordneti , ist von selbst klar. 
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Aber eine indirecte Betracbtang flberheht ans diesen Eiitwiddungen. Es ist nriulich 
«flcnbar, dass, wenn unter den 88 reellen Doppel-Tangenten irgend eine Anzahl paarweise 
imaginär werden soll, sie zuvor paarweise znsammeiifallrn muss; und dass diese Doppel- 
Tangeiilrn oHenbar dann nicht imaginär werden können, wenn es nicht möglich ist, dass sie 
paarweise zusanunenrallen. Es kUniieii zwei Doppel - Tangenten aber nur dann zosammeu- 
falleu , wenn die Curve einen Doppelpunet erhält ; dann aber fallen nolhw endig zwölf Dop- 
pel-Tangenten zugleich paarweise zusammen, wobei sie durch die sechs, von dem Doppel- 
puncte aus , an die Curve gelegten Tangenten , welche, des Doppelpunctes n egen, doppelt zu 
zäJileu sind, vertreten werden. Es gibt also auch, wenn überhaupt imaginäre 
Doppel-Tangenten vorhanden sind, deren wenigstens zwölf. 

Die Anzahl der übrigblcibenden reellen Doppel - Tangenten beträgt hierimeh 16. Diese 
niU.ssm, weil je drei reelle Doppel - Tangenten eine einzige \-ierte fordern, unter sieh 

fr 110 Combinationen zu vier bilden. Diese sind in dem folgenden Schema zit- 
sanuaengestellt , wobei wir die 16 reellen Doppel - Tangenten durch: 

P. Pi, Pi, Pa, Q, Oi, 0;, Oa, R, Ri, R., Ra. S, S,, S,, Sj , 

bezeichnen. 


l.pp.p.pj 

QQ,Q:Qa 

R R.R.Ra 

S S,S,Sj 

5.PP,0Q, 

P P.D:Qa 

P.P 3 O Ql 

P.PaQ.Qa 

P P,Q(j. 

10. P P,Q.ga 

P.PaQ g 

PiPaOiQ. 

PPiQDa 

p PaQ,Q: 

15. p,p,g Qj 

PlPaQlQ; 

P P.RRi 

P P.R.R] 

PP.iR R| 

20 . P PaR.Ra 

P P,RH. 

P P:R,Ra 

P.PaRR. 

P.PaR.Ra 

25. P PjRRj 

P P,R,H. 

P.P.RR] 

PiP.RiR, 

QQ.RR. 

30. Q Q,R,Ra 

g.daR R. 

g.gjR.Rj 

QDjRR. 

0 0: RlRa 

35. QiQaRR, 

g.QaRtRa 

*} D,RRj 

g gaRiR: 

g.Q.RRj 

10 . giQ;RiR. 

P P.S S, 

PP.S-Sa 

P.PiS Si 

P.P.,S,Sj 

15. P P,S S, 

P P,S,Sj 

P.P.S S, 

P.PaS,Sj 

P P,S S 3 

50. P PaS,S. 

P.P.S S, 

P,P.S,S. 

QQ.SS, 

g g.s.sj 

55. g.QaS S, 

gA»aS.Sj 

Q »hSS; 

g g.-s.Sa 

g.o.s s, 

60. g,gjS,Sj 

V DaS Sa 

g gaS.S; 

ViQ.-S Sj 

Qig.SiS: 

65. R R,SS, 

R R,S,S, 

R.RaSS, 

R.RjS.Sj 

R R;SS. 

70. R R,S.S, 

R.R.S S. 

RiRaSiSj 

R R,SS. 

R RaS.S. 

75. R.RJS Sa 

RiR.SiS. 

P Q HS 

P g R.S, 

p g R,S. 

80. P Q RaSj 

P V.RS. 

p g,R,s. 

p g.R Sj 

P g.RaS 

85. P Q.RS. 

p g.R.Sj 

p g.H.s 

P Q.RaS, 

p Q,Rs; 

90. P g,R,s 

P QaR.S, 

P QaRaS. 

P.Q RS, 

p.g R.S, 

95. P.g R Sj 

P,g RaS 

P.VaRS, 

p,g,R.Sj 

PiQiR.S 

100. PiQiRaS, 

P.D.RS, 

p.g, R.S 

p.g.R.s, 

P,g,R,S. 

»05. P,Q,RS 

P.gaR.S, 

P.Q,aR:S. 

P.QaRjSa 

P,Q RS.. 

110. P.Q R,Sj 

P.g R.S 

P.g RaS, 

PeQ.RSa 

P.Q.R.S 

115. P.QiR.Si 

p.giRtS. 

P.QaRS 

P.Q.R.S, 

p,g,R.s- 

120 . P,g,RaS] 

PaOaRS. 

p,gjR,s. 

P.QaR.Sj 

P.QaRaS 

125. PjQ RSj 

p,g R,S 

PjQ R S, 

P,g HaS, 

PaO.RS 

130. P,0,R.S, 

PaQiRaS, 

PaQiRaSa 

PaQ:RS, 

PaQ.R.S, 

135. P,g.R;Sj 

PaQ.RaS 

PaQaRS: 

PaOaR.Sa 

PagiR:S 

110. PaQjRaS, 
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252 Zweiter Abschnitt. Singulare Puncte und Linien. 

Wenn, anssrr drii sechs Paaren zasamnrnrallnidrr Doppel-Tangnitai, noch ein sieben- 
tes Paar solcher Dopprl-Tan);eiilcii vorhanden sein soll. so wird dadurch bedingt, dass die Cnrve, 
neben einem ersten Doppelpuncle noch einen zweiten habe. Dann aber hat die Cnrve zehn 
Paare zusammcnrallender Doppel - Tangenten (zweimal vier von diesen fallen in die zweimal 
vier Tangenten , welche , von den beiden Doppelpunclen aus, an die Cnrve sich legen lassen, 
und zwei fallen unter sich und mit derjenigen geraden Linie, welche die beiden Doppelpuu- 
rte verbindet, zusammen). Hiernach ergibt sich der folgende Salz: 

Wenn also eine Cnrve vierter Ordnung mit einem Doppelpuncle eine 
eigentliche imaginäre Doppel -Tangente hat, so hat sic deren wenig- 
stens vier Paare und behält also hUchsIcns acht reelle Doppcl-Tangenlen. 

An diesen Satz scheint sich sogleich der folgende anzuschliesscn. 

Wenn eine Curve vierter Ordnung mehr als sechs Paare imaginärer 
■ Doppel • Ta Dgen te II hat, so hat sie deren wenigstens zehn und behält 
also hiirhsleus acht reelle Doppel-Tangenten. 

Wir käniien uns von der Richtigkeit des ersten Satzes direct (Ibcrzeiigen . wenn wir, 
auf einem Wege, der oben schon für den allgemrineu Fall angedeulel worden ist, von dem 
vorstehenden Schema ausgehen. Wir w ollen annrhnirn , es sei S3 eine imaginäre Doppel- 
Tangente. Dann fordert die J. Combinalion (117, 119), dass überdiess bloss eine der drei Dop- 
pel-Tangenten S, S, , S; oder da.ss alle drei zugleich imaginär sind. In der lelzlern Vor- 
aussetzung fordern die Conibinationrn 11 — 76, dass die Doppel-Tangenten jeder einzelnen der 
' drei ersten Grappen alle vier reell oder alle vier imaginär sind; und hiernach dir Combi- 
nationen 77 — 110, dass nur die Doppel-Tangenten einer einzigen der eben genannten Grup- 
pen, oder dass die Doppel - Tangenten dieser Gruppen alle drei imaginär sind. Also bringt 
in dieser Voraussetzung das Imaginär - Werden von S, mit sich, dass wenigstens acht 
Doppel-Tangenten imaginär werden. In der andern Voraussetzung, dass Sj und S. imaginär 
und S, und S reell sind, fordert die 76. Combination, da-ss entweder R, oder R., oder 
nur eine dieser beiden Doppel . Tangenten imaginär sei. Es sei demnach R. imaginär und 
R, reell. Dann fordert die 65. Combinalion, dass R reell, dir 67. dass R, imaginär ist. 
Hiernach bieten dir Combinationen 65.-76 nichts UnniUglichrs dar. Auf gleiche Weise folgt 
aus den Combinationen 53 — &1, dass von den vier Doppel - Tangenten Q, Qi. Q- und (j, 
und aus den Combinationen 11 — 52 , dass von den Doppel-Taugenleu P, P;, Px und Pj zwei 
reell und zwei imaginär sind. In dieser zweiten Voraussetzung sind also von den acht Paa- 
ren von Doppel - Tangenten vier reell und vier imaginär. 

123. Wenn die vier Paare Doppel - Tangenten bevor sie imaginär werden , Zusammen- 
fällen , so erhält die Curve zwei Doppelpuncle und die Zahl der rigenllicheu Doppel -Tan- 
genten rrducirt sieh auf die folgenden 8 : P , Pi , Pj , Pj , Q , Qi , (?j , Vj . Diese bilden 
8 7*6 

jj-g = 11 Combiuatioiien zu vier, nemlich die Combinatiunen 1 — 2. und 5—16. des Sche- 
mas der 122. Nummer. Selzen wir voraus , dass eine der 8 Doppel - Tangrulen . etwa Qj 
imaginär sei, so ist es nolhw endig eine zweite Doppel -Tangeiilr der zweiten Combination 
ebenfalls. Für diese kUiinen wir Qj nehmen. Diese beiden imaginären Doppel -Tangenten 
sind aber nicht die einzigen. Die 16. Combinalion fordert nemlich , dass ciilw eder von den 
drei Doppcl-Tangenlen P, , P, und Q, nur eine einzige, oder dass alle drei, neben Qj und 
Q: , imaginär werden. In der Iclzlen Annahme sind uothwendig alle Doppel - Tangenten 
imaginär, denn nach der 2., 6. und 7. Combinalion sind es bezüglich Q. P und P3. Wenn 
eine der drei Doppel - Tangenten Pj oder P, oder (>, allein imaginär ist. so sind von den 
obigen 8 Doppel-Tangenten vier imaginär. M’euu nemlich bloss Q, imaginär ist, so ist es zu- 
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§• 5. Doppeltangcntcn der Curven vierter Ordnung. 

vüritrrsl nach der 3. Combination auch Q, und dann sind notliwendig mit P; und P, zugleich 
auch P und Pj reell. Wenn P; iniaginSr ist und P, und Q, reell bleiben, so ist, nach der 
3. Combination, auch Q und hiernacb, der 7. Combination gemäss, auch P, reell. Dann 
kommen in jeder der fraglichen Combinatiouen zwei reelle und zwei imaginäre Taugeoteu 
vor. Die folgenden beiden Sätze sind biernach als bewiesen anzusehen. 

Wenn eine Curre der vierten Ordnung zwei Doppelpuncte hat, so be- 
trägt dieAuzahl ihrerreellen Dop pel-Tangen ten ent weder acht oder vier. 

Ich verhehle mir nicht, dass die Präge, wie viele von den 28 Doppel •Tangenlrii einer 
Curve der vierten Ordnung imaginär werden kUnuen, in dem Vorstehenden noch nicht voll- 
ständig erledigt ist, und dass subtile Bemerkungeu sich daran anknüpfen liessen. Es ist 
mir indess wahrscheiulicli, dass, in der Voraussetzung, dass die Curven der vierten Ordnung, 
ihre Allgemeinheit behalten, nur die folgenden fünf coordinirten Fälle Statt linden können, 
1 ) alle Doppel . Tangenten reell , 2) 16 reell und 12 imaginär , 3) 8 reell und 20 imaginär, 
d) i reell und 21 imaginär, 5) alle imaginär. Weiter kann ich hier nicht gehen, weil es 
mir nicht gestattet ist Conslrucüonen beizufiigen und weil es, ohne geometrische Anschauung, 
schwer ist, in genauere Diseussionen uns einzulassen, ohne dass w ir uns der Gefahr zu irren 
ausselzen. Ceberdiess würde uns die Dtscus.sion der uulergeordneten Arten von Curven der 
vierten Ordnung, in Oeziehung auf Doppel -Tangeuten, hier viel zu weil führen. — 

121. Die 28 Doppel -Tangenten stellen sich paarweise so zusammen, dass mit jedem 
Paare 13 andere Paare zusammengehoren. Wenn hiernach mit dem Doppellangenlen - Paare 
P und 0 insbesondere die beiden Paare R und S, T und l' zusammengeliüren , so wird 
dieselbe Curve durch jede der folgenden beiden Gleichungen dargerlelll : 

ptjrs + fiill = o , 
pijlu + = o. 

Diese beiden Gleichungen sind also identisch dieselben, oder werden wenigstens, weiiii wir 
eine dieser Gleirlningen mit einem gehörig bestimmten constanten Coefficienleu multipliciren. 
identisch. Wir wollen dieselben hier als solehe betrachten, dann kommt; 

pijtrs— tu) s fi Si i — ftül , 

= jvV. + r> .ß; j IvV. . ii; |. 

Diese beiden Gleichungen können, indem wir durch x eineu constanten Coeffidenteu bezeicli- 
neu , in die folgenden beiden sich auRosen : 

. fl'i ± 

rs— tu .== 

Die erste dieser beiden identisehen Gleichungen wird dadurch bedingt, da.ss die Kegel- 
schnitte ßi und ß j , beide , durch die beiden Berühnuigspuncte auf jeder der beiden 
Doppel -Tangenten P und Q gehen. Die zweite Gleichung drückt aus, dass durch dir Durcli- 
schnille der beiden andern Dopprllaugenlrn - Paare ein Kegelschnitt sich legen läset, welcher 
zugleich durch die Durchschnille von ßj und ß*], also durch die Berflhrungspiincte auf P 
und Q, geht. Der hiermit bew iesene Satz ist der uaclistehende. 

Wenn wir ein Paar Doppel -Tan geuten einer Curve der vierten Ord- 
nung mit irgend zwei andern zugehörigen Paaren zusammeustelleu. 
so geht derselbe Kegelschnitt durch die vier Berührungspuncte auf 
den D 0 pp e I -Ta n ge n t e n des ersten Paares und die vier Durehscbnil ts- 
puncte der beiden Du ppe l-T a nge ii t e n des einen mit den beiden Doppel- 
Tangenten des andern zugehörigen Paares. 

In die Discussiou dieses Satzes wollen wir hier nicht eiiigeheu. 
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Seili- 21 haben Mir, um zur Gleirbiiiij; (3) zu griaogrii, den Ausdruck 

P“ u— m + P^a— Bl 

auf dir fulgcnde Form gebracht; 

(p+o)0„_M + T^2,_ a-i . 

Wir sind aller algebraischen Substitutionen fiberhoben , wenn u ir erwhgru , dass der erste 
Ausdruck, wenn wir ihn gleich Null setzen, eine solche Cun'e darstellt, welche eiiieAsym- 
pliite hat, die mit der geraden Linie P parallel ist und im zweiten Ausdrucke in Evidenz tritt. 

Bemerkungen zum ersten Paragraphen des zweiten Abschnittes, ins- 
besondere zur 17, Nummer. 

In dieser Nummer haben wir 19 rersrhiedeue Falle von dreifachen Puncten mit drei 
zusammenfallenden Tangenten aufgezahlt ; wobei wir diese Aufzahlung bis zu dem Falle, dass 
drei vollständige Curven . Zweige , w elche alle zugleich ihre gemeinsame Tangente dreipun- 
rtig osculiren, den dreifachen Punct bilden, ausgedehnt haben. Diese verschiedenen p'alle 
treten in den folgenden 19 Gleichungen unmittelbar in Evidenz, wobei P diejenige gerade 
Linie ist , in weleher die drei Tangenten des dreifachen Punctes zusammenfallen. 


1. 

p' + = 0, 

i- 6) 

II. 

P' + P-S + -ä = 0, 

(- 7) 

III. 

p’ -f p=.^ rj = 0 , 

(- 81 

IV. 

p’ -f- p(.5j-f.2'|] -t- = 0, 

f- 81 

V. 

P’ + P’-; + P^i + ^ •= 0 , 

(- 91 

VI. 

p> -1- -t- = o. 

(- 9) 

VII. 

p> p=J, -t- pP,+:Js1 -p = o. 

(—101 

VIII. 

p’ -t- 4- p^5 - 0 , 

(-11) 

IX. 

p’(l+-xl + p’.^3 -1- pJs H- r, = 0, 

(—121 

X. 

P’ -P p(:T3-hr,+j5-t-2-j| + = 0, 

(—10) 

XI. 

p' + p-.r, + - 1 - = 0 . 

(-llt 

Xll. 

p’ 4- p’1-j4--3) 4- pI-54-.^I -1- — 8 b= u. 

(—121 

XIII. 

P'(»+-.l + P’-^3 + PI.J'54-^,] + i-, - 

(—13) 

XIV. 

p'[i4-:f,l -P P^(i3+^.l + p:^6 + -S-s = 0. 

(-11) 

XV. 

p' 4- p[:?34-i,4-.ri4-^4-:j7] 4 - .r., = o. 

(-11) 

XVI. 

P’ + P=-^. 4 - p|i,4-.ri4-5i4-.J,] 4- .1, = 0 . 

(—12) 

XVII. 

p’ 4- p’P,4-.S3| 4- p[:f54-ii,4-^7l 4- = 0 , 

(-13) 

XVIII. 

p'(l4-r,l + p»-, -y p[^ 5 +:^+^;] 4- JT,, =. o. 

(-111 

XIX. 

p’[l4-— ,] 4- p-[ij 4 -.J 4 ] 4 - p[. 2 j 4 -» 7 ) 4" ^ 0 . 

(-15) 


Diese Gleichungen stellen Curven der oiedri,gsten Ordnung dar, welche Oberhaupt eiuen 
Punct der fraglichen Art haben können ; wenn die Curve von einer hohem . ii. Ordnung sein 
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soll, so brauchen wir blotb alle Glieder, bis -a einscbliesslieh , hinzuzufiigen. Nach jeder 
Gleichung ist die Anzahl der Conslantrii bemerkt , w elche eine Curve von beliebiger Ord- 
nung dadurch verliert, dass sie einen dreirachen Punct der fraglirhrn Art erhalt. 

Die vorstehenden Pormen finden in sich selbst ihre Rerhtrertigung. Ein paar Br'ispiele 
mögen genügen. Die verschiedenen Symbole haben hier dieselbe Bedeutung, die w ir ihnen 
überall beigelegt haben : sie stellen homogene Kunctionen zwischen p und einer zweiten linea- 
ren Fnnction dar und die angehüngte Marke bezeichnet den Grad. Für Naehbarpunrle des 
dreifachen Pnnctes ist Oberhanpl der Werth von ^ ein nnmdlich Kleines der y. Ordnnng 
und kann also ohne Weiteres gegen den Werth solcher Functionen, deren Grad ein geringe, 
rer ist, vernachlässigt werden, l'm hiernach dir Natur der iinriidlichen Zw eige in der Nahe 
des dreifachen Puuctes annäherungsweise darzuslellen , ergeben sich, wenn wir uns darauf 
beschranken, die Fälle XVII und .Will beispielsweise liervnrzuhcheu , die folgenden beiden 
Gleichungen: 

P{P' + P-! + -sj + -'I = "• (11 

pjp- + p-i + -si + .S) = o. (2) 

Wir sehen zuvorderst , dass die Curve in beiden Fallen , dem ersten Factor p rntsprechriid, 

einen Zw eig mit einer vierpunctig osculirendrn Tangenle hat. Für Naehbarpunrle auf die- 

sem Zweige ist p rin unendlich Kleines der (9—5). Ordnung , die .Vusdrürkr in den Klam- 
mern reducirrn sich hiernach auf ihr letztes Glied, und somit stellt die Gleichung; 

p2'j + Jq = o , 

in erster Annäherung den fraglieben Zweig dar. 

Wenn wir uns nun zuvörderst zur Gleichung (2), so ist leicht riuzusehtii, dass wir 
das mittlere Glied des umklammerten Ausdrucks vernachlässigen können. Zu diesem Ende 
brauchen wir bloss diesen Ausdruck, der in Beziehung auf p quadratisch ist, in seine beiden 
Factoreii des ersten Grades zu zerlegen. Es vrrrinlacht sich also die Gleichung (2) in die 
folgende : 

p[P‘ + -ä! + -9 = 0. 

und nun springt in die Augen, dass die beldrii Übrigen Zweige, die den dreifachen Punct 
bilden, durch eine solche Spitze erster Art vertreten werden, die annäherungsweise dureh 
folgende Gleichung dargeslellt wird ; 

p= + .^s = o. 

Im Gegensätze mit dem eben bespruchenen P'alle, darf in der Gleichung (t) das iiiilt- 
lere Glied der Klammer nicht vernachlässigt werden; schreiben wir daher diese Gleichung 
unter der Form : 

p|p(p+-l) + -s| + -o = o. 

so springt in die Augen, dass ein zweiter Zweig der bezüglichen Curve annäherungsweise 
durch die Gleichung; 

P + — 1 = 0 , 

dargeslellt wird und also ein gewöhnlicher ist, während für Puncte des andern, damit in 
der Klammer aufgewogen werde, p ein unendlich Kleines der (5-2) s 3. Ordnung sein 
muss. Dieser Zweig, mit einem Wrndungspuncüe , wird alsdann, indem wir p gegen Z, ver- 
nachlässigen , annäherungsweise durch die folgende Gleichung dargeslellt : 

p2^j -f is = o. 

Das Characleristische des l'nterschirdes der beiden Gleichungen (I) und (2) liegt darin, 
dass die Marke des mittlern Gliedes eine solche Zahl darslelll , die einmal kleiner , das an- 
dere Mal grosser ist als dielläine der, der .Marke des letzten Gliedes ent.sprechcnden Zahl. 
Dazwischen liegt derjenige P'all , für welchen der XU. Fall ein Beispiel bietet. Hier stellt 
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Zusätzliche Retncrkungen. 


dir GIcirliung : 

p- + p^i + 2) •= 0, 

das Sysirni zwrii^r Zweige dar, welche beide mit ihrer gezDeinschafÜicben Tangente eine» 
ConUct von gleicher Ordnung, hier insbesondere einen gewöbniirhen, haben. 

Nach diesen Bemerkungen kUnneu wir ohne Schwierigkeit dir allgemeinen Furnieii der 
Gleichungen vnn Curren mit einem vielfachen Puucte hinscbreibeii. Die fiilgenden Fornieu 
ent.sprecben snichen tierfachen Pnnclen , deren Tangenten alle vier zusammeufalleu, und sind 
so H eit furtgeführt bis io dem enUprcchendeu Falle , der fragliclie Puiict durch vier volUtäii- 
dige, sich berührende Zweige gebildet w ird. Nach jeder Gleichung ist die Anzahl der Coii- 
stanlen bemerkt , welche die bezügliche Curvc eingebiissl hat. 


I. p* + -i «= o, ( — II) 


II. 

p* + pir 4- >= 0, 

(- 12 ) 

III. 

p' + p=i'j + .?6 = o. 

(— 13 ) 

IV. 

p* + pti'j+i'i) + .^7 - o. 

(- 13 ) 

V. 

P* + P‘-l + P-4 + -7 = 0 , 

(- 11 ) 

VI. 

p‘ + p'.i; + pij + .^7 = 0, 

(— 15 ) 

VII. 

p’ + p(-|-r-5+-*l +-8 = 0, 

(- 11 ) 

VIII. 

p> + p-.ij + p(;j5+ jft) + :?, = (>, 

(- 15 ) 

IX. 

P* + p'ti',+ J,) + p^tt + ^, =: 0 . 

(— 16 ) 

X. 

p* + pH:i',+^a+:^s) + .j. = «, 

(— 17 ) 

XI. 

^ p^ + p'js, + p^ii + p2ii, + 2;, IL2 0. 

(- 17 ) 


In dem Falle I w ird der vierfache Punct gehildel durch einen einzigen Zw eig ; in den Fallen 
II. IV, VI, VII. and VIII durch einen einzelnen Zweig mit dreifachem Puucte und einem zwei, 
ten einfachen Zweige, in den Fallen V und IX aus einer Spitze erster Art und zwei einfa- 
chen Zweigen, in den Fallen III und X durch zwei Spitzen erster Art und endlich im Falle 
XI durch vier einfache Zweige. 

Hier, wie überall in unserer Darstellungsweise , knüpft sieb an die analytische Funn 
unmittelbar die geometrische Bedeutung, so wie, iimgekelirt, für alle geometrischen Beziehun- 
gen sich unmittelbar die analytische Ausdrucksweise findet. 


Bonn, gadriiclt bei Carl Georgi. 
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